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EINLEITUNG. 


Auf  der  Versammlung  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung 
zu  Halle  war  beschlossen  worden,  bei  Gelegenheit  der  für  den  Herbst 
1892  in  Nürnberg  geplanten  Zusammenkunft  eine  Ausstellung  mathe- 
matischer und  mathematisch -physikalischer  Modelle,  Apparate  und 
Instrumente  zu  veranstalten. 

Schon  einmal  hat  —  im  Jahre  1876  in  London  —  eine  solche 
Ausstellung   in   grösserem  Umfange  stattgefunden   und   reiche  An- 
regung geboten.    Gerade  in  den  letzten  Jahrzehnten   nun   ist  diesen 
Gebieten  wissenschaftlicher  Bethätigung  ein  erhöhtes  Interesse  zuge- 
wendet  worden :   Den   praktiscjhen  Bedürfnissen  entsprechend  haben 
sich  die  Hilfsmittel,    Instrumente   und   Methoden,   numerischer  wie 
graphischer  Rechnung  ganz  wesentlich  vervollkommnet  und  vermehrt. 
Der  geometrische  Unterricht  verfügt  heute  über  reiche  Sammlungen 
von  Modellen   räumlicher  Gebilde,    welche   die   Lagen-   und   Maass- 
verhältnisse dei*selben,    sei  es  nach  ilii*en  totalen,  sei  es  nach  ihren 
differentiellen   Beziehungen   zur  Anschauung   bringen.     Hier  wie  in 
den  auf  Mechanik  und   mathematischem  Physik  bezüglichen  Modellen 
und  Apparaten   kommen    neben   den   Zwecken    des  Unterrichtes  die 
der   Forschung   zum  Ausdruck.     Insbesondere  für   die  Betrachtung 
physikalischer  Vorgänge  haben  die  Hilfsmittel  mechanischer  Versinn- 
lichungin  neuster  Zeit  eine  besondere,  principielle  Bedeutung  gewonnen. 
Und  ebenso  ist,  seit  man  begonnen  hat,  die  mannigfaltigen  Gestalten 
algebraischer   Gebilde   systematisch   zu   discutiren,    seit  die   Theorie 
der  Flächenkrümmung  direct  anscbauungsmässige  und  sozusagen  dem 
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Experimente  zugängliche  Sätze  geliefert,  das  Interesse  für  die  gestalt- 
li(*heu  Eigenschaften  räumlicher  Gebilde  und  für  iUn-en  unmittelbare 
Realisirung  gewachsen. 

So  erscliien  es  naturgemäss,  die  Gelegenheit  der  diesjährigen 
Versammlung  der  Deutschen  Mathematiker-Vereinigung,  die  gleich- 
zeitig mit  d(T  Versammlung  der  Gesollschaft  deutscher  Naturforscher 
und  Aerzte  in  Nürnberg  tagen  sollte,  zu  benützen,  um  ein  zusammen- 
hängendes Bild  dieser  Entwickelung  vorzuführen. 

Das  Vorhaben,  dessen  Durchführung  vom  Vorstande  der  Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung  dem  Herausgeber  dieses  Katalogs  über- 
tragen worden  war,  erfreute  sich  vom  Anfange  an  der  entgegen- 
kommenden Förderung  von  Seiten  des  königlich  bayerischen 
Staatsministeriums  des  Innern  für  Kirchen- und  Schul- 
angelegenheiten, wie  des  persönlichen  Interesses  Seiner  Excellenz 
des  Herrn  Staatsministei*s  von  Müller.  Durch  die  namhafte  materielle 
Beihilfe  von  Seiten  des  genannten  kgl.  Staatsministeriums  ebenso  wie 
durch  die  weiteren  Geldmittel,  welche  das  Reichsamt  des  Innern, 
in  liberaler  Weise  gewährt  hat,  war  das  Unternehmen  gesichert. 

Die  Beteiligung  an  dem  Vorhaben  entsprach  dem  glücklichen 
Beginne.  Ein  grosser  Teil  der  mathematischen,  physikalischen,  me- 
chanisch-technischen und  geodätischen  Institute  unserer  wie  ausser- 
deutscher  Hochschulen  hatte  die  in  den  Instituten  selbst  hergestellten 
Modelle  ebenso  wie  historisch  wertvolle  Objecto  ihrer  Sammlungen  zur 
Verfügung  gestellt.  Von  Museen,  privaten  Sammlungen,  von  einzelnen 
Gelelirten  im  In-  und  Auslande  waren  Anmeldungen  eingetroffen.  Es 
iiaben  neben  Deutschland  Amerika,  Frankreich,  Italien,  die  Nieder- 
lande,  Norweg(Mi,  Osterreicli- Ungarn,  Russland,  die  Schweiz  sich  be- 
teiligt und  insbesondere  bildete  sich  in  Grossbritannien  ein  Comit6, 
mit  den  Professoren  Lr»rd  Kelvin,  Greenhill,  Henrici  an  der 
Spitze,  um  die  Ausstellung  mit  den  hervorragendsten  Gegenständen 
aus  Staats-  wie  aus  Privatsammlungen  zu  beschicken.  Wohl  alle 
bedeutenderen  mechanischen  Werkstätten,  welche  sich  speciell  mit 
der  Herstellung  mathematischer  Apparate  und  Instrumente  befassen, 
sowie  die  in  Betracht  kommenden  Verlagsfirmen  hatten  ihre  Beteili- 
gung zugesagt. 

Das  Zusammenwirken  zahlreicher  Fachgenossen  hat  die  Absicht 
durchführen  lassen,    einen    ausführlichen   Katalog   der  Ausstellung 
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mit  der  genauen  Beschreibung  und  zahlreichen  Abbildungen  der 
einzelnen  Objecte  vorzubereiten  und  demselben  eine  Reihe  von  Aut- 
sätzen zusammenfassenden  Inhaltes  voranzustellen.  Allen  die  hier 
Teil  genommen,  weiss  sich  der  Herausgeber  des  Kataloges  zu  be- 
sonderem Danke  verptlichtet:  er  niöchto  im  speciellon  noch  der 
wichtigen  •  Beihilfe  gedenken ,  welche  die  Herren  Boltzmann  in 
München  und  Mehmke  in  Darmstadt  den  auf  mathematische  Phvsik 
und  auf  Arithmetik  bezüglichen  Abteilungen  gewidmet  haben. 

Die  Drucklegung  des  Kataloges  musste  innerhalb  der  letzten 
fünf  Wochen  vor  dem  Termin  der  Ausstellung  bewerkstelligt  werden ; 
der  Unterzeichnete  spricht  der  Hof-  und  Univei^sitäts-Buchdruckerei 
von  Dr.  Wolf  u.  Sohn  in  München  für  ihr  bereitwilliges  Entgegen- 
kommen, Herrn  stud.  math.  Daunderer  für  seine  üntei-stützung  bei 
Correctur  und  Anfei-tigung  der  Register  Dank  und  Anerkennung  aus. 

In  Nürnberg  selbst  fand  die  geplante  Ausstellung  bereitwilligste 
Unterstützung  und  gastliche  Aufnahme  bei  den  Geschäftsführern  der 
G^esellschaft  Deutscher  Naturforscher  und  Aerzte,  den  Herren  Medi- 
cinalrat  Dr.  Merkel  und  Rector  Fü  cht  bau  er,  wie  bei  dem 
einfühi-enden  C()mit6  der  Abteilung  für  Mathematik  und  Astro- 
nomie der  genannten  Gesellschaft,  den  Herren  Professor  Rudel  und 
Gymnasiallehrer  Dr.  Sievert.  Herr  Director  von  Kramer  des 
bayerischen  (iewerb(^nuiseums  stellte  ebenso  wie  die  Geschäftsleitung 
der  Naturforscherversammlung  zweckentsprechende  Räumliehkeiten 
in  entgegenkommendster  Weise  zur  Verfügung. 

Das  k.  Staatsministerium  des  königlichen  Hauses 
und  des  Äussern  hat  durch  seine  wichtige  Vermittelung  und  Be- 
fürwortung bei  den  deutschen  Eisenbahnverwaltungen  den 
kostenfreien  Rücktransport  der  Ausstellungsgegenstände  erwirkt  und 
weiter  waren  von  Seiten  der  Generaldirection  der  Zölle  und 
i  n d  i  r  e  c  t  e  n  S  t  e  u  e  r n  in  dankenswertester  Weise  Vereinfachungen 
für  die  zollamtlichen  Revisionen  gewährt  worden. 

So  waren  alle  einleitenden  Schritte  und  Vorbereitungen  getroffen. 

Die  gesundheitlichen  Verhältnisse  in  Deutschland  veranlassten 
am  29.  August  die  Absage  der  Versammlung  deutscher  Natur- 
forscher und  Aerzte  und  sie  hatten  auch  am  1.  September  die 
Absage  der  Versammlung  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung 
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im  Gefolge.  —  So  kann  die  Gegen  Leistung  für  das  Entgegenkommen 
und  die  Beihilfe,  welclie  von  Seiten  hoher  Behörden  Bayerns  und 
des  Reiches,  von  den  Fachgenossen,  den  technischen  Instituten, 
Werkstätten  und  Yerlagshandlungen  dem  Unternehmen  zu  Teil 
geworden  ist,  zunächst  nicht  in  der  wirklichen  Durchführung  des- 
selben, die  Anregung  und  Förderung  in  weiten  Kreisen  geben 
sollte,  zum  Ausdruck  gelangen  und  es  muss  sich  der  Unterzeich- 
nete darauf  beschränken,  mit  der  Veröffentlichung  dieses 
Kataloges    Rechenschaft   und  Dank   niederzulegen 

Im  kommenden  Jahre  aber  sei  mit  frischem  Mute  an  die 
Durchführung  des  Vorhabens  gegangen!  In  München  dem  für  die 
nächstjährige  Versammlung  der  Deutschen  Mathematiker- Vereinigung 
ausersehenen  Ort,  werden,  wie  bereits  in  dankenswerter  Weise  zu- 
gesichert ist,  die  ausgedehnten  Räume  der  technischen  Hochschule 
zur  Verfügung  stehen.  Dem  Umfange,  den  die  Ausstellung  bisher 
gewonnen,  soll  dann  eine  verlängerte  Dauer  derselben  entsprechen. 
Es  ist  der  1. — 30.  September  1893  in  Aussicht  genommen,  während 
die  Tage  der  Mathematiker- Versammlung  den  für  die  Naturforscher- 
Versammlung  in  Nürnberg  festzusetzenden  unmittelbar  voraus  gehen 
werden. 

Der  für  die  diesjährige  Ausstellung  fertig  gestellte  Katalog 
aber  mag  schon  jetzt  zur  Ausgabe  gelangen;  nicht  mit  dem  An- 
spruch, ein  vollständiges  Bild  der  vielen  hierhergehörigen  Gebiete 
zu  geben,  sondern  mit  der  Absicht,  Plan  und  begonnene  Durch- 
führung des  Unternehmens  zu  zeigen,  und  dabei  auch  die  Lücken 
erkennen  zu  lassen,  welche  nunmehr  noch  auszufüllen  sind. 

Möge  Interesse  und  Mitwirkung  Aller,  die  in  diesem  Jahre  unser 
Vorhaben  gefördert  haben,  uns  dabei  nicht  fehlen,  mögen  insbeson- 
dere die  Fachgenossen  mit  Rat  und  That  den  Zweck  des  ganzen 
Unternehmens  durchführen  helfen,  ein  vollständiges  Bild  zu  geben, 
air  der  mannigfachen  Hilfsmittel,  wie  sie  heute  in  Gestalt  von  Mo- 
dellen, Apparaten  und  Instrumenten  dem  Unterricht  und  der  For- 
schung in  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  dienen! 

München,  im  Oktober  1892. 

Walther  Dyok. 
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Geometrisches  zur  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln 

algebraischer  Gleichungen. 


Von  F.  Klo  in  in  (iöttin«r«Mi. 
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St/lvesfer  und  Kronecker  lialxMi  honüts  in  den  GOer  JahrfMi 
boi  der  Discussion  der  Wurzclrcjdität  alj^chraisdior  01eirhiin»i^(Mi 
g(Mniietrisehe  Coiistnictiüiioii  in  der  Weiso  horangez(>«:;;en,  dass  sie 
die  Coefficionten  der  (fleicluing  odi^r  soiisti^^^e  (Jn'»ssen,  von  denen 
man  die  Uleicluing  abhängig  denken  mag,  als  Coordinaten  (»ines 
Kaumpnnktes  interpretirten,  -  wobei  natürlieb  ibrer  unmittel- 
baren Anscbaulicbkeit  \veg<Mi  diejenigcMi  Falle  besondere  Berück- 
sichtigung fanden,  bei  denen  man  mit  Küunien  von  2  odnr  3  Di- 
mensionen ausreicht*).  Ks  bandelt  sieb  (h\  insbesondere»  um  den 
V<.»rlauf  derjenigen  Mannigfaltigkeit,  welebe  durcli  Xullsetzen  der 
I)iscriminant(^  cb^r  vorgelegten  (ileicbung  vorgestellt  wird  —  die 
Uiscriminantenniannigfaitigkrit  ,  und  um  di«>  durcb  di(?se  Mannig- 
faltigkeit vermittelte  Zerlegung  d(?s  (Jesamtiaumes  in  verscbi<Mlene 
Gebiete.  —  leb  möciite  im  NacbstebendtMi  an  den  bezeiclmc^ten 
Ansatz  in  der  WcMse  anknüpfen,  dass  icb  die  elemenUiren  ,  für 
(Jb.'icliungen  l)(»li<'l)igen  (Jrades  giltigen  Kriterien  in  Betraciit  ziehe, 
durch  welche^  man  die  Anzahl  der  reeil«Mi  Wurzt^ln  abzuzählen 
vermag,  die  gegebenen  Falles  vorbanden  sein  mögen.  Hei  der 
geoni(»triseben  Interpretation  dieser  Kriterien  entstellt,  wie  von 
selbst,  eine  Auffassung  derselben,  vermöge  deren  di(j  etwas  stereo- 
typen Darstellungen  der  I^ebre  von  der  Wurzelrealität,  wie  sie  sieb 
in  unsern  Lehrbücliern  linden,    der  Neubelebung  und   Weitenmt- 

*)  SylvcHtvr  in  (Jon  „riiilosopliical  Transartions'*  v<m  1HG4  (On  tlu»  ival 
and  imaginaiy  roots  of  cMination^),  Krontcker  in  Vorlosuiigon. 
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Wickelung  zugänglich  werden*).  Der  Zweck  der  vorliegenden 
kurzen  Mitteilung  wird  erreicht  sein,  wenn  es  mir  gelingen 
sollte,  in  dieser  Richtung  einen  Anstoss  zu  geben.  Um  so  lieber 
will  ich  mich  im  Folgenden  auf  die  allereleraentarsten  Fälle, 
nämlich  auf  Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades,  beschränken : 
ich  hoffe  da  allgemein  verständlich  zu  sein  und  kann  doch  schon 
alles  Wesentliche,  was  ich  zu  sagen  habe,  hervortreten  lassen. 
Zunächst  der  allgemeine  Ansatz.     Sei 

(1)       f  (z)  =  z^  +  nAz-*  +  ^  '  ^~^  Bz°-'  +  .  .  .     N  =  0 

eine  vorgelegte  Gleichung  n**°  Grades  (wo  die  Binom ialcoefficienten 
hinzugesetzt  sind,  weil  dadurch  die  später  zu  gebenden  Formeln 
einfacher  werden).  So  interpretire  man  einfach  A,  B,  .  .  .  N  als 
Punktcoordinaten  in  einem  n  dimensionalen  Räume  R„.  Gleich- 
ung (1)  repräsentirt  dann,  sofern  man  das  z  als  gegebene  Grösse 
und  die  A,  B,  .  .  .  als  Veränderliche  ansehen  will,  einen  in  diesem 
R„  enthaltenen  (n — l)fach  ausgedehnten  Raum,  Rn_, ,  und  die  ganze 
Reihenfolge  von  Ro^, ,  welche  man  so  für  wechselnde  Werte  von 
z  erhält,  umhüllt  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eben  jene  Discrimi- 
nantenmannigfaltigkeit,  von  welcher  bereits  soeben  die  Rede  war ; 
kann   man  doch  die  Discriminante  als  Resultante  von  f(z)  ^  o 

und   —Y-^  =  0  berechnen.  —  In  nächster  Beziehung  zu  diesem 
dz 

Rn_i  und  damit  zur  Discriminantenmannigfaltigkeit  steht  nun  die- 
jenige rationale  „Curve",  die   A^w   Gleichungen    (1)   mit  nfacher 

Wurzel  entspricht: 

(z-X)-  =  0, 

d.  h.  diejenige  Curve,  deren  Punkte  sich  mit  Hilfe  eines  [Para- 
meters X  so  darstellen  lassen : 


•)  Ich  werde  weiter  unten  noch  hervorheben,  dass  die  bez.  Dai'stellungGD 
der  T^hrbücher  vielfach  auch  unvollständig  sind.  Aber  der  wesentliche  Maugel 
liegt  wohl  darin,  dass  die  Lehrbücher  durchgängig  an  der  Auffassung  festhalten, 
als  handele  es  sich  bei  den  hier  in  ßetratrht  kommenden  Fragen  um  vwnerische 
Gleichungen,  also  um  Verfahrungsweisen,  welche  keinen  allgemeinen  Charakter 
haben,  sondern  sich  jeweils  nach  dem  besonderen  vorgelegten  Falle  richten. 
Im  Gegensätze  dazu  lässt  die  geometrische  Interpretation  die  ( 'oefficienten  der 
zu  untersuchenden  Gleichungen  notwendig  als  frei  veränderliche  reelle  Grössen 
unsehcn. 


% 
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(2)  A  -==  -  X,  B  =  XS  .  .  .  .  N  =  (—1)"  X». 

Möp^  dieselbe,  entsprechend  der  Ausdrucks  weise  der  neueren 
Geometer,  hier  schlechtweg  als  Nornicurve  benannt  werden*); 
den  einzelnen  durch  (2)  gegebenen  Punkt  der  Curve  werde  ich 
als  den  I'unkt  X  derselben  bezeichnen.  Da  ist  denn  unmittelbar 
ersichtlich,  dass  die  sämtlichen  n  Schnittpunkte,  welche  der  durch 
(1)  gegebene  K„_,  mit  der  Normcurve  gemein  hat,  in  den  einen 
Punkt  X  =  z  comcidiren:  unsere  R„  ,  sind  Schmiegungsräume 
der  Nornicurve  und  eben  dadurch  unter  allen  anderen  (n  -l)fach 
ausgedehnten  linearen  Räumen  unseres  R„  charakterisirt.  Die 
Wurzeln  z,  aber,  welche  die  Gleichung  f(z)  =  o  besitzt,  werden 
auf  der  Normcurve  durch  die  n  Punkte  X  =  z,  vorgestellt  sein, 
nämli(*h  durch  diejenigen  Punkte  der  Normcurve,  in  welchen  die 
von  dem  Raumpunkte  (A,  B,  .  .  .  N)  an  die  Curve  laufenden 
S<'hmiegungs räume  (n  -1)'"  Dimension  dieselbe  berühren.  Insbe- 
sondere werden  von  diesen  Wurzeln  genau  so  viele  reell  sein,  als 
von  unserem  Raumjmnkte  aus  reelle  Schmiegungsräume  an  die 
Curve  gellen, 

Specificiren  wir  diesen  Ansatz  zunächst  für  n  =  2,  so  haben 
wir  in  der  Gleichung  zweiten  Grades 
(S)  z'  +  2Az  +  B  =  o 

die  A,  B  als  Punktcoordinaton  (etwa  geradezu  als  rechtwinkelige 
Punktcoordinaton)  der  Ebene   zu  interpretiren.    Wir   haben  dann 
als  Definition  der  Normcurve 
(4)  A  =  -X.  B  =  X« 

zu  Grunde  zu  legen,  was  eine  Parabel  mit  der  Gleichung 
A* — B  =  0  ergibt,  wie  sie  durch  die 
nebenstehende  Figur  vorsinnlicht  wird; 
man  beachte,  dass  auf  dieser  Parabel 
die  Punkte  mit  positivem  X  linker  Hand, 
die  mit  negativem  X  rechter  Hand  liegen, 
(ileirhung  (3)  wird  2  reelle  oder  2  ima- 
ginäre Wurzeln  haben,  je  nachdem  von 
dem   repräsentirenden  Punkte   (A,  B)   aus  zwei   reelle  oder  zwei 


•)  Vgl.  z.   B.   Franz  Meyer,    Apolarität  und  rationale  Cimen,  Tübingen 
1883. 
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jina'^'iriäre  Tan^renten  an  dit-  I^arabcl  :^'ehfro  Afiz*ro^:-heinIich 
zf;rfallt  füit  H  ickÄicht  hierauf  4i*r  Ebene  lo  zwei  durvb  die  Pa- 
rabel a^HlV'.nuXh  Teile :  ich  ha^j*:  di*r?»eiJ^riJ  in 
der  nebenistebenden  Fi^r  durch  die  Ziffern 
2  öfid  0  unters'hie'len.  Die  durch  die  Pa- 
ra^>el  vorgestellte  Xomicurve  ist  hier  eben 
h^rlbst  die  I>i!!/:riDiinaritenrnanni^faUi«rkeit,  und 
ufir^.'re  Fijnir  aU*»  ^'in  ^M"j»'nbild  dafür,  da»  die  r|uadrati>4'be 
Olei^'biint:  {^ß)  zwei  od^*r  null  n-elle  Wurzeln  hat.  jenachdem  die 
Di^^'rirninant^'  A*  B  p'»>itiv  «Klf-r  ne^tiv  i>t. 
Wir  ;rehen  zur  cubi>4lien  GleiHiuntr 

(5)  z^  +  3  Az-  +  3  Bz  +  C  =  o. 

Die  Kaumcoii>tructi'»iU'n .  wel<*lie  hier  au>zufähn*n  >ind ,  lassen 
>u\\  nicht  mehr  kurz  ilunh  ebene  Fi^iren  erläutern,  und  ich 
muss  den  I>;>^.t  bitt^-n.  falU  ander>  er  die  Anpaben,  die  ich 
f**rnerhin  über  cubin-he  Glei''hunj:en  zu  machen  habe,  völlijr  in 
sirh  aufnehmen  will,  si<*h  selb>t  ^^»ei^Tiete  räumliche  Modelle  zu 
verf'*rtigf'n.  Wir  habf-n  da  erstli^-h  aU  N<>rmcurve  die  Raumcurve 
dritter  Ordnung 

(6)  A  =        X.  B  =  X^  C  =  —  X\ 

dann  als  Di>criminantenmanni^alti^^k«*it  die  zu  dieser  Raumcurve 
;r<;liörige  d«*vi»lo|)pabb»  Flä<'lie.  Dureji  selbige  wird  der  Kaum  in 
2  Or'biet*.»  z*Tlr';rt,  ent>pre<hend  dr-r  Möglichkeit,  da.ss  die  Gleich- 
ung (5)  drei  (uh^v  «»ine  n-elle  Wurzr*!  für  z  ergeben  kann.  Wir 
wiTden  diese  Gebiete  dr»nientsprechend  mit  den  Ziffern  3  und  1 
bezei(hnr*n.  Von  den  Punkten  des  Gebietes  3  aus  laufen  immer 
drei  re(»lle  Oscuiatiensebenr'n  an  die  Curve,  ven  den  Punkten 
des  (iebietes   l  ans  nur  eine. 

Ich  wende  mich  nun  gleich  zu  den  Kriterien  für  die  Ab- 
zahlung der  HM'llen  Wurzeln  einer  gegebenen  Gleichung.  Dabei 
werde  ich  gelegentlich  etwas  ausliehen  müssen,  insofern  diese 
Kriterien  in  der  Mehrzahl  der  lA*hrbücher,  wie  ich  schon  an- 
deutete, nur  unvollständig  mitgeteilt  w(»rden.  Ich  unterscheide 
in  erster  Lini(j  zwischr^n  s(dclien  Kriterien,  welche  die  Gesamtzahl 
der  reellen  Wurzeln  bi'treffen,  und  den  anderen,  die  sich  auf  die 
reellen  Wurzeln  in  einem  gegebenen  Intervalle  beziehen.  Anderer- 
seits trenne  ich  zwischen  (jenaue^i  Kiiterien  und  solchen,   welche 
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nur  eine   Grenze  der  Wurzelanzahl   ^eben  (ajiproximireiide  Kri- 
terien). 

Um  hiernach  mit  den  genauen  Kriterien  zu  bej^innen,  durch 
welche  man  die  (Gesamtzahl  der  reelh^i  Wurzeln  bestimmt,  so 
habe  ich  gleich  hier  V(»n  der  üblichen  Darstellung  der  Lehrbücher 
abzuweichen.  Man  findet  in  den  letzteren  übereinstimmend  das 
Verfahren  von  Sturm  und  einen  melir  oder  minder  ausführlichen 
E.Ycurs  über  diejenigen  Methoden,  welche  sich  an  das  Träghelts- 
princip  der  quadratischen  Formen  schliessen.  Dagegen  fehlt  zu- 
meist jeder  Hinweis  auf  die  bestimmte  Ausgestaltung,  welche 
letztere  Methoden  durch  Hennite  und  Sijlvesler  vermöge  Aufstell- 
ung jener  quadratischen  Form  von  (n — 1)  Veränderlichen  gefunden 
haben,  welche  Sylvester  als  Bezoutiante  bezeichnet*).  Und  doch 
zweifle  ich  nicht,  dass  erst  mit  der  Bezoutiante  der  Kernpunkt 
der  ganzen  Fragestellung  getroffen  ist. 

Sei  wieder  f(z)  =  o  die  vorgelegte  GleiclHing.  Wir  machen 
der  Bequemlichkeit  halber  homogen,  indem  wir  z  durch  ^'/z*  er- 
setzen und  mit  z,,"  herauf multipliciren.  Solcherweise  entstehe 
f{z„  z^)  =  0,  wo  wir  nun  die  linke  Seite  kurzweg  mit  f  bezeichnen 
werden.  Entsprechend  Averde  V  abkürzender  Weise  für  f(z'„  z',) 
geschrieben,  unter  z',,  z',  eine  zweite  Variabel nreiho  verstanden. 
Man  bilde  sich  jetzt  die  „Combinante": 

di       dV  di       di' 

(7)  dz,  '  ~W^       äz^  *  ^z^^ 

(Z|    Z  j  Z2    z  ,). 

Dieselbe  ist  linear  und  homogen  einerseits  in 


andererseits  in 


,,      Vk—'l  y      U  3  y  y      \\—^ 


y/        11—2  y/       U—  3  y/  yi       U— 2 


Die  Bezoutiante 

(8)  ß  (f.,  t,,  .  .  .  t„..,) 

entsteht   nun  einfach  aua  (7),   Indem   man  die  genannten   aujein- 

ander  folgen  den   Verbindungen  der  Zj,  z^  wie  der  z\,  z\  beide  bez. 

durch  die  (n — 1)  Unbestimmten  t^,  t.^,  .   .  .  tu_i  ersetzt.    Und  nun 

*)  Vgl.  Sylvester  in  den  „Philosopliical  Traiisactions*'  vou  1853:  Oa  tlie 
syzygetio  relations  otc.,  Hermite  in  Bd.  52  von  „Crelle's  Joiirnal'',  1856.  Vgl. 
übrigens  auch  Balteer'a  Doterminauteu. 
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handelt  es  sich  nur  noch  dämm,  die  „Trägheit'^  der  so  gewonne- 
nen quadratischen  Form  von  (n — 1)  Veränderlichen  zu  constatiren, 
d.  h.  zuzusehen,  wie  viele  positive  bez.  negative  Vorzeichen  her- 
vortreten, wenn  man  es  unternimmt,  die  Form  B  durch  reelle 
lineare  Substitution  der  ti,  t,,  .  .  .  tn.»  in  ein  Aggregat  blosser 
Quadrate  zu  verwandeln.  Die  Regel  wird  kurzweg  die,  dass 
f  =  0  genau  so  viele  Paare  imaginärer  Wurzeln  hesitet,  ah  hei 
der  genannten  Beduction  von  B  negative  Quadrate  auflreten.  Die 
principielle  Einfachheit  dieser  Aussage  aber  ruht  darin,  dass  B 
nicht  nur  von  den  t,  sondern  auch  von  den  Coefficienten  von  f 
in  quadratischer  Weise  abhängt  (so  dass  also  bei  unserer  geo- 
metrischen Interpretation  B  =  o  eine  von  den  Parametern 
ti,  .  .  .  t„_i  abhängige  Schaar  von  Flächen  zweiten  Grades  gibt). 
Für  die  quadratische  Gleichung  (3)  liefert  die  so  formulirte 
Kegel  natürlich  nichts  Neues.  Gehen  wir  also  gleich  zur  cubischen 
Gleichung  (5).     Hier  wird  die  Bezoutiante: 

(9)  (A*— B)  t,«  +  (AB— C)  t,  t,  -h  (B«— AC)  t,«, 

ist  also  (wie  man  erwarten  konnte),  von  einem  negativen  Zahlen- 
faktor abgesehen,  mit  der  sog.  Ses^Vschen  Form  von  f(z, ,  z,) 
identisch.  Wir  werden  wünschen,  uns  im  geometrischen  Bilde 
darüber  klar  zu  werden,  weshalb  die  „Trägheit"  von  (9)  in  der 
angegebenen  Weise  mit  der  Realität  der  Wurzeln  von  f  =  o 
zusammenhängt,  oder  wenigstens,  weshalb  f  =  o  drei  oder  eine 
reelle  Wurzel  liefert,  jenachdem  die  Gleichung 

(10)  (A*— B)  t,«  -f  (AB— C)  t,  U  +  (B«— AC)  t,«  =  o 
für  ti  :  t,  null  oder  zwei  reelle  Wurzeln  ergibt.  Zu  dem  Zwecke 
fragen  wir  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  Gleichung  (10) 
bei  stehenden  tj,  t,  und  finden,  dass  dieselbe  den  Kegel  zweiten 
Grades  vorteilt,  der  sich  von  dem  Punkte  X  =  Vt«  der  Norm- 
curve  nach  den  anderen  Punkten  der  Normcurve  hin  erstreckt. 
Unsere  cubische  Gleichung  soll  also  3  oder  1  reelle  Wurzel  haben, 
jenachdem  durch  den  Raumpunkt  (A,  B,  C),  0  oder  2  reelle  Pro- 
jectionskegel  dieser  Art  hindurchgehen.  Nun  haben  zwei  Kegel 
(10)  ausser  der  Normcurve  dritter  Ordnung  selbst  immer  noch 
die  Verbindungsgerade  ihrer  Spitzen  gemein.  Sind  die  Kegel 
reell,  so  ist  diese  Gerade  ebenfalls  reell  und  damit  eine  eigentliche 
Secante  der  Normcurve,  im  Gegensatz  zu  den  gleichfalls  reellen 
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aber  iineifi:entlichon  Secantcn,  welche  unsere  Normciirve  je  in 
zwei  conjiiprt  imaginären  Punkten  treffen  (iin<l  die  der  Schnitt 
zweier  conjugirt  imaginärer  Kegel  (10)  sind).  Daher  lässt  sich 
der  an  (fleicliung  (10)  anknüpfende  Satz  dahin  aussprechen: 

dass  die  Gleichunfj  f  =-  o  eine  oder  drei  reelle  Wurzeln  haben 
wird,  jenachdctn  durch  den  Jiaumpunkl  (A,  B,  C)  eine  eigent- 
liche  oder  eine  uneigentliche  Secante  der  Normcurve  dritter 
Ordnung  geht. 
Und  in  dieser  Vmm   ist   der  Satz   den  (leometern    ohne  weiteres 
einleuchtend.      Denn    die    Noimcurve    dritter   Ordnung    projicirt 
sich  vom  Punkte  (A,  K,  C)  aus  im  ersteren  Falle  als  ebene  Curve 
dritter  Ordnung  mit  eigentlichem  Doppolpunkte,  im  zweiten  Falle 
als   solche    mit   isolirtem  Punkte,   und   es   ist  wohlbekannt,   dass 
eine  Curve  der  ersteren  Art  nur  einen,   eine  Curve   der  zweiten 
Art  drei  reelle  Wendepunkte  besitzt. 

Ich  habe  diese  Betra(*htung  über  die  Kegel  zweiten  Grades, 
welche  von  den  T^inkten  der  Normcurve  dritter  Ordnung  aus- 
laufen, um  so  lieber  gegeben,  als  ihre  Besprechung  ohnehin  un- 
erlässlich  ist,  wenn  man  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  von  f  =  o 
durch  die  sogenannte  Netvton'scho  Regel  abschätzen  will.  Ich 
denke  dabei  an  jenes  approximirende  Kriterium,  welches  ur- 
sprünglich in  Newton 's  Arithmetica  universalis  gegeben  worden 
ist,  aber  erst  1865  von  Sylvester  bewiesen  und  zugleich  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  erweitert  wurde*).  In  ihrer  einfachsten 
Oestalt,  die  wir  hier  allein  in  Betracht  ziehen,  lautet  diese  Regel 
dahin : 

dasü  unsere  Gleichung  (1)  mindestefis  so  viele  imaginäre  Wur- 
zeln  besitzt,  als  die  Reilw  der  quadratischeti  Ausdrücke 

(11)  1,  A»— B,  B»— AC, N» 

Zeiciienwechsel  darbietet. 
Im  Falle  der  (ileichnngen  dritten  Grades  (5)  haben  wir  also  sicher 
zwei  imaginäre  Wurzeln,  wenn  vcm  den  beiden  Ausdrücken 

A«— B,     B«-AC 

*)  V^l.  iiiK))i>sondci*o  Tiiiüsa<;ti»)ns  of  tho  K.  Dublin  Acadeiny,  t.  24,  sowie 
rhilosophical  Magazin»»,  4  sur.,  t.  31.  —  Auch  diese  Kegel  fehlt  in  vielen  Ijohr- 
büchom;  Ausführlieheres  darüber  gibt  u.  a.  Petersen  in  soiücr  „Theorie  der  al- 
gebraiächeu  Gloichungen^S 
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auch  nur  einer  negativ  ist.     Hier  bemerke   man   nun,   dass  nach 

Gleichung  (10) 

(12)  A*-B  =  (»,     B«— AC  =  o 

die  Gleichungen    der   beiden  Prnjectionskegel   sind,   die  von  den 

Punkten 

A  =  00,  bez.  A  =  o 
der  Xormcurve  dritter  Ordnung  nach  dieser  Curve  hinlaufen.  Der 
geometrische  Sinn  des  Xewton'schen  Kriteriums  ist  dementsprechend 
der,  dasü  hei  der  Gleichung  drillen  Grades  sicher  zwei  imaginäre 
Wurzeln  vorJianden  siml,  sobald  der  Raumpiinkt  (A,  B,  C)  im 
Innern  auch  nur  eines  der  beiden  genannten  Kegel  liegt.  Die  geo- 
metrische Anschauung  bestätigt  nicht  nur,  sondern  vervollständigt 
diese  Kegel  und  bringt  sie  dadurch  mit  dem  aus  der  Bezoutiante 
abgeleiteten  Kriterium  in  klaren  Zusammenliang.  Wir  wissen  be- 
reits, dass  keiner  der  Kegel  (10)  in  das  Kaumstück  eindringt, 
welches  den  cubischen  Gleichungen  mit  3  reellen  Wurzeln  ent- 
spricht; wir  fügen  jetzt  hinzu,  was  uns  ein  Blick  auf  die  Gestalt 
der  Curve  dritter  Ordnung  lehrt,  dass  dieses  Raumstück  ausser- 
hidb  der  sämtlichen  Kegel  (10)  liegt.  Wir  wissen  anderei^seits, 
dass  das  Kaumstück,  welches  den  cubischen  Gleichungen  mit  nur 
einer  reellen  Wurzel  entspricht  von  den  reellen  Kegeln  (10)  durch- 
weg zwiefach  ausgefüllt  wird,  und  hierin  liegt,  dass  jeder  Punkt 
(A,  B,  C)  im  Innern  dieses  Raumstückes  jedenfalls  auch  im  Innern 
einer  unendlichen  Zahl  von  Kegeln  (10)  liegt.  Wir  werden  also 
folgenden  genauen  Satz  aufstellen:  dass  die  cubische  Gleichung 
dann  und  nur  dann  zwei  imaginäre  Wurzeln  besilzt ,  wenn  die 
liezoutmnte  (10)  für  irgendwelche  reelle  Werte  von  t, ,  t,  negativ 
wird.  Und  von  diesem  Satze  ist  dann  die  Newton'sche  Kegel 
ein  blosses  Corel lar. 

So  viel  über  die  allgemeine  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Abzahlung  der  Wurzeln  in  einem  Inter- 
valle von  X  bis  y  (x  <  y).  Auch  hier  werde  ich  mich  auf  die 
elementarsten  Erläuterungen  beschränken.     Insbesondere   will  ich 

I 

der  Kürze  halber  die  exacten  Abzählungsmethoden  ganz  bei  Seite 
lassen  und  unter  den  approximirenden  Kriterien  nur  diejenigen 
betrachten,  bei  denen  lineare  Functionen  der  Coefficienten  zu 
Grunde    liegen,    also    den    Cartesischen    Satz,    das    Theorem    von 
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BudanFourier  etr.  Auch  mögen  jetzt  vor  allen  Dingen  die  qua- 
dratischen GleichuNfjen  (3)  heningezogen  werdcMi,  ins(»fern  bereits 
bei  ihnen  alles  Wesentliche  hervortritt;  über  die  cubischen  Gleich- 
ungen gebe  ich  nur  noch  eine  kurze  Schlussbenierkung. 

Wir  hatten  bei  den  Gleichungen  zweiten  Grades  als  Norni- 
curve  die  Parabel  der  Figur  1.  Markiren  wir  auf  ihr  die  beiden 
Punkte  X  =^  X  und  X  =  v  (wobei  für  x  <;  v  der  Punkt  x  rechts 
von  y  liegt)  und  unterscheiden  dann  drei 
Gebiete  der  Ebene,  jenachdeni  sich  vom 
einzelnen  Punkte  (A,  ß)  aus  an  das  zwischen 
X  und  y  verlaufende  Parabolstück  2  oder 
1  oder  0  Tangenten  legen  lass(?n,  so  ent- 
steht offenbar  die  nebenstehende  Figur, 
welche  ich  kurzweg  als  die  „richtige'*  Figur 
(x,  y)  bezeichnen  werde:  -  die  (irenzen 
der  dreierlei    bei   ihr  zu  unterscheidenden  ^^^'  ^• 

Gebiete   werden    teils    von    dem    genannten    Parabelstückc   selbst, 
teils  von   den   beiden,   zu   den    Punkten    x 
und  y  gehörigen  Parabeltangenten  gebildet. 

-  I>{issen  wir  hier  v  insbesondere  ins  Un- 
endliche  rücken ,  sc»  entschwindet  für  die 
Anschauung  die  ganze  zu  y  gehörige  Tan- 
gente und  wir  haben  als  zugehörige  (Je- 
bietseinteilung  den  in  Figur  4  vorgestell- 
ten Fall;  wir  benennen  diese  Figur  als  die 
„richtige*'  Figur  (x,  oo). 

Aufgabe  der  zu  discutirenden  linearen  Kriierieti  wird  es  nun 
sein^  diese  richHijcn  Figuren  mit  möglicJister  Annäherung  durch 
solche  zu  ersetzen,  hei  welchen  nur  gerade  Linien  zur  Felder- 
ahgrenzung  gebraucht  werden. 

Von  dieser  Auffassung  ausgehend,  b(»trachten  wir  zunächst 
die  Cartesische  Zeichen re^gel.  Wir  wollen  dieselbe  gleich  in  die 
verallgemeinerte  Form  setzen,  in  der  sie  die  reellen  Wurzeln  von 
f  (z)  =  o  abzuschätzen  gestattet,  die  grösser  als  ein  beliebiges  vor- 
gegebenes X  sind.  Es  handelt  sich  da  um  die  Functionsreihe : 
(13)  f(x),    f'(x),    f"(x) 

und  die  Regel  behauptet,  da^s  f(z)  =  o  höchstens  so  vide   reelle 


FiK.  4. 
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Wurzeln  >  x  Ijesiizt,  als  Zeichemcechsel  in  dieser  Functionsreihe 
vorhanden  sind,  und  dass  die  richtige  Zahl  der  Wurzeln  von  der 
durch  die  Zeichemcechsel  gegebenen  Zahl  immer  nur  um  ein  Mul- 
dpi  um  von  2  verschieden  sein  kann.  Zwe<*ks  Übersetzung:  der 
Kegel  in  die  ge<»metrisrlie  Anscliaiiung  werden  wir  vor  allen 
Dingen  die  drei  geraden  Linien  construiren ,  welche  in  der 
Ebene  (A,  B)  dun.*h  XnllsetziMi  der  drei  Ansdrüeke  f(x),  f'(x), 
f "  (x)  vorgestellt  werden.  Hier  gibt  f "  (x)  =  o  die  unendlich  ferne 
Oerade  und  kommt  also  für  die  Zeichnung  in  Wegfall,  f '  (x)  =  o 
gibt  die  vertieale  l-inie  A  =  —  x ,  d.  h.  den  ilurch  den  Punkt 
X  der  l^arabel  laufenden  Durehmesser  derselben.  Endlich  f  (x)  =  o, 
wie  wir  von  früher  wissen,  die  zum  Punkte  x  gehörige  ParaF)el- 
tangente.  Ein  jedes  der  von  den  genannten  Oeraden  umgrenzten 
Gebiete  der  Ebene  bietet  bestimmte  Vorzeichen  von  f(x),  f'(x;, 
f "  (x;  dar.  Nun  kommt  es  uns  aber  nicht  auf  diese  Vorzeichen, 
sondern  nur  auf  die  Zahl  der  Zeichennechsel  an,  welche  die  Reihe 
f(x),  f'(x),  f"(x)  darbietet.  Wir  markii-en  dieselbe  für  die  ver- 
schiedenen Teile  der  Ebene  und  erhalten  so  schliesslich  die  fol- 
gende Figur,  welche  ich  die  Cariesische  Figur  (x,  oo)  nennen  darf: 


FV-  5. 

Wir  verstehen  die  ('artesische  Kegel  in  geometrischer  Form, 
indem  wir  diese»  neue  Figur  mit  Fig.  4  (der  „richtigen"  Figur 
|x,  00 1)  verglfMchen.  Und  dabei  bestätigen  wir  nicht  nur  die 
Cartesische  Kegel,  son<lern  erkennen  auch  ihre  Vorzüglichkeit. 
In  der  That  sieht  man,  dass  man  die  „richtige^^  Figur  vermöge 
einer  geradlinigen  Feldtreinteilung,  an  der  (unier  Einrechnung  der 
unendlich  fernen  Geraden)  drei  gerade  Linien  participirvn,  in  der 
durch  den  CarlesiscJien  Satz  vorgesehenen  Weise  unmöglich  hesser 
approximirefi  kann,  als  dies  durch  die  Cartesische  Figur  geschieJU» 


/ 
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Wir  erläutern  ferner,  in  gleichem  Sinne,  den  Budan-Fourier'- 
schen  Satz.  Es  handelt  sich  bei  demselben  allgemein  um  die 
Zahl  der  reellen  Wurzeln  von  f(z)  =  o,  welche  zwischen  zwei 
beliebig  vorgegebenen  Grenzen,  x  und  y  (x  <;  y)  liegen.  Man 
bildet  die  beiden  Functionsreihen : 

f(x),    f'(x),    f"(x)    und 

(y),  f'(y),  ^"(y), 

bestimmt  zuerst  die  Zahl  V(x)  der  Zeichenwechsel,  welche  die 
erstere  Reihe  darbietet,  ferner  die  Zahl  V(y)  der  Zeichenwechsel 
der  zweiten  Reihe ,  und  hat  dann  in  V  (x)  — V  (y)  eine  Zahl, 
welche  von  der  Zahl  der  zwischen  x  und  y  gelegenen  reellen 
Wurzeln  von  f  (z)  =•  o  höclistens  um  ein  positives  Vielfaches  von 
2  abweicht.  Wieder  übersetzen  wir  diese  Regel  in  eine  geo- 
metrische Figur.  Indem  wir  ganz  ähnlich  verfahren,  wie  vorhia, 
ergibt  sich  die  folgende  Feldereinteihmg: 


(")        I ; 


Fig.  6. 

Ein  Vergleich  mit  Fig.  3  bestätigt  darauf  die  Richtigkeit  des 
Budan-Fourier- sehen  Satzes:  überall  da,  wo  Fig.  3  und  Fig.  6 
den  Punkten  der  Ebene  verschiedene  Zahlen  beilegen,  ist  die 
Zahl  der  Fig.  6  um  ein  positives  Vielfaches  von  2  grösser.  Aber 
wir  fragen  angesichts  unserer  Figui-en  nicht  nur  nach  der  Richtig- 
keit, sondern  auch  nach  der  Zweckmässigkeit  des  Budan-Fourier'- 
schen  Satzes.  Und  da  kommen  wir  zu  einem  Resultate,  weh^hes 
bei  einem  so  elementaren  (iregenstan<le  überraschen  muss  und 
eben  darum  geeignet  sein  dürfte,  die  geometrische  Betrachtungs- 
weise, für  die  wir  hier  eintreten,  nicht  nur  als  eine  heiläufige 
Erläuterung,  sondern  als  eine  notwendige  Ergänzung  der  gewöhn- 
lich gegebenen  Entwickelungen  erscheinen  zu  lassen :  Figur  (6)  mit 
ihreuy  vier  verschiedenen  geraden  Linien  angehangen  Begrenzungs- 
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fiwthM  iß^  nU  Anniikemng  an  Fü^r  Z  k^iwst^^ip  ^j^iitrnulen  si 
wuf^at^  g^f9€^iUlL    m^tn  knvtn  d^  f^nr    Vßj  mit  ^'»fker  mur  awt  drei 
g^iyl^m    Unien  g^ßibhi*fn    Fifptr  r'ui   tulker  k^mitä^etk,     Mac    ha: 

rftüft  ^^i  \*^7Xf:T*:r  *ViH  rjfK-ndlich  f*rrn^  Oeradr:  mitzi/ilr»  ttxiI  .  «1-  h- 
dj^;  näkf^n^(fMßiU*\r  V'i^r,  'h*:\f:\th  n^^^ü  drn  Tän^eiitrrn  der  J:-eideD 
Fara^^lpunkt^  x,  y  da«  ir^ra/llini^^f  Verbindiinirastück  xy  enthält: 


Will  man  das  analytische  Kriterium  aufstellen.  weh?hes  dieser 
Y\y;\ir  entHpricht,  s/;  ist  es  bequem,  wieder  homogen  zu  machen, 
aino  statt  ii'A)  die  binäre  Fonii  f  Z;.  z,)  und  j^tiitt  x  und  y  die 
Variabeinpaare  x,,  x,  und  y,,  y,  einzuführen.  Ich  setze  au>s«T- 
dem  «ymboli.srrh  f(z, ,  z,)  =•  a/.  7:?ei  Figur  '7-  hawMt  e.<  WrA 
///i^m  <nnfach  um  die  Zeichenirech^el  der  Functiotisreihe: 
(15)  a,*,    a.a,,    a/. 

Kh  iht  kaum  nötig,  dass  ich  beim  B<?\vtMs<*  dieser  ik*hauptung  oder 
d'T  damit  aufgf?«tellten  Kegel  für  die?  Abzahlung  der  Wurzeln  im 
Intervall  x  v  verweile.  Ks  handelt  sich  einfach  darum,  iu  die 
Oleichung  f  fzi,  z^)  =  o  für  Zi  Xi  •{-  Xyi,  für  /.j  x_»  -i-  avo  zu 
Hubntituiren  und  nun  für  die  so  entstehende  Gleichung  in  a  ilie 
Zahl  der  positiven  Wurzeln  dunrh  djis  Cartesischc  Theorem  fest- 
zulegen, rf»Kp.  zu  umgrenzen.  Djus  ist  so  einfach,  dass  e»s  Wunder 
nehmen  rnüsste,  weim  dieser  Ansatz  nicht  schon  in  früherer  Zfit 
bemerkt  Hein  sollte.  Und  in  der  That  findet  sich  derselbe  bei- 
Hpi<}|Hwei8e  bei  Jacohi  in  Crelle's  Journal  Bd.  13,  1835  (Observa- 
tiuneula«^  ad  thooriam  aecjuationum  pertinentes).  Nur  fügt  Jacobi 
merkwürdigerweise  hinzu:  regula  a  clarissimo  Kourier  proposita 
multis  nominibuH  praestat. 
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Es  erübrigt  nur  noch,  dass  ich  angebe,  wie  man  bei  der 
Nornicurve  dritten  (rrades  diejenige  räumliche  Figur  construirt, 
welche  man  als  Verallgemeinerung  der  ebenen  Figur  (7)  zu  be- 
trachten hat.  Bezeichnet  num  die  gegebene  cubische  Gleichung 
symbolis(*h  mit  a,^  =  o,  so  handelt  es  sich  zumal  um  die  geo- 
metrische Definition  der  Ebenen 
(16)  a,»  =  o,     a,«a,  =  o, 


a,  a/  =  0, 


a. 


=  0. 


Diese  ist  natürlich  äusserst  einfach.  Die  drei  Schnittpunkte, 
welche  die  einzelne  dieser  Ebenen  mit  der  Normeurve  gemein 
hat,  fallen  alle  nach  x  oder  y ;  die  folgende  Tabelle  gibt  die  Mul- 
tiplicitäten,  mit  der  x  und  y  als  Schnittpunkte  zählen,  genauer  an: 


4 

X 

y 

a,» 

3 
2 

0 

a.«a. 

1 

2 

a.  a," 

1 

a/ 

0 

3 

In  dieser  Tabelle  tritt  das  einfache  Gesetz,  welches  für  n  =  2 
in  Fig.  7  befolgt  ist,  in  einer  für  alle  n  erkennbaren  Form  her- 
vor. —  Wir  sollten  jetzt  ferner  eine  genaue  Beschreibung  der  ver- 
schiedenen Stücke  geben,  in  welche  der  Raum  entsprechend  der 
Zahl  der  bei  den  Functionen  (16)  auftretenden  Zeichen  Wechsel 
durch  unsere  Ebenen  zerlegt  wird.  Daran  würde  sich  dann  der 
Vergleich  mit  denjenigen  Raumeinteilungen  schliessen,  die  als 
Analoga  der  ebenen  Figuren  (3),  (4),  (5),  (6)  anzusehen  sind. 
Hier  ist  offenbar  ohne  geeignete  Modelle  nicht  durchzukommen. 
Es  wird  sehr  dankenswert  sein,  wenn  jeman<l  die  Herstellung 
solcher  Modelle  in  die  Hand  nehmen  wollte. 


Göttingen,  den  9.  Juni  1892. 


über  äquidistante  Curvensysteme  auf  krummen  Flächen. 

Von  A.  Voss  in  Würzburg. 

In  der  Arbeit  „Über  ein  heues  Pnneip  der  Abbildung 
krummer  Flächen",  Math.  Ann.  Bd.  19,  S.  1,  1881,  hatte  ich, 
wie  ich  glaubte,  zuerst  auf  diejenigen  Curvensysteme  hingewiesen, 
für  die  das  Längenelement  auf  einer  Fläche  die  Form 

1)  ds«  =  du«  +  dv«  -f  2fdudv 

annimmt.  Dieselben  lassen  sich  praktisch  dadurch  sehr  leicht 
herstellen,  dass  man  ein  aus  parallelogrammatischen  Maschen  be- 
stehendes Netz  von  an  den  Kreuzungsstellen  unter  sich  ver- 
knüpften unausdehns^imen  und  vollkommen  biegsamen  Fäden  auf 
der  Fläche  ausbreitet.  Inzwischen  habe  ich  aus  einer  Bemerkung 
des  Herrn  Darhoux  im  dritten  noch  nicht  vollendeten  Buche 
seiner  Th^'^irie  g6n6rale  des  surfaces  entnommen,  dass  Herr  Tche- 
hycheff*)  bereits  im  Jahre  1878  auf  diese  äquidistanten  Curven- 
systeme, wie  ich  sie  nenne,  aufmerksam  gemacht  hat.  Herr  Dar- 
houx giebt  auch  die  Form  der  |)artiellen  Differentialgleichung,**) 
von  der  (»in  solches  „habillement*'  der  Fläche  abhängt,  in  der  all- 
gemeinsten Gestalt,  ohne  indess  etwas  weiteres  hinzuzufügen.  Bei 
dei*  Schwierigkeit,  die  es  hat,  den  so  leicht  praktisch  zu  reali- 
sireuden  Process  der  Flächenbekleidung  analytisch  zu  verfolgen, 
werden  vielleicht  einige  Angaben    hierüber    nicht    ungeeignet  er- 

*)  TcMhycheff^  Sur  la  noupo  dcH  votements,  Arsoc.  fmnv.  pour  lavau- 
ccmeiit  d«8  Sc.  CV)ngrt\s  (io  PariH,  p.  154,  1878.  Diesp  Arbeit  ist  mir  bisher 
nicht  zugänglich  gewesen. 

••)  Darhoux,  Theorie  genorale,  Tom.  UJ,  S.  133  und  206. 
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scheinen,    welche    die  in   meiner  früheren  Arbeit  gegebenen  Re- 
sultate teils  recapituliren,  teils  erweitem.*) 

§  I.  Allgemeine  Eigenschaflen  äquidistanter  Curvensysteme. 

I.  Bringt  man  das  Längenelemeut  l)  auf  die  Form 
ds«  =  (du  +  dv)«-^^— t-^^  +  (du  —  dv)«^^   "7-^-^ 
oder,  wenn  f  =  cos  z,  u  -{-  v  =  u',  u  —  v  =  v'  gesetzt    wird 


2) 


ds*  =  cos*  -^  du'*  -|-  sin*  —  dv'*, 


so  erkennt  man  sofort**):  Die  Diagonalcwrven  eines  äquidistan- 
ten  Systems  bilden  ein  Orthogonalsysteni,  in  Bezug  auf  welclies 
das  Längenelement  von  der  Form  2)  ist.  Umgekehrt  ist  jedes 
Orthogonalsystem,  für  das 

ds*  =  e  du*  4"  g  <lv*,     e  -|-  g  =  1 

ist,  Diagonalsysteni  eines  äquidistanten  Systemes. 

II.  Aus  dem  Ausdrucke  für  das  Krümmungsmass : 

K  = ?" 


smz 


ergiebt  sich  für  die  Curvatura  integra  eines  von  zwei  Paaren  der 
Curven  u,  v  gebildeten  Vierseitos,  dessen  innere  Winkel  A,  B, 
C,  D  sind: 

r  =  JK  sinz  du  dv  =  2x  —  (A  -|-  B  -f  C  +  D); 

das  heisst:  Die  Curvatura  integra  ist  gleich  dem  negativ  genom- 
menen Excess  der  Winkel  des  Vierseils*'^*) 

III.  Zu  einer  beliebigen  Schar  von  Curven  gehört  im  Allge- 
meinen entweder  gar  keine  zweite^  die  mit  ihr  ein  äquidislantes 
System  bildet,  oder  nur  eine  einzige.     Nur  auf  den  Developpabeln 


*)  Bereits   in   meiner  früheren  Arbeit  enthalt*»ne  Sätze  werde  icli  unter 
A  mit  Hinznfügung  der  Seitenzahl  citiren, 
♦♦)  A.  S.  3. 
•••)  A.  S.  3. 
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kann  eine  Curvenscbar  mit  mehreren  Curvenscliaren  äquidistante 
Systeme  liefern,  und  dies  auch  nur  dann,  wenn  die  getjehene 
Schar  aus  geodätischen  Litiien  hestehl,  die  hei  der  Abtmckelung 
in  ein  System  von  parallelen  Geraden  ühergehen.  Auch  kann  nur 
bei  Developpabeln  die  eine  Schar  der  Curven  eines  äquidistanten 
Systems  von  geodätischen  Linien  gebildet  werden. 

[V.  Ein  äquidistantes  Netz,  das  z.  B.  die  Gestalt  eines  Recht- 
eckes mit  den  Seiten  AB,  AC  hat,  kann  im  Allgemeinen  auf  einer 
Fläche  so  ausgebreitet  werden,  da^s  die  beiden  Seiten  AB,  AC  mit 
zwei  beliebig  auf  der  Fläche  von  einem  Punkte  A'  aus  gezogenen 
Curven  k'W,  A'C'  zusammenfallen.  Der  Bereich  aber,  in  welchem 
eine  solche  Ausbreitung  möglich  ist,  findet  dabei  im  Allgemeinen 
bald  eine  Grenze,  da  der  Coordinatenwinkel  z  von  o  und  n  ver- 
schieden bleiben  muss.  Trägt  man  nämlich  von  den  Punkten 
einer  Curve  C  auf  der  Fläche  gleich  lange  unendlich  kleine 
Strecken  6s  in  der  Tangeutenebene  auf,  deren  Richtung  den 
Winkel  y  mit  der  von  C  bildet,  und  denkt  man  sich  das  Bogen- 
element  in  der  Form 

e*  du*  +  g*  dv^ 

gegeben,  aber  so,  dass  e  ==  1  für  die  gewiihlto  Curve  v  r=:  v„  ist, 
so  ergiebt  sich 


falls  die  Endpunkte  der  Strecken  Ss  eine  ('urve  C*  bilden  sollen, 
die  eine  auf  C  unmittelbar  folgen<lo  eines   äquidistimten  Systems 

liefert.    Ist  daher  (  ^     i     von   constantem  Vorzeichen,  so  wird  cp 

\  3v  /  V.  ^ 

im  allgemeinen    sehr   bald    die  zulässigen  Grenzen  übeisc breiten  ; 

vorausgesetzt  ist  <laboi  natürlich,  dass  g  nicht  vei^schwindet. 

(^e  \ 
r—  j     =  o  und  f 

constnnt.  Eine  geodätische  Linie  än<lert  also  ihre  Länge  nur  um 
eine  Gn'isse  zweiter  Ordnung,  wenn  ihre  Punkte  unter  constantem 
Winkel  mit  ihrer  Tangente  um  eine  infinitesimale  Strecke  8s  auf 
der  Fläche  verschoben  werden.     Zieht    man   jetzt  auf  der  Fläche 
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zwei  geodätische  Linien  AB,  AC,  die  sich  unter  dem  Winkel  a 
schneiden,  und  bezeichnet  man  den  vierten  Winkel  eines  Vierseits 
äquidistanter  Linien,  von  dem  zwei  anstossende  Seiten  aus  AB, 
AC  gebildet  sind,  durch  ß,  so  ist  der  Winkelexcess  gleich  ß  —  a. 
Bei  constanter  positiver  Krümmung  +   1  ^^^  5^-  ß- 

a  —  ß  =  F 

wenn  F  den  Inhalt  des  Vierseits  bedeutet,  d.  h.  ß  nähert  sich 
mit  wachsendem  F  der  Null  \  bei  constanter  negativer  Krümmung 
—  l  ist  dagegen 

ß  —  a  =  F 

d.  h.  ß  wächst  beständig.  Beides  lässt  sich  sehr  leicht  an  einer 
Kugel  oder  Pseudosphäre  zur  Anschauung  bringen. 

V.  Die  geodätisclien  Krümmungen  der  Coordinatenlinien  u,  v. 
Bezeichnet  man  die  geodätischen  Krümmungsradion  der  Curven 
V  =  const  (u  =  const)  durch  7,  (7,)  so  ist 

_    l    _  ^ 1^      _     dz 

7  3u  '  7,  5v 

Man  hat  also  für  die  Curs^atura  integra  die  Formel 

f' =J -a^- ''^ '»^  =  J(t  -  y  "" 

Das  liefert  den  Satz: 

Der  Excess  der  Winkelsumme  eines  von  zwei  Paaren  äqui^ 
distanier  Curven  gebildeten  Vierseits  ist  gleich  der  Differenz  der 
geodätischen  Krümmungen  jedes  Paares  der  gegenüberliegenden 
Seiten,  

VL  Die  partielle  Differentialgleichung  äquidistanter  Systeme*) 
Legt  man  ein  isometrisches  Orthogonalsystem  zu  Grunde,  so  dass 

ds«  =  X  (du«  4-  <lv«) 

ist,  so  muss  nach  I 

X  (du^  -f  dv«)  =  e<lu'«  +  gdv'^-      e  -f  g  =   1 

•)  A.  S.  IG. 
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werden.     Daraus  ergiebt  sich,  wenn 


v-   = 


m' + m-  ^ 


gesetzt  wird 

av'  au' 


=  v- 


3) 


au        ^    av 
dy  du* 


=  —  (t 


av  ^    au 

sodass  die  partielle  Differentialgleichung  für  u'  wird 

—  ^  [u'uu  +  u'„]  -f  u',«  u^„  +  2u'„  u\  u'„v  +  u'«^  u\, 

§  II.  Bestimmang  äqaidistanter  Systeme  auf  einzelnen  Flächen- 
gattungen. 

1.  Bei  jeder  Biegung  einer  Fläche  geht  ein  äquidistantes 
System  wieder  in  ein  solches  über;  die  partielle  Differential- 
gleichung 4)  hängt  daher  auch  nur  von  X  ab.  Sie  kann  auf  den 
Developpaheln  leicht  allgemein  integrirt  werden.  Denn  hier  geht 
durch  Abwickelung  auf  die  Ebene  das  Netz  über  in  ein  solches  mit 
parallel ogrammatischeu  Maschen,  und  ein  solches  entsteht  immer 
durch  Translation  einer  beliebigen  Curve.*) 

2.  Bei  den  auf  eine  Rotationsfläche  abwickelbaren  Flächen 
ist  X  eine  Function  von  u  allein.  Versucht  man  nun  die  Gleichung 
4)  durch  die  Annahme 

u'  =  U  4-  V 
wo  U  (V)  Function  von  u  (v)  allein  ist,  zu  lösen,  so  folgt 

V"  +  pV  +   q  =  0 
wo  p  und  q  nur   von  u   abhängen, 

•)  A.  S.  18. 
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Hieraus  ereiebt  sich,  wenn  -:—-,  ^r^-  nicht  verschwinden, 

Y'  =  const. 
Setzt  man  demgeraäss  u'  =  U  +  av,  so  folgt 


"  = '  JVx^'" 


oder  wenn  man  das  Ijäugenelement  der  Fläche  in  der  gewöhn- 
lichen Form 

ds*  =  (1   +  f*)du*  +  u*dv« 
voraussetzt, 

Den  willkürlichen  Constanten  a  und  k  entsprechend,  erhält 
man  so  zweifach  unendlich  viele  Systeme  äquidistanter  Curven, 
wenn  man 

u'  +  v'  ==  u"  =  const 
u'  —  v'  =  v"  =  const 

setzt.  Da  aus  jeder  äquidistanten  Teilung  der  Kugel  durch  Qua- 
dratur eine  Fläche  negativer  constanter  Krümmung  hergeleitet 
werden  kann,  so  liefern  die  Gleichungen  5)  zugleich  eine  von 
zwei  Constanten  abhängige  Schar  von  Flächen  constanter  nega- 
tiver Krümmung. 

Auf  gewissen  Flächen,  bei  denen-——,  -^-i- zum  Verschwinden 

gebracht  werden  können,  lässt  sich  noch  ein  singuläres  Netz 
äquidistanter  Curven  angeben,  in  welches  eine  Constante  nicht 
eingeht. 

3.  Ist  das  Längenelement  von  der  Form 

du-  +  dV^ 


ü  -f  V 

so  setze  man 
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Jdu 

Jdv 

WO  c  eine  willkürliche  Constante. 

4.  Bei  den  Translationsflächen  endlich  liefern  die  Translations- 
ciirven  ein  äquidist^ntes  System.*)  Zur  Darstellung  an  Modellen 
eignen  sich  besonders  solche  Flächen,  welche  wie  z.  B.  das  Para- 
boloid 

X  =  au,     y  =  bv,     z  =  cu*  +  dv* 

oder  auch  die  Schraubenfläche 

z  =  au,     X  =  bp  cos  u,     y  =  cp  sin  u, 

deren  Gleichungen  durch  die  Substitution 

p  =  kv  cos  u,     u  +  V  =  U,     u  —  V  =  V 

die  Form 

2  z  =  a  (U  4-  V) 

2  X  =  bk  (cos  U  -4-  cos  V) 

2  y  =  ck  (sin  U   H-  sin  V) 

annehmen,  unendlich  viele  reelle  Systeme  von  Translationscurven 
enthalten. 

§  III.    Processe,  durch  welche  aus  einer  äquidistant  geteilten 
Fläche  andere  ebenso  geteilte  Flächen  hergeleitet  werden. 

Von  dem  schon  erwähnten  Process  der  Biegung  abgesehen, 
scheinen  nur  wenige  verhältnismässig  einfach  zu  realisirende 
Methoden  angebbar  zu  sein,  durch  die  aus  einer  Fläche  andere 
abgeleitet  werden  können,  auf  denen  wieder  ein  System  von 
Äquidistanten  bekannt  ist. 

Auf  den  Flächen  negativer  cofistanter  Krümmung  und  nur 
auf    diesen    bilden    die    Haupttangentencurven    ein    äquidistantes 

•)  A.  S.  14. 
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System.*)  Trägt  man  ferner  auf  der  Normale  einer  solchen  Fläche 
eine  constante  Strecke  auf,  so  erzeugen  die  Endpunkte  eine 
Parallelfläche  der  Fläche  negativer  constanter  Krümmung,  welche 
durch  die  den  Haupttangentencurven  entsprechenden  Curven 
wieder  äquidistant  geteilt  ist. 

Wichtiger  scheint  indessen  die  ebenfalls  leicht  zu  beweisende 
Bemerkung,  dass  wenn  man  —  unter  u  und  v  die  Argumente 
der  Haupttangentencurven  verstanden  —  auf  der  Normale  die 
variable  Strecke 

X  =  —  sin  c  (u  -f  v) 

c  ~" 

aufträgt,  uneder  zwei  einfa^ih  unendliche  Scharen  äquidistant  ge- 
teilter Flächen  entstehen.  Unter  — c^  ist  dabei  das  Krümmungs- 
mass,  unter  k  eine  willkürliche  Constante  zu  verstehen. 

Eine  allgemeine  Untersuchung  zeigt,  dass  aus  einem  äqui- 
distanten  System  durch  Auftragung  einer  Strecke  auf  der  Nor- 
male nur  dann  eine  durch  die  Endpunkte  dieser  Normalen 
äquidistant  geteilte  Fläche  hervorgehen  kann,  wenn  die  Original- 
fläche entweder  eine  Fläche  negativer  constanter  Krümmung,  oder 
eine  Rotationsfläche,  oder  eine  Cylinderfläche,  oder  endlich  eine 
Ebene  ist.  In  dem  ganz  speciellen  letzteren  Falle  ergeben  sich 
die  schon  in  III  besprochenen  Translationsflächen.  Durch  diesen 
Satz  gewinnt  die  oben  gegebene  Construction  eine  allgemeinere 
Bedeutung;  sie  ist,  abgesehen  von  den  genannten  trivialen  Ifällen. 
nur   bei    den  Flächen    constanter    negativer  Krümmung  möglich. 

§  IV.  Flächen,  welche  die  Diagonaicurven  eines  äquidistanten 

Systems  zu  KrQmmungslinien  haben. 

Vermöge  der  leicht  zu  erweisenden  Identitäten 

auV     Kh     )~^\~~Vr     /"^"     2Vr 

J-  (^hJT'  ^\  l  ^^^  ~~  ^^^  \    I  J^^JZ  ^"g" 


*)  A.  iS.  7.  Dtjreelbe  Satz  findet  sich  auch  S(;hou  iu  clor  Aaboit  von  Hrn. 
Hazzidakis,  Journ.  v.  Borchardt,  Bd.  88,  S.  68,  1878;  die  Priorität  gebührt  in- 
dessen Hrn.  Dini  ^Teorica  delle  sui)orlioie,  Ann.  di  Matematica  Ser.  11  Tom.  4.) 
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in  denen  e,  f,  g;  E,  F,  G  die  Fundamen talgrössen,  H  =  eg  —  f  *, 
und  X  (y,  z);  p  (q,  r)  die  Coordinaten  sowie  die  Richtungscosinus 
der  Normale  bedeuten,  folgt  für 

e  =  g=l,   E  =  G 
die  Gleichung 

9  /  X,  —  x,f\       a  /  (x,  —  x„f)  \ 
au  V  ri  ~fv  ~  äv  \  Kl"3r~f 2-  ) 

Man  kann  daher 

Xu     --      Xv    f      _ 

\  —  \  f 

setzen,  wo  X,  Y,  Z  die  Coordinaten  eines  Punktes  einer  neuen 
Fläche  bedeuten,  welche  durch  Quadratur  aus  der  ersten  abgeleitet 
wird,  und  deren  Normale  in  dem  Punkte  X,  Y,  Z  mit  der  Nor- 
malen in  X,  y,  z  parallel  läuft. 

Die  Voraussetzung  E  =  G  bedingt,  dass  die  Diagonalcurven 
des  äquidistanten  Netzes  die  KrümmungsUnien  sind.  Auf  sie  be- 
zogen, nimmt  nach  §  I  das  Längenelement  die  Form 

6)  ds*  =  cos*z  du*  '\-  sin*z  dv* 

an^  während  es  in  Bezug  auf  die  Äquidistanten 

ds'-*  =  du'«  +  dv'3  +  2  cos  2  z  du'dv' 

ist.  Aus  jeder  dieser  Flächen  lässt  sich  durch  (Quadratur  eitie 
Fläche  vmi  entgegengesetzt  gleidiem  Krümmungsmiiss,  welche  auf 
die  erste  äquivalent  abgebildet  int,  herleiten,  welche  wieder  auf 
ihre  Krümmungslinien  bezogen  das  Längenelement 

ds'^  =  du^  sin*  z  +  dv*  cos*  z 

besitzt,  indem  man 

^    _         sin  z  cos  z 

COS  z  sm  z 

setzt.     Nimmt  man  allgemeiner 
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COS  (z  —  a)     .  .  sin  (z  —  a) 

'•n    ""~~   ^u  )     ^»  I       '^v  • 

COS  z  sin  z 

wo  OL  eine  willkürliche  Constante  ist,  so  wird  das  Längenelement 
der  auf  ihre  Krümniungslinien  bezogenen  Fläche  S,  if),  C 

ds"*  =  cos*  (z  —  a)  du*  +  sin*  (z  —  a)  dv* 
oder  auch 

ds"*  ==  du'*  -j-  dv'*  -}-  2  cos  2  (z  —  a)  du'  dv'. 

Aus  jeder  dieser  Flächen  kann  dnher  eifie  einfach  unendliclie 
Schar  von  Flächen  hergeleitet  werden,  deren  Krümmungsliniefi 
Diaganalcurveti  eines  äquidistanten  Netzes  sind.  Dabei  wird  der 
Winkel  2  z,  unter  dem  sich  die  Curven  des  Netzes  schneiden,  den 
Wert  2(z  —  a)  annehmen  j  zugleich  bleiben  die  geodätischen 
Krümmungen  der  äquidistanten  Curven  ungeändert. 

Üio  Existenz  einer  od*  Schar  wird  durch  den  Umstand  be- 
dingt^  dass  die  Bedingungen,  denen  z  genügen  muss,  nur  die 
Differentialquotienton  von  z,  nicht  aber  z  selbst  enthalten. 

Die  Flächen  constanter  negativer  Krümmung  haben  in  Bezug 
auf  ihre  Krümmungslinien  das  Längenelement  G).  Durch  die 
Transformation  erhält  man  indess  nur  Flächen,  welche  von  den 
in  §  III  betrachteten  Parallelflächen  nicht  wesentlich  verschieden 
sind.  Dabei  mag  noch  erwähnt  werden:  Eine  Fläche,  welche  ein 
System  von  Äquidistanten  enthält,  längs  denen  die  Normalkrüm- 
niungen  der  Fläche  durchweg  ein  und  denselben  constanten  Wert 
haben,  kann  als  Parallelfläche  einer  Fläche  negativer  constanter 
Krümmung  angesehen  werden. 

§  V.    Flächen,  deren  Krümmungslinien  in  mehrfacher  Weise  die 
Diagonaicurven  äquidistanten  Netze  bilden. 

Eine  Fläche,  welche  in  ztveifaclter  Weise  zu  Diagonaicurven 
eines  äquidistanten  Systems  die  Krümmungslinien  hat,  besitzt  in 
Bezug  auf  die  letzteren  das  Längenelement 

,  „         du*  4-  dv* 
ns^  =    - 
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und  gestattet  demgemäss  eine  oo  ^  Schar  solcher  äquidiatmUer 
Systeme.  An  Stelle  derselben  kann  man  auch  die  Flächen  be- 
trachten, welche,  wie  z.  B.  die  Flächen  zweiten  Grades  das 
Liouville'^ahQ  Bogenelement 

ds«  =  (U  -f  V)  (du«  -f  dv«) 

besitzen.  Auf,  die  weiteren  hierher  gehörigen  Untersuchungen, 
die  eine  grosse  Anzahl  merkwürdiger  Beziehungen  vermöge  des 
in  §  IV  betrachteten  Processes  liefern,  kann  indess  an  diesem 
Orte  nicht  eingegangen  werden,  da  es  in  bequemer  Weise  kaum 
ausführbar  scheint^  sie  durch  Modelle  der  Anschauung  näher  zu 
bringen. 

Würz  bürg,  den  15.  Juli  1892. 


über  die  Auflösung  höherer  Singularitäten  einer 
algebraischen  Curve  in  elementare. 

Von  A.  Brill  in  Tübingen. 

Dass  durch  Zeichnungen  und  Modelle  der  Geometrie  Ge- 
danken von  weittragender  Bedeutung  erwachsen  sind,  die  dem 
bloss  rechnenden  Mathematiker  so  gut  wie  dem  abstracten  Syn- 
thetiker  verborgen  geblieben  wären,  wird  niemand  bestreiten,  der 
Newtotis  enuraeratio  linearum  curvarum  tertii  ordinis  oder  Cramer's 
Analyse  des  lignes  courbes  oder  Plücker^s  grundlegende  geometrische 
Werke  eingesehen  hat.  Aber  nachdem  es  der  projectiven  Geo- 
metrie gelungen  war,  die  Theorie  der  Kegelschnitte  von  der 
Vorstellung  des  einzelnen  Falles  loszulösen,  galt  es  eine  Zeitlang 
für  überflüssig  und  nicht  schicklich,  ein  geometrisches  Werk  mit 
Figuren  auszustatten.  Man  konnte  sie  leicht  entbehren,  denn  das 
Interesse  jener  Zeit  beschränkte  sich  auf  solche  Eigenschaften  der 
geometrischen  Gebilde,  die  von  ihrer  reellen  Existenz  unabhängig 
waren.  Zu  neuem  Ansehen  verhalfen  der  sinnlichen  Darstellung 
erst  wieder  die  Entdeckungen  von  Zeutheth  und  Klein  über  die 
Realitätsverhältnisse  der  algebraischen  Curven,  die  an  die  Figur 
direct  anknüpften.  Noch  heute  bieten  die  Tafeln,  die  den  oben 
genannten  Werken  angehängt  sind,  und  denen  sich  die  zu  Zeuthen's 
„Systemer  af  plane  Kurver'  (Abh.  d.  Akad.  zu  Kopenhagen,  Bd. 
10,  1873)  anreihen,  eine  BHille  von  Anschauung,  die  jeden  mit 
Vorstellungskraft  Ausgestatteten  aufs  lebhafteste  anmuten.  TiOhr- 
reich  ist  besonders  die  Darstellung  ganzer  Systeme  von  Curven 
mit  veränderlichen  Parametern,  zumal  für  das  Verständnis  von 
Curven  mit  besonderen  Vorkommnissen,  welche  zwischen  andern 
einfachen  eingeschaltet  auftreten.  Es  hat  einen  Reiz,  zu  verfolgen, 
wie  mit  der  Veränderung  der  Constanten  der  Zusammenhang  der 
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Zweige  sich  ändert,  wie  Ovale  durchs  Unendliche  sich  dehnend  auf 
der  gegenüberliegenden  Seite  der  Zoichenebene  wieder  zum  Vor- 
schein kommen,  wie  Curvenästc  durch  Bildung  neuer  Doppel- 
punkte sich  mit  anderen  vereinigen  oder  abschnüren,  oder  wie 
einfach  singulare  Punkte  mit  andern  zu  höhorn  zusammenwachsen. 

Solche  Beobachtungen  an  der  Zeichnung  waren  es,  die  mich 
veranlassten,  das  Hilfsmittel  der  stetigen  Deformation  von  Curven 
mit  gewöhnlichen  Singularitäten  in  solche  mit  zusammengesetzten 
„maskirten''  in  grundsätzlicher  Weise  für  das  Verständnis  der 
letzteren  zu  verwerten,  wobei  dann  später  das  Bedürfnis  einer 
strengern  Begründung  gebot,  die  Anschauung  durch  algebraische 
Methoden  zu  ersetzen. 

Die  Singularitäten  erscheinen  zur  Zeit  —  hauptsächlich  durcli 
die  oben  genannten  Arbeiten  —  in  den  Mittelpunkt  der  Tlieorie 
der  algebraischen  Curven  gerückt.  Seit  Pumiixs  Untei-such-  , 
ungen  nimmt  auch  die  Theorie  der  algebraischen  Functionen  an 
ihnen  ein  hervorragendes  Interesse,  an  sie  knüpft  seit  lUemann 
und  Qehsch  der  Begriff  des  Geschlechtes  an.  Nach  beiden  Richt- 
ungen hin ,  der  geometrischen  wie  der  functionentheoretischen, 
erweist  sich  der  Satz  von  Cavlev  über  die  Äiiuivalenz  einer 
höheren  Singularität  mit  einer  gewissen  Anzahl  von  elementaren 
als  wichtig.  Aber  es  fehlte  lange  an  einer  Begründung  und  Um- 
gnmzung  desselben.  H.  J.  S.  Smith  hat  in  dieser  Absicht  die 
Reihenentwickelungen,  die  eine  Singularität  detiniren,  auf  den 
Eintluss  untersucht,  den  sie  auf  die  Discriminanten  der  Curven- 
gleichung  und  der  zu  ihr  reciprocen  Gleichung  besitztm,  und  ist 
zu  wichtigen  B(>ziehung(ii  zwischen  den  zugehörigen  Zahlen  ge- 
langt. Aber  abgt^sehen  davon,  dass  Smith 's  Beweis  zum  Teil  auf 
nicht  algebraischer  Grundlage  beruht  und  indirect  ist,  lässt  er 
auch  die  Frage  unerledigt,  ob  Jone  Äquivalenz  mehr  als  bloss 
eine  numerische  ist,  d.  h.  inwieweit  jede  höhere  Singularität 
durch  wirkliches  Zusammenrücken  von  nur  einfachen  (elementiiren) 
singulären   Punkten  entstehen  kann. 

In  einer  Abhandlung  „Über  die  Singularitiiten  algebraischer 
Curven  und  eine  neue  Curvenspecies'^  (Math.  Annalen  Bd.  17) 
habe  ich  versucht,  durch  stetige  Umwandlung  einer  Curve,  welche 
mit  einer  beliebigen,  durch  vorgegebene  Entwickelungen  detinii'ten 
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Singularität  behaftet  ist,  in  eine  solche  von  gleicher  Ordnung, 
Ciasso  und  gloi(^heni  Geschlecht,  welche  nur  die  einfachen  Vor- 
kommnisse aufweist,  die  zuletzt  aufgeworfene  Frage  zuerst  und 
damit  implicite  auch  die  frühere  zu  beantworten. 

Der  vorliegende  Anlass  legt  es  nahe,  auf  den  Ausgangspunkt 
für  diese  Untersuchung:  die  gestaltUche  Deformation,  zurückzu- 
greifen. Dies  erfordert  indess,  wenn  die  Grundlage  sicher  sein  soll, 
algebraische  Entwickelungen,  die  ich  im  Anschluss  an  eine  Über- 
sicht über  die  Ergebnisse  jenes  Aufsatzes  voranzustellen  mir  er- 
lauben werde. 

Die  Absicht  ist  zunächst  die,  nachzuweisen,  dass  mit  dem 
Auftreten  einer  höheren  Singularität  in  die  Formeln  für  das  Ge- 
schlecht, die  Classe  der  Curve  und  die  Anzahl  ihrer  Wendepunkte 
zwei  ganze  Zaiilen  linear  eintreten ,  weh'Jie  zusammen  mit  noch 
zwei  andern  ihnen  dualistisch  entsprechenden  in  Hinsicht  auf  die 
Plücker'schen  Formeln  die  Singularität  vollständig  charakterisiren. 
—  Von  der  Grösse  dieser  Zahlen,  die  durch  das  Verhalten  der 
adjungirten  Curven,  bezw.  der  erstem  Polare  und  der  Hesse'schen 
Curve  bestimmt  ist,  sehen  wir  hier  ab. 

In  jener  Abhandlung  Wird  nun  gezeigt*),  dass  jede  durch 
Reihenentwickelungen  definirte  Singularität  vorkommen  kann  auf 
einer  „rationalen"  Curve  (einer  Curve  vom  Geschlecht  Null,  deren 
Coordinaten  als  rationale  Functionen  eines  Parameters  darstellbar 
sind)  von  übrigens  noch  besondern  Eigenschaften,  darunter  der, 
dass  Ordnung  und  Classe  gleich  und,  weil  bestimmt  durch  die 
Stelle,  wo  man  die  Reihenentwickelungen  abbricht,  noch  in  ge- 
wissen Grenzen  willkürlich  annehmbare  Zahlen  sind. 

Bekannt  ist  das  Verhalten  d(»r  ersten  Polaren,  der  Hesse 'sehen 
und  der  adjungirten  Curve  in  den  einjachsten  Singularitäten: 
Doppelpunkt  (mit  getrennten  Tangenten)  und  Rückkehrpunkt. 
Für  Curven,  die  keine  vielfachen  höhein  Punkte  enthalten,  ist 
die  Anzahl  der  Wendepunkte  linear  von  der  Anzahl  jener  ein- 
fachsten Singularitäten  abhängig,  ebenso  diis  Geschlecht  und  die 
Classe  der  Curve. 

Doppel-  und  Rückkehrpunkte  nebst  den  ihnen  dualistisch 
entsprechenden    Doppeltaugenten  und   Wendetangeuten  (-punkten) 

*)  Die  Ausführung  für  einen  besoiideru  Fall  lindet  man  unten. 
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mögen  „elementare  Singularitäten^^  genannt  werden.  Für  die 
rationalen  Curven  lassen  sieli  nach  Clebsch  (Crelle's  Journal,  Bd. 
64)  Gleichungen  bilden,  denen  die  Werte  der  Parameter  genügen, 
die  den  elementaren  Singularitäten  zugehören.  Kommen  sie  ge- 
trennt vor,  so  sind  die  Wurzeln  verschieden.  Der  Grad  dieser 
Gleichungen  entspricht  der  Anzahl,  bezw.  der  doppelten  Anzahl 
der  betreffenden  mit  endlichem  Parameter  versehenen  ausgezeich- 
neten Stellen  der  Curve. 

Die  vier  Gleichungen  können  mehrfache  Wurzeln  erhalten, 
wenn  eine  höhere  Singularität  auftritt.  Hat  man  die  ihr  ent- 
sprechende Vielfachheit  ermittelt,  so  fragt  es  sich,  ob  diese  Zahlen 
bereits  die  an  der  Geschlochtsformei  und  in  den  Plijicker'schen 
Gleichungen  anzubringende  Reduction  bestimmen.  Ist  dies  für 
die  rationale  Curve  gezeigt,  so  gilt  es  für  jede  andere  algebraische 
Curve,  weil  in  der  Umgebung  der  singulären  Steile  das  Verhalten 
ihrer  Polaren  u.  s.  w.  mit  dem   für  die  rationale  übereinstimmt. 

Nun  lässt  sich  die  rationale  Curve,  welche  die  Singularität 
besitzt,  durch  genau  definirte  kleine  Constantenanderungen  in 
eine  andere  rationale  überführen,  für  welche  die  Gleichungen, 
denen  die  elementaren  Singularitäten  genügen,  an  Stelle  der  mehr- 
fachen Wurzeln  lauter  verschiedene  haben,  die  von  diesen  sich 
beliebig  wenig  unterscheiden,  und  deren  Anzahl  je  gleich  dem 
Exponenten  des  mehrfaxihen  Factors  ist.  Durch  vorgängige  pas- 
sende Wahl  des  Grades  der  rationalen  Curve  kann  man  ferner 
bewirken,  dass  alles  Übrige,  also  namentlich  auch  die  sonstigen 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  und  die  im  Unendlichen 
gelegene  höhere  Singularität  bei  der  Variation  an  Zahl  und  an 
Charakter  sich  nicht  ändern.  Weil  nun  auch  noch  Grad,  Classe, 
Geschlecht  der  Curve  dieselben  bleiben,  so  müssen  auch  die  von 
der  betrachteten  Singularität  herrührenden  Zahlen,  die  in  die 
Plücker'schen  Ausdrücke  eingehen,  von  der  Variation  unberührt 
bleiben.  Und  zwar  bezieht  sich  dies  nicht  nur  auf  die  beiden 
ersten  Formeln  (für  Classe  und  Wendepunkte),  sondern,  wegen 
der  Un Veränderlichkeit  der  Factorenzahl  für  alle  vier  Gleichungen, 
auch  auf  die  ihnen  dualistisch  entsprechenden. 

Jene  Vielfachheitszahlen  definiren  hiernach  nicht  bloss  die 
Reductionen  an  den  Formeln  für  das  Geschlecht  u.  s.  w.  —  dies 
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hatte  schon  H.  J.  S.  Smith  bewiesen  — ,  sondern  es  ist  auch 
(largethan,  (hiss  die  gleichen  Factoren  durch  versi^hiedene  ver- 
treten werden  können,  d.  h.  dass  in  den  angegebenen  Beziehungen 
jede  höhere  Singuhuität  durch  eine  Anzahl  ihr  äquivalenter  ele- 
mentarer ersetzbar  ist. 

Jene  Curvengattung,  der  sowohl  die  mit  der  höheren  Singula- 
rität behaftete  als  die  variirte  Curve  angehört,  hat  die  Eigenschaft, 
durch  die  (ihrerseits  von  einander  unabhängigen)  Gleichungen, 
denen  die  Parameter  der  Wendepunkte  und  der  Rückkehrpunkte 
genügen,  völlig  bestimmt  zu  sein.  Die  willkürlichen  Veränder- 
ungen betreffen  daher  nur  die  gleichen  Linearfactoren  dieser 
beiden  Gleichungen,  wodurch  dann  diejenigen  für  die  Parameter 
der  Doppelpunkte  und  der  Uoppeltangenten  eindeutig  bestimmt 
sind,  und  zwar,  wenn  man  gewisse  besondere  Wertsysteme  der 
Variationen  ausschliesst ,  in  der  Weise,  dass  auch  sie  nur  ver- 
schiedene Wurzeln  besitzen. 


Die  Ausstellung,  die  diesen  Aufsatz  veranlasst  hat,  enthält 
einige  Blätter  mit  Zeichnungen,  die  Übergänge  daretellen,  bei 
denen  eine  höhere  Singularität  sich  in  die  äquivalenten  elemen- 
taren auflöst  Sie  entspret^hen  dem  besondern  Fall,  dass  dieselbe 
eine  „unicursale"  ist  (ein  „superlinear  brauch"  nach  Cayley), 
d.  h.  dass  ihre  Entwickelungen  einen  einzigen  Cyklus  bilden. 
Wir  stellen  hier  die  algebraischen  Hilfsmittel  für  die  Behandlung 
dieses  Falles  zusammen. 

Die  Entwickelungen  in  einem  unicursalen  Element  (es  ent- 
hält nur  einen  reellen  Curvenzweig,  wenn  die  Entwickelungs- 
coefficienten  reell  sind)  können  zusammenfassend  dargestellt  werden 
durch  eine  Reihe  für  die  Ordinate  y,  die  im  Allgemeinen  nach 
gebrochenen  l^tenzen  der  Abscisse  x  aufsteigt: 

y  =  ao  xp  +  ai  xP  -f  .  .  .  .  , 

wo  die  ao  ai Constimte;  p,  q  <!  q,  <  q»  <  .  .  .  ganze 

positive  Zahlen  sind,  und  wo  ohne  Beschränkung  der  Allgemein- 
heit   ql>p    angenommen  werden  kann. 
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Setzt  man  diese  Reihe,  die,  als  dem  Element  einer  algebra- 
ischen Function  zugehörig,  nach  Cauchy  immer  einen  Convergenz- 
bereich  in  der  Umgebung  von  x  =  o,  y  =  o  besitzt,  fort  bis  zu 
dem  Glied: 

akXP. 

für  das  noch  q^  und   p  teilerfremd  sein   mögen  *),   so  kann  man 

setzen : 

X  =  XP  =  x(X); 

y  =  ao  X^  +  ai  X<i»  +  ....  +  at  X^''  =  y  (X). 

Diese  Gleichungen   stellen   nun   eine  ,, rational  ganze''  Ciirvo 

dar,  für  welche 

1)  die  Gleichung  p  (X)  =  o  für  die  Parameter  aller  im  End- 
lichen vorkommenden  Rückkehrpunkte  gegeben  ist  durch: 

dX  =  ""  W  =  o, 
also  durch: 

(1)  p(X)  =  pXP-1  =  0 

2)  Die  Gleichung  a)(X)  =  o  für  die  Parameter  der  Wende- 
punkte der  Curve  ist: 

(2)  a»(X)=^j^(-^;;j5^j)=J  X1-P-1  (ao(q-p)  +  aiq,(qi-p)X«.-<»+..)  .. 

3)  wo  ferner  die  Parameter  X,  \\  der  zwei  in  einem  Doppel- 
punkt sicli  durchsetzenden  Zweige  den  Gleichungen  genügen : 

■  x(X,)-x(X)  y(Xi)   -.v(X) 

oder,  in  X  und  D  =  Xi  —  X  geschrieben  (a.  a.  0.  S.  376,  wo 
einige  Zahlencoefficnenten  der  einen  Formel  hiernach  zu  ver- 
bessern sind): 

D  D'^ 

o  =  P  +  p'  ^  H-  p"  3  ,  +  .  .  . 


(3  a) 


o  =  3  ,  (^po)'  4     ^  ;  +  4  ,  (PCO"    I-  3p'c«)'  -I-  P'^cu) 

D^  /  ,  p'"<o\ 

■f  5  j  (pco'"  -I-  4p'a>"  -f  6p-co'  +  3  P  2   j  +    . . 


*)  Bezüglich  der  Bedeutuug  dieser  Annahme  vergl.  mau  a.  a.  O.  §  5  (S. 
37b)  und  §  9  (S.  401). 
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In  diesen  Formeln  sind  durch  Striche  die  Ableitungen  nach 
X  bezeichnet,  3  !  ist  s=  1  .  2 .  3,  u.  s.  w. 

4)  Endlich  ergeben  sich  die  Parameter  der  Berührungspunkte 
der  Doppeltangenten  aus  Gleichungen  wie  (3),  gebildet  für  die 
Liniencoordinaien  u,  v,  die  mit  x,  y  durch  die  Gleichung  zu- 
sammenhängen :  ux  —  y  —  V  =  o ;  oder  kürzer  nach  Vertausch- 
ung von  (0  mit  p  aus  (3  a). 

Es  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die  der  singulären 
Stelle  entsprechende  Wurzel  X  =  o:  (p  —  l)fach  in  der  Gleich- 
ung für  die  ßückkehrpunkte,  (q  —  p  —  l)fach  in  der  für  die 
Wendepunkte  (-tangenten)  und,  wenn  p  und  q  teilerfremd  sind  *), 
^(p  —  1)  (q  —  3) fach  bez.  |(q  —  p  —  1)  (q  —  3)  fach  in  den  Gleich- 
ungen für  die  eigentlichen  Doppelpunkte  (mit  getrennten  Tangenten) 
und  für  die  Doppeltangenten  auftritt. 

Statt  auf  die  obigen  Ausdrücke  x(X),  y(X)  kann  man  die 
Definition  der  Curve  auch  auf  die  Annahme  der  ganzen  Func- 
tionen p  (X),  (0  (X)  stützen.     In  der  That,  es  ist : 


x(X) 


=   r%  (X)  dX  u  (X)  =   f^  (0  (X)  dX 

e/  o  «^  o 


y  W  =  J      P  (X)  u  (X)  dX  V  (X)  =  ux  —  y  =  f  \  (X)  w  (X)  dX 

Die   vollkommene   Analogie    der   so    definirten   Linien-   mit   den 
Punktcoordinaten  springt  in  die  Augen. 

Der  Process  der  Constantenvariation  besteht  nun  darin,  dass 
man  an  Stelle  des  Factors  von  p  (X)  [bezw.  von  cd  (X)],  der  aus  einer 
Potenz  von  X  besteht,  je  eine  ganze  Function  in  X  von  gleichem 
Grade  setzt,  deren  Coöfficienten  —  bis  auf  den  der  höchsten  Po- 
tenz —  sehr  kleine  willkürlich  angenommene  Grössen  sind.  Man 
substituire  also  für  p(X),  (o(X)  die  ganzen  Functionen: 

Pi  W  =  p  (X  —  aO  (X  —  a,)  .  .  .  .  (X  —  a,._0 

(0,  (X)  =  ^  (X  -  ßO  (X  -  ß,) (X  -  ß,_,..0 

« 
(»0  (q  —  p)  +  ai  q,  (q,  --  p)  X*»'  -»  +  ....), 


•)  Die  Modificationen,   die  diese  Zahlen  erfahren,  wenn  p,  q  nicht  teilcr 
fremd  sind,  findet  man  a.  a.  0.  §  9  S.  400  angegeben. 
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die  sich,  wenn  alle  a  und  ß  gleich  Null  sind,  auf  p  (X)  und  (o  (X) 
reduciren,  und  bilde  nun  wieder  mit  Hilfe  von  pj  und  o),  die 
Ausdrücke  für  x,  y,  u,  v  wie  oben.  Den  willkürlich  annehm- 
baren kleinen  Grössen  a,  ß  entsprochen  dann  „penultimate'' 
Curvenformon,  welche  diejenigen  elementaren  Singularitäten  neben- 
einander enthalten,  die  in  der  höheren  Singularität  vereinigt  sind. 
In  Bezug  auf  die  Wendepunkte  (a)  und  die  Rückkehrp unkte  (ß) 
verfügt  man  über  Anordnung,  Realität  u.  s.  w.  durchaus  unbe- 
schränkt. Was  die  Doppelpunkte  und  -Tangenten  angeht,  so  wird 
die  Forderung,  dass  sich  die  in  der  pen Ultimaten  Form  auftreten- 
den nicht  wieder  zu  mehrfachen  Punkten  u  s.  w.  vereinigen, 
erfüllt,  wenn  man  vermeidet,  die  a,  ß  so  zu  wählen,  dass  weder 
die  Discriminante  der  aus  (3  a)  durch  Elimination  von  D  ent- 
stehenden „Doppelpunktsgleichung"  in  X,  noch  die  für  die  Doppel- 
tangen tongleich  ung  verschwindet,  sowie  dass  die  Resultante  aus  je 
zweien  der  vier  Gleichungen  Null  wird. 

Aus  dem  Studium  dieser  Discriminanten  und  Resultanten 
ergab  sich  ein  merkwürdiger  Satz,  der  sich  auf  den  Fall  reeller 
Coefficienten  in  der  Entwicklung  und  der  variirten  Parameter- 
ausdrücke für  X,  y  bezieht.  Bezeichnet  man  mit  r  und  w  die 
Gesamtzahl  der  Grössen  a  bezw.  ß,  d.  h.  der  aus  der  Singularität 
hervorgegangenen  Rückkehr-  und  Wendepunkte,  mit  r'  und  w' die 
reellen  unter  diesen,  mit  d'  und  t'  die  isolirten  (aus  der  Singu- 
larität hervorgegangenen)  Doppelpunkte  und  Doppeltangenten,  so 
besteht,  wie  auch  die  Auflösung  erfolgen  möge,  immer  die  Be- 
ziehung : 

r'  —  w'  -f  2  (d'  —  tO  =  r  —  w. 

Der  Betrag  der  linken  Seite  dieser  Gleichung,  der  auch  im 
Falle  einer  mehrelementigen  Singularität  von  der  Art  der  Varia- 
tion nicht  abhängt,  ist  in  den  ausgestellten  Blättern  für  jede 
Singularität  als  ihr  ,, Realitätsindex'*  besonders  angeführt. 


Die  ausgestellten  Zeichnungen  und  die  zugehörigen  Rech- 
nungen hat  im  Jahre  1883  Herr  Ch.  SchuUheiss,  damals  Stu- 
dirender    der     Mathematik    an    der    technischen    Hochschule    in 
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München,  ausgeführt.  Die  Zahlenannahmen  sind  auf  den  Blättern 
selbst  bemerkt,  die  Bezeichnungen  die  dieser  Note.  Um  die 
Singularitäten  auch  für  das  Auge  zu  trennen,  hat  man  die  Or- 
dinaten  teilweise  in  anderem  Masstab  wie  die  Abscissen  aufge- 
tragen. 

Eine  Vorstellung  von  den  Zeichnungen  mögen  die  folgenden 
Beispiele  geben: 

4 

1.  Beispiel.  Entwicklung:  y  =  x^  -f  .  .  . ,  oder  x  =  X', 
y  =  X*.  p  (X)  =  3  X«  =  0  ist  die  Gleichung  für  die  Rückkehr- 
punkte.   Wendepunkte  ( co  (X)  =  -^  j  existiren  keine.     Setzt  man 

Pi  0<)  =  3  (X«  -  e),  CO,  (X)  =  CO  (X)  =  A, 

so  erhält  man  für  die  Punkt-  und  Liniencoordinaten  der  variirten 
Curve: 

x=  —  3«X  +  X'  u=4-'^ 

o 

y  =,  —  2  eX»  +  X«  v  =  —  2  sX»   +  i-  X* 

o 

Für  die  Doppelpunktsparameter  hat  man  die  Gleichungen: 

o  =  3  (X»  —  s)  -f  3  X  D  +  D» 

o  =  X  -f  -g-, 

Daher:  X  =  —  Xi  =K3e,  oder  einen  Doppelpunkt  in  x  =  o, 
y  =  3  e*.  Doppeltangenten  treten  (im  Endlichen)  nicht  auf.  Die 
Rückkehrpunkte  sind :  x  =  +  2  e  V"s,  y  ^  —  e*.  Der  Realitäts- 
index ist  ^  1.  Die  Gleichung  einer  der  adjungirten  Curven 
(n  —  1)=  (oder  von  niedrigerer)  Ordnung  lässt  sich  in  der  Form 
darstellen  (a.  a.  o.  §  11  S.  407): 

x(y  +  e«)  =  0. 

Im  Folgenden  sind  drei  Typen  gezeichnet  nebst  ihren  reci- 
procen  Formen,  indem  einmal  x,  y,  das  anderemal  0,15  u,  v  als 
rechtwinkUge  Coordinaten  aufgetragen  sind. 
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A.  Brill,  Singularitäten  algebraischer  Carvea. 


^SL 


.T 


2.  Beispiel.  Entwickelung  y  =  x*  -f"  •  •  •  •  ^^der  x  =  X^ 
y  =  X^  p(X)  =  3  X'*  =  o;  a>(X)  =  —  X  =  o  sind  die  Gleich- 
ungen für  die  Rückkehr-  und  Wendepunkte.  Man  setze  für  die 
variirte  Curvc: 


P  i(X)  =  3  (X«  -  e); 
Dann  wird: 


0>1  (>^)  =  -g-  (>^    —   ■»)). 


X  =  —  3sX-f  X^ 

y    =    5£7]X«-|eX3-|Y]X*-f  X^ 

u  =  —  y  1^  +  3  ^ 

V  =  5eY]X«-^sX-^-|Y)X*  +  gX'^ 
Die  Coordinaten  der  Rttckkelirpunkte  sind: 

X  =  ±2£V^e;  y  =  e'(|l±3v4 

Die  Gleichung  für  die  Parameter  der  Doppelpunkte  ist: 
x*4-2x'a  +  x'(4a»  — 7)  +  4xa-f  12a' +  16  =  o, 


O      Tf^  X 

wo  a  =    .-  7T^^^=^  und  x  =  ,, — 
4  V  —  6  V  —  6 


ist. 


Die  Discriminante  dieser  Gleichung  ist: 

6  (>]•  —  e)  (25  ff  —  16  «/, 


A.  Brill,  SiDgularitäten  algebraischer  Canen. 
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wo  der  erste  Factor  dem  Zusammenrücken  der  zwei  Spitzen,  der 
zweite  dem  Auftreten  einer  Schnabelspitze,  der  dritte  dem  Auf- 
rücken einer  Spitze  auf  einen  gewöhnlichen  Ciirvenzweig  entspricht. 
Für  Tf]  =  o  erhält  man,  wenn  e  negativ  ist,  isolirte  Doppel- 
punkte in 

X  =  4eK^^;  y  =  -— e  V^ITi. 

Der  Realitätsindex  ist  =  1. 

Ich  füge  noch  die  Gleichung  einer  adjungirten  Curve  dritter 
Ordnung  (s.  oben)  an,  die  schematisch  (punktirt)  eingezeichnet  ist: 

(y  — ax)  (x-ß)  =  xCx-Y^S 


4       ^         86»  5         ^  2 

woa  =  ^6,  ß  =  ^~,  T  =  2S^,  «  =  ^ 


3 


ist,   und   lasse  hier  einige  Typen   folgen   (die  Ordinaten   sind   im 
lü fachen  Masstab  der  Abscissen  aufgetragen): 


38 


A.  Brill,  Singularitäten  algebraischer  Gurren. 


Die  entsprechenden  reciprocen  Formen,  die  durch  Auftragen 
von  ^  und  10 v  als   rechtwinkligen  Coordinaten   entstehen,  sind: 


3.  Beispiel  (Sehnabelspitze):  y  =  x'  +  x*  -j-  .  .  .  .  oder 
X  =  X*,  y  =  X*  4-  X\ 
Für  p,  =  2\, 

..  =  (4  +  ^5x)(X-s)  =  ^«(x^  +  -^Xa4-^> 


1       15       K  8  ...... 

woa  =  l  —  -6,    b  =  —  -6  gesetzt  ist,  wird : 

o  o 


X  =  X« 


y  =  bX»  +  aX*  -f  X» 


5 


u  =     bX  +  2  aX«  4-  I X» 
v=|x»  +  aX«  +  |x». 


A.  Brill,  Singularitäten  algebraischer  Curven. 
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Die  Parameter  des  Doppelpunktes  sind:  X=  — X 


.  -  ^vi 


Die  Gleichung   für   die  Berührpunkte  der  Doppeltangente   lautet: 

0  =  (-5-  X«  —  2  aX  —  2  hy  4-  (4  ^  — ^)  ^^  *^^'  +  V  *^^  +  ^^)' 
Ihre  Discriminante  zerfällt  wieder  in  Factoren : 

deren  Verschwinden  dem  Auftreten  einer  Schnabelspitze,  clem 
Zusammenrücken  zweier  Wendepunkte  und  dem  Falle,  dass  eine 
Wendetangente  noch  einmal  berührt,  entsprechen  Der  Realitäts- 
index ist  =  0. 

Die  folgenden  Typen  zeigen  den  Übergang  von  positiven 
Werten  von  e  durch  Null  zu  negativen  (die  Ordinaten  sind  in 
doppeltem  Masstab  aufgetragen) . 


t  •  •».  f 


«•  -o.* 


•xy 


Die  Zerfall ung  der  Discriminanten  der  Singularitätengleichun- 
gen für  die  hier  betrachteten  besonderen  rationalen  Curvon,  die 
inzwischen  Herr  F.  Meiner  (Math.  Ann.  Bd.  38)  auf  allgemeine 
rationale  ausgedehnt  hat,  besitzt  insofern  eine  weitere  Bedeutung, 
als  sie  den  algebraischen  Kern  einer  bekannten  Relation  zwischen 
den  reellen  Singularitäten  einer  algebraischen  Curve;  die  Herr 
F,  Klein  aufgestellt  hat  (Math.  Ann.  Bd.  10),  wenigstens  für  ra- 
tionale Curven  blosslegt. 


Tübingen,  im  Juli   1892. 


Ober  üe  V9mbw€6nm  PMWale  ier 
irer  Ptziilwii  a  in  Mdbiin  ier 


Eialeitttaf. 

Für  da-  Arb^rif'*^'*bi^-t  'U-r  iJar^t^Ii^ridf^n  G^imf'trifr  sind  haupt- 
•w'hVu'h  /.w^'i  O^-^K-ht^punkf^f  fna.>*ig*'lM*nd :  1  dk*  Aufgabe,  «rt^bene 
dr^'iwjirrj''fi.-i«'rial«'  Obj^-^-t^-  rliin-h  zwf-idiinenMMnale  Gebilde  darzo- 
^t'-ll'-n  *»<b'/  ab/jibild^'fi,  2;  die  Aufgab^*,  die  id^-ellen  räumlieheDCon- 
«nfnir'fiori^'fi,  wel#'h<'  V><fi  d^^r  I/i>iJfig  von  ^^>metri><*hen  Pn^blemen 
'/Muw'Unt  mir  tu  d^-r  inn^Ten  V^or>t^*IIun^  v«dlz<»gen  wenien,  praktisch 
zu   verwirklichen. 

Man  geht  K-i  dem  gewöhnliehen  I>,*hrgang  in  der  Regel  von 
der  erMen  Allf^a^>^•  aus,  indem  man,  anknüpfend  an  den  natür- 
liehen  Sehfiroe<'?,s  die  vers^hiedr^nen  Abbildungsmethdden  ent- 
wiekejt,  und  behandelt  dann  die  zweite  Aufgabe  auf  Grund  der 
ersten,  indem  man  die  (yonstnietinnen,  die  eigentlich  an  den 
Haurnobjeeten  sr-lbst  zu  vrdiziehen  wären,  in  deren  Abbildungen 
aunführt.  Aneh  iUn-  ges4hiehtliche  Entwicklungsgang  derWissen- 
Hchaft  weist  auf  diesen  Weg  als  den  naturgemässen :  der  Begriff 
(Uiv  IVojeition  stand  bereits  zur  Verfügung,  als  die  Wissenschaft- 
liehe  Helmndliing  der  zweiten  Aufgabe  in  Angriff  genommen  wurde. 

Trotzdem  bietet  der  Versuch,  den  umgekehrten  Weg  zu 
gehen  ,  das  hr'isst :  die  zw(»ite  Aufgabe  an  die  Spitze  zu  stellen 
und  unabhängig  von  dem  Begriff  iU*r  Abbildung  zu  behandeln, 
ein  hohes  Interesse.  Das  B<'streben,  die  ideellen  Raumconsti-uc- 
tionen  zu  realisiren,  hat  an  und  für  sich  mit  dem  Sehprocess 
nichts  zu  sciudlen.     Kist   durch    die  Behandlung    dieser  Aufgabe 


N 
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a  priori,  wie  sie  im  folgenden  versu(^ht  werden  soll,  gewinnt  man 
ein  klares  Urteil  über  die  inm^e  Notwendigkeit  der  Methoden, 
die  zur  Lösung  der  Aufgabe  dienen ;  man  erkennt,  was  an  den 
ihnen  zu  Grunde  liegenden  Anschauungen  notwendig  und  aus 
welchen  Zweckmässigkeitsgründen  das  Nicht-notwendige  aufge- 
nommen ist. 

Man  wird  bei  einem  solchen  Versuche  von  den  ideellen  con- 
ütnictiven  Postulaten  der  Raumgeometrio  ausgehen  müssen,  welche 
man  auf  wirklich  vollziehban»  Operationen  zu  reduciren  bestrebt 
sein  wird. 

Eine  Erörterung  jener  Postulate  möchte  schon  an  sich  an- 
gezeigt erscheinen.  Es  will  mich  bedünken,  als  ob  darüber  viel- 
fach eine  gewisse  Unbekümmertheit  und  Unklarheit  herrschte, 
und  als  ob  namentlich  die  Vei*schiedenheit,  die  in  dieser  Bezieh- 
ung zwischen  den  Anschauungen  der  Euklidischen  Geometrie  und 
der  neueren  Geometrie  besteht,  nicht  genügend  zum  Bewusstsein 
gekommen  wäre.  Während  den  Axiomen  der  Geometrie  die 
eingehendsten  Untei'suchungen  gewidmet  worden  sind,  hat  man 
sich  hinsichtlich  der  Postulate  meist  nur  auf  die  Constructionen 
in  der  Ebene  beschränkt  (Mascheroni,  Steiner).  Das  Problem  der 
Bestimmung  des  Schnittpunkts  einer  Geraden  mit  einer  Ebene 
scheint  mir  in  seiner  fundamentalen  Bedeutung  für  die  räumlic^h- 
constructive  Geometrie,  wie  sie  bei  den  folgenden  Betrachtungen 
zu  Tage  treten  wird,  bisher  nicht  genügend  gewürdigt  worden 
zu   sein. 

§  1.    Die  constructiven  Postulate  der  Euklidischen  und  der 

neueren  Geometrie. 

Euklid  stellt  zunächst  für  die  Ebene  die  Postuhite  auf:  Es 
sei  möglich, 

1)  von  jedem  Punkt  na<*h    jedem  andern   eine  gerade  Linie 

zu  ziehen, 

2)  eine  begrenzte  gerade  Linie  stetig  gerade  fort  zu  ver- 
längern, 

3)  aus  jedem  Punkte    in    jedem   Abstände    einen    Kreis    zu 

beschreiben. 
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Diese  Postulate  übertragen  sich  dann  auch  auf  den  Raum, 
insoferne  sich  ihre  Giltigkeit  auf  je(h  durch  drei  Punkte  bestimmte 
Ebene  erstn>ckt.  Euklid  denkt  sich  also,  es  sei  ijumer  möglich, 
durch  injend  drei  heUebiiie  Punkte  des  Raumes  eine  Ebefie  zu  letjen 
und  in  ihr  die  Constructionefi  der  ehetwn  Geometrie  auszuführen. 
Man  könnte  diese  letztere  Forderung,  die  Euklid  zwar  nicht  direct 
ausspricht,  deren  Voraussetzung  aber  aus  seinen  thatsächlichen 
Coustructionen  folgt,  zu  den  obigen  drei  planimetrischen  Postu- 
laten   noch   als   ergänzendes  stereomeirisches  Postulat  hinzufügen. 

Jede  ausgedehntei-e  räumliche  Construction  setzt  sich  aus 
gewissen  Fundamentalconstructionen  zusammen.  Von  diesen  ist 
die  bedeutsamste  tue  Bestimmung  der  Schnittlinie  zweier  Ebenen 
oder  des  Schnittpunktes  einer  geraden  Linie  mit  einer  Ebcme. 
Da  sich  jede  dieser  zwei  Aufgaben  unmittelbar  auf  die  andere 
zurückführen  lässt,  so  ist  es  gleichgiltig ,  welche  man  als  die 
ursprüngliche  nimmt.  Wir  geben  im  folgenden  der  zweiten  den 
Vortritt  und  bezeichnen  sie  kurz  als  ,,Schnxttpunktprohlem^^ . 

Merkwürdigerweise  gibt  sich  nun  bei  Euklid ,  dessen 
constructiver  Inhalt  überhaupt  ein  beschränkter  ist,  nirgends 
ein  Anlass  zur  Anwendung  jener  zwei  Aufgaben,  so  dass  er 
keinen  Grund  hat,  sich  überhaupt  mit  denselben  zu  befassen. 
Dagegen  gibt  er  die  Losung  der  Aufgabe:  auf  eine  gege])ene 
Ebene  von  einem  ausserhalb  dei>^elben  gegebenen  Punkt  eine 
Senkrechte  zu  fällen,  —  mit  deren  Hilfe  sich  das  Schnittpunkt- 
problem sofort  erledigt. 

um  von  (»inem  Punkt  A  (vergl.  Fig.  1) 
eine  Senkrechte  auf  eine»  Ebene»  P  zu  fällen, 
zieht  man  in  P  (»ine  b(»liebige  Gerade  BC\ 
fallt  (in  der  durch  BG  und  A  bestimmten 
Ebene)  AB  \  BC,  errichtet  (in  der  Ebene  P) 
DE  _L  BC  und  fällt  (in  der  durch  AD  und  ^'i^'-  1- 

DE  geda<-hten   Ebene)    AF    \_  DE:    so    ist  AF    die    veilangte 
Senkrechte. 

Soll  nun  der  Schnittpunkt  einer  Geraden  mit  einer  Ebene 
bestimmt  werden,  so  fällt  man  (vergl.  Fig.  1)  von  einem  beliebigen 
Punkt  A  der  gegebenen  G(»raden  die  Senkrechte  AF  auf  die  ge- 
gebene Ebene    und  errichtet   in    der  durch    die  Gerade    und  die 
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Senkrechte  gedachten  Ebene  auf  AF  in  F  eine  Senkrechte:  so 
schneidet  diese  die  gegebene  Gerade  in  dem  gesuchten  Schnitt- 
punkt 8. 

Es  möchte  vielleicht  auffallend  oder  gar  paradox  erscheinen, 
dass  die  Lösung  dieser  Aufgabe,  die  wir  doch  als  lineare  Auf- 
gabe zu  betrachten  gewöhnt  sind,  die  mehrfache  Anwendung  des 
Zirkels  verlangt.  Eine  Lösung,  die  bloss  mit  geraden  Linien 
operirt,  lässt  sie  nicht  zu. 

Es  hängt  dies  eben  mit  den  durch  die  Euklidischen  Postulate 
gegebenen  Constructionsbedingungen  zusammen  und  dürfte  in 
letzter  Instanz  zu  der  Theorie  der  Ebene  in  Beziehung  zu 
bringen  sein. 

Mit  der  Anschauungsweise  der  neueren  Geometrie  steht  ea 
allerdings  in  directem  Widerspruch.  Diese  hilft  sich  denn  auf 
einftu^he  Weise  dadurch,  dass  sie  für  ihre  Constructionen  da.s 
neue,  Posiulai  amivAwi:  es  sei  mit  einer  Geraden  und  einer  Ebene 
eo  ipso  auch  deren  Schnittpunkt,  oder  mit  zwei  Ebenen  eo 
ipso  auch  deren  Schnittlinie  bestimmt.  Der  Begriff  „lineare  Con- 
struction^*  wird  von  der  Ebene  auf  den  Baum  übertragen;  wäh- 
rend er  aber  dort  die  blosse  Benützung  von  geraden  Linien  in 
sich  schliesst,  kommt  im  Baum  noch  die  Ebene  liinzu,  und  es 
wird  nun,  entsprechend  dem  analytischen  Ursprung  jenes  Be- 
griffes der  Schnitt  zweier  Ebenen  oder  einer  Ebene  mit  einer 
Geraden  ganz  ebenso  postulirt  wie  in  der  Ebene  der  Schnitt 
zweier  Geraden. 

Es  findet  sich  zwar  dieses  Postulat  meines  Wissens  nirgends 
ausdrückli(^h  ausgesprochen,  es  wird  nur  stillschweigend,  vielleicht 
auch  unbewusst  angenommen.  Aber  über  seine  thatsächliche  An- 
nahme kann  kein  Zweifel  bestehen.  Wenn  man  z.  B.  sagt,  durch 
den  Schnitt  eines  Ebenenbüschels  mit  einer  geraden  Linie  sei 
eine  Punktreilie  bestimmt,  so  denkt  niemand  daran,  die  einzelnen 
Schnittpunkte  alle  erst  durch  besondere  Constructionen  zu  er- 
mitteln, sondern  die  Schnittpunkte  sind  mit  dem  Ebenenbüschel 
und  der  Geraden  eo  ipso  vorhanden.  Schon  das  Dualitiitsprincip 
verlangt  mit  Notwendigkeit  eine  Gleichberechtigung  zwischen 
Punkt  und  Ebene  ;  wenn  daher  die  Bestimmung  der  Verbind- 
ungslinie zweier  Punkte  postulirt  wird ,    so  muss  notwendig  das- 
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selbe  auch  für  die  Schnittlinie  zweier  Ebenen  verlangt  werden. 
Während  also  das  in  Frage  stehende  Postulat  vorn  Standpunkt 
der  Euklidischen  Geometrie  als  überflüssig  und  daher  unzulässig 
bezeichnet  worden  muss ,  kann  vom  Standpunkt  der  neueren 
Geometrie  seine  Berechtigung  nicht  beanstundet  werden.  Nur 
darf  es  nicht  versteckt  unterschoben,  sondern  muss  offen  ausge- 
sprochen werden. 

Die  stillschweigende  Annahme  des  Schnittpunktpostulates 
durch  die  neuere  Geometrie,  verbunden  mit  dem  Umstand,  dass 
Euklid  die  betreffende  Aufgabe  nicht  ausdrücklich  behandelt,  gibt 
wohl  die  Erklärung  für  die  in  der  Einleitung  erwähnte  Unsicher- 
heit und  Unbekünnnertheit,  die  sich  vielfach  hinsi<*htlich  der  con- 
structiven  Postulate  der  Raumgeometrie  bemerkbar  macht. 


§  2.    Reducirung  der  Euklidischen  Postulate. 

Wir  halten  vorerst  an  den  Euklidischen  Postulaten  fest  und 
gehen  darauf  aus,  die  auf  sie  gegründeten  ideellen  Riiumcon- 
structionen  in  eine  für  die  praktische  Ausführung  geeignetere 
Form  zu  bringen.  Man  wird  zu  diesem  Zwecke  vor  allem  be- 
müht sein,  das  Construiren  in  allen  möglichen  Ebenen  in  Weg- 
fall zu  bringen,  indem  man  jene  Constructionen  sämtlich  auf  eine 
und  dieselbe  Ebene  zu  übertragen  sucht.  Dies  ist  in  der  That 
möglich :  man  kann  die  Constructionen  so  reduciren ,  dass  man 
nur  in  einer  einzigen,  ein  für  allemal  bestimmten  Ebene  zu 
zeichnen  hat  und  dass  von  Operationen  im  Raum  nui'  (his  Ziehen 
von  geraden  Linien  und  das  Abmessen  von  Punktabständen 
(mittelst  Stechzirkel  oder  Masstab)  verbleibt. 

Bei  dieser  Reduction  kommt  die  Hilfsautgabe  der  Bestimmung 
des  Schnittpunktes  einer  Geraden  mit  einer  Ebene  fortgesetzt  zur 
Anwendung.  Da  sie  nach  der  in  §  1  gegebenen  Lösung  das 
Zeichnen  in  4  verschiedenen  Ebenen  erfordert,  so  erscheint  es 
zweckmässig,  sich  zuerst  mit  dieser  Fundamentalaufgabe  zu  be- 
fassen. 

Man  wird  zunächst  versuchen ,  das  Anwendungsgebiet  der 
etwas  umständlichen  Construction  möglichst  einzuschränken.    (Da- 
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ZU  mag  vnrgrpifenil  gleich  bemerkt  wcnieii,  dass,  auch  wenn  man 
im  Sinne  der  neueren  (leometrie  den  Kchnittpnukt  einer  (Jernilen 
mit  einer  Ehone  als  cn  ipso  {gegeben  postniirt,  ninn  auch  hier  gut 
thun  wird,  das  Haan  der  FnrdoninK  nnr  auf  das  Notwendigste 
zu  beschranken.)  ]ii  dieser  Hinsicht  lasst  sich  nun  leicht  zeigen, 
dnss  es  nur  erforderiidi  ist,  die  Schnittpunkte  der  Strahlen  irgi-nä 
eittes  SlrahleiAütidels  mit  einer  eittgigen  Ebenv  *\»rcU  die  bewusste 
Constnietion  (bezw.  dnrch  Postulat)  zu  bcatimraen;  füt  jede  an- 
dere üerttde  und  Kbene  cryiibt  sieh  dann  der  Si-hnittpunkt  durch 
eine  einfache  Lineticoiistrudioii.  Bezeichnen  wir  lias  C(>ntrum 
jenes  Strahlen hündels  als  Hauptpunkt,  die  Strahlen  als  Saupt- 
Prahlen,  ferner  jene  einzige  ICbeno  als  Hauptt^ene,  so  gestalten 
sieh  die  betreffenden  Linienconstructionen  wie  folgt: 

Um  den  S<-linittpunkt  S  einer  heliohjgen  (ieraden  AB  (vergl. 
Kig.  2)  mit    der  Hanptebene  P  zu  finden ,    zieht   man  nach  zwei 
beliebigen  Punkten  A,  B  der  (Ge- 
raden Strahlen  vom  Hauptpunkt  0,  '/-, 
b<>stimmt  deren  Schnittpunkte  a,  b 
mit  der  Hauptebene:  so  schnei<ipt 
die   Verbindungslinie   ah    die   ge- 
gebene  Gerade   in  dem  gesuehten 
Spurpunkt  S. 

Um  ferner  (vergl.  Flg.  ä)  den 
Schnittpunkt  T einer  Geraden  AB 
mit  einer  beliebigen,  durch  drt-i  Punkte  C,  I),  E  bestimmten 
Ebene  zu  finden,  zieht  man  nach  den  fünf  Punkten  A,  B,  C,  D, 
E  Hauptstrahlen  und  bestimmt  deren  Schnittpunkte  (f,  h,  c,  d,  e 
mit  der  Hauptebene.  Schneidet  <lann  die  Linie  «6  den  Umfang 
des  Dreie<'ks  cde  in  _/ und  g.  und  zieht  man  0  f  und  Og.  welche 
die  entsprochenden  Seiten  des  Dreiecks  CDE  \n  F  und  G 
schneiden,  so  erhält  man  im  Schnittpunkt  der  Linie  FG  mit  der 
Gerailen  A  B  den  gesuehten  Punkt  T. 

Hiernach  bleibt  die  Anwendung  der  in  !;  1  besprochenen 
Constnietion  nur  auf  die  Schnittpunkte  von  Hauptstrahlen  mit 
der  Hauptebene  beschränkt.  —  Man  wird  also  weiter  bestrebt 
sein,  idie  genannte  Constnietion  In  dieser  Begrenzung  so  zu 
moditiciren,   dass   nur   in    der  Hauptebene  gezeichnet   zu   werden 


Fig.  2. 
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braucht  und  im  Raum  nur  linien  zu  ziehen    und  Punktabstände 
zu  messen  sind. 

Zunächst  lässt  sich  die  Euklidische  Lösung  der  Hilfsaufgabe 
—  von  einem  Punkt  0  eine  Senkrechte  auf  eine  Ebene  P  zu 
fällen  —  folgendermassen  moditiciren:  Man  verbindet  (vergl. 
Fig.  3)  den  Punkt  0  mit  drei 
beliebigen  Punkten  p,  q,  r  der 
Ebene  P  und  klappt  die  zwei 
Dreiecke  p  q  0  und  p  r  0  in 
die  Ebene  um,  indem  man  die 

Abstände  pO,  qO,  rO  abmisst      /^^^^i'^''''^^''--^~-^^Ps 
und  siUHp,  q,  r  mit  den  betref- 
fenden    Abständen    Kreisbögen  ^^'  ^' 
in  der  Ebene  P  beschreibt,  welche  sich  in  Di  und  Cj  schneiden. 
Fällt    man    dann    von    d    und  D«  auf  pq  und    pr   Senkrechte, 
welche  sich  in  (o  schneiden,  so  ist  Ow  die  verlangte  Senkrechte. 

Hat  man  nun  den  Schnittpunkt  irgend  eines  Haupt^trahles 
OA  mit  der  Hauptebene  zu  bestimmen,  so  fällt  man  ausser  der 
ein  für  allemal  bestimmten  Senkre(?hten  0(0  nach  demselben  Ver- 
fahren auch  noch  vom  Punkt  A  die  Senkrechte  Äa  auf  die 
Hauptebene.  Zieht  man  dann  wa,  so  schneidet  diese  den  Haupt- 
strahl 0-4.  im  gesuchten  Schnittpunkt  a. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  hält  es  nunmehr  nicht  schwer, 
allgemein  bei  jeder  Euklidischen  Raumc'onstrmjtion  die  in  allen 
möglichen  Ebenen  sich  bewegenden  planimetrischen  Operationen 
in  eine  einzige  Ebene  zu  übertragen.  Es  geschieht  dies  mittelst 
des  Umklappungsverfahrens.  Als  Constructionsobene  dient  wieder 
die  Hauptebene: 

Die  Ebene  im  Raum,  in  der  eine  planimetrische  Operation 
auszuführen  sei,  sei  bestimmt  durch  die  drei  Punkte  A^  B,  C 
(vergl.  Fig.  4).  um  zunächst  die  Spurliuie  der  Ebene  zu  er- 
halten, bestimmt  man  die  Spurpunkte  der  Linien  AB,  BC,  CA 
auf  die  oben  (S.  45,  Mitte)  angegebene  Weise:  Zieht  man  nach 
A,  B,  C  Hauptstrahlen  und  bestimmt  deren  Schnittpunkte  a,  b, 
c  mit  der  Hauptebene,  so  schneiden  sich  ab  und  AB,  bc  und 
BC,  ca   und    CA  in  den  drei  Spurpunkten  S,T,U,    welche   in 
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einer  (teraden  li(»f::en,  nänilieli  in  der  Spur^eraden  der  Khene 
ABC.  Man  kann  nun  die  Umklappung  ^I3)t£  <les  Dreiecks  ABC 
um  (Hese  Spur^erade  zeichnen,  indem  man  die  Strecken  SA, 
SB,  ÜA,  UC  ahmisst, 
aus  S  mit  SA  und  aus 
If  mit  UA  Kn^isböfijen 
beschreibt,  die  sicli  in  ?l 
schneiden,  endli<*h  auf 
S^l  und  6' ?l  die  Strecken 
SO  =  SB  und  i/e  = 
UC  aufträgt.  Die  übri- 
gen Punkte  der  Drei- 
ecksebene, die  bei  der 
auszuführenden  Con- 
structiun  ins  Spiel  kom- 
men, z.  B.  X  werden  dann  in  die  Umklappung  übertragen,  in- 
dem man  XB  und  XC  zieiit,  welche  die  Spurgerade  in  V  und 
W  schneiden  mr)gen,  ferner  FSB  und  WH  zieht,  weh^he  sich 
in  X  schneiden.  Vollzieht  man  sodann  die  verlangte  planimetrische 
Construction  in  der  Hauptebene,  so  hat  man  schliesslich  die  re- 
sultirenden  neuen  Punkte  auf  umgekejutem  Wege  aus  der  Um- 
klappung in  den  Raum  zu  übertragen.  Ist  also  X  ein  resultiren- 
d(T  Punkt  in  d(M*  Umklappung,  so  zieht  man  JSB  und  Xü,  welche 
die  Spurgerado  in  V  und  W  schneiden,  zieht  ferner  VB  und 
WC,  welche*  sich  im  Raumpunkt  X  schneiden. 

Hiemit  ist  nun  bewiesen,  dass  die  construcMven  Postulata 
Euklids  reducirt  werden  könfieu  auf  die  Jolyeiiden  einfaclwren: 
Es  sei  mö(jUch, 

1)  im  Raum  Punkte  durch  Linien  zu  rerbinden,  die  Linien 
heliehig  zu  verläntjern  und  Strecken  auf  ihtwn  abzumessen. 

2)  in  eimr  einzigen  Ebene  Kreise  zu  beschreiben. 

Es  verdient  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  der 
Versuch,  die  Operationen  der  Euklidischen  (leometrie  auf  die  Be- 
nützung einer  einzigen  Constructionsebene  zu  reduciren,  schon 
bei  dem  Schnittpunktproblem  ganz  von  selbst  auf  den  Begriff  der 
,,Projeäion*^  geführt  hat,  insoferne  man  das  llauptstrahlenbündel 
als  prajicirendes  Strahletibündel,   die  Hauptobene   als  Prqjectians- 
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ebene  auCFassen  und  also  z.  B.  in  Fig.  2  Dreieck  cde  als  Pro- 
jection  von  Dreieck  CDE  betrachten  kann.  Hier  ergibt  sich 
alvso  der  Begriff  der  Projection  direct  aus  der  Aufgabe,  die 
ideellen  Kaumconstructionen  praktisch  zu  verwirklichen,  ganz  unab- 
hängig vom  Sehprocess,  aus  dessen  mathematischer  Abstraction 
jener  Begriff  in  der  Regel  abgeleitet  wird. 


§  3.   Weitere  Rejduction  mit  Hilfe  des  Schnitt  Punktpostulates. 

Methode  der  cotirten  Projectionen. 

Die  Constructionen  auf  noch  einfachere  Operationen  im  Raum 
als  das  Ziehen  von  geraden  Linien  und  das  Abmessen  von  Strecken 
zurückzuführen,  ist,  wie  wir  sehen  worden,  nicht  möglich,  solange 
wir  an  den  Euklidischen  Postulaten  festhalten;  es  kann  aber  er- 
möglicht werden  durch  Annahme  des  SchnitipunUpostulates. 

Der  nächste  Schritt  zur  weiteren  Reduction  würde  der  Ver- 
such sein,  das  Ziehen  von  Geraden  und  Abmessen  von  Strecken 
im  Raum  amschliessUch  auj  Hauptstrahlen  zu  beschränken.  Be- 
zeichnet man  den  Abstand  eines  Punktes  von  seiner  Projection 
als  seine  „Cote^\  (unter  Verallgemeinerung  des  mit  dieser  Be- 
zeichnung gewöhnlich  verbundenen  Begriffs),  so  kommen  bei  dem 
Abmessen  offenbar  bloss  Coten  in  Betracht;  denn  die  Länge 
einer  beliebigen  auf  einem  Haupti>trahl  liegenden  Strecke  ergibt 
sich  als  Differenz  der  Coten  ihrer  Endpunkte. 

Mustert  man  nun  die  im  vorigen  Paragraphen  besprochenen 
Constructionen,  so  scheinen  sich  dieselben  in  der  That  leicht  der- 
art modificiren  zu  lassen,  dass  von  Operationen  im  Raum  nur 
das  Ziehen  von  Hauptstrahlen  und  das  Abmessen  bezw.  Auftragen 
von  Coten  zur  Anwendung  kommt.  Die  Modification  besteht 
darin,  dass  man  das  Ziehen  von  anderen  Raumgeraden  und  das 
Abmessen  von  Raumstrecken  in  den  ümklappungen  ihrer  pro- 
jicirenden  Ebenen  vornimmt. 

Wa^  zuerst  die  Bestimmung  des  Schnittpunkts  einer  Geraden 
mit  einer  beliebigen  Ebene  anlangt  (vergl.  Fig.  2,  S.  6),  so  waren, 
tun  den  Schnittpunkt  T  zu  gewinnen,   im  Raum  die  Linien  C-B, 
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DE,  FG  zu  ziehen.  Dies  kann  nun  dadurch  umgangen  werden, 
dass  nuui  sich  zuei>;t  die  Cotenläng(?n  fF  und  gG  ermittelt,  in- 
dem man  die  projicirenden  Dreiecke  ceO  und  deO  umklappt,  (man 
misst  z.  B.  die  Goten  cO,  cC,  eO^  eE  ab,  setzt  daraus  die  üm- 
klappnng  von  Dreieck  ceO  samt  der  Linie  CE  zusammen,  zeichnet 
die  Linie  fO  mit  Schnittpunkt  F  ein  und  misst  fF  ab).  Sind 
die  Längen  von  JF  und  gG  gefunden,  so  ist  es  weiterhin  leicht, 
die  ümklappung  der  projicirenden  Ebene  abO  mit  sämtlichen  in 
ihr  liegenden  Linien  zu  zeichnen,  wodurch  man  die  Projection  / 
sowie  die  Länge  der  Cote  tT  des  gesuchten  Schnittpunktes  ge- 
winnt. Schliesslich  erhält  man  dann  den  Punkt  T  im  Raum, 
indem  man  den  Hauptstrahl  Ol  zieht  und  auf  ihm  die  Cote  tT 
aufträgt. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sicii  die  (durch  Fig.  4,  S.  8)  illustrirte 
Lösung  der  Aufgabe  modificiren :  ein  beliebig  im  Raum  liegendes 
Dreieck  ABC  in  die  Hauptebene  umzuklappen  und  umgekehrt 
einen  Punkt  X  der  ümklappung  in  den  Raum  zu  übertragen. 
Um  zuniU^hst  die  Spurgerade  SU  zu  finden,  klappt  man  das  pro- 
jicirende  Dreieck  nbO  samt  den  Punkten  A  und  B  um,  alsdann 
ergibt  sich  Punkt  S  als  Schnittpunkt  der  Linie  ab  mit  der  üm- 
klappung von  AB.  Analog  beistimmt  sich  U  mittelst  ümklappung 
des  Dreiecks  acO.  Da  diese  zwei  Umklappungen  zugleich  die 
wahren  Längen  von  SA  und  SB,  UA  und  UC  enthalten,  so  kann 
nunmehr  die  Umklappung  313)6  des  Dreiecks  ABC  sofort  ge- 
zeichnet werden.  Um  weiter  d(}n  Raumpunkt  X  aus  seiner  Um- 
klappung X  zu  erhalten,  bestimmt  man  zuerst  die  Projection  x, 
indem  man  J©  und  XS  zieht,  wel(»he  die  Spurgerade  in  V  un<l 
W  schneiden,  dann  Vh  und  Wc  zieht,  die  sich  in  x  schneiden. 
Endlich  bestimmt  man  die  Cotenlängc  xX^  indem  man  das  pro- 
jicirende  Dreieck  xcO  umkhippt,  in  der  Umklappung  Punkt  (■ 
einträgt  und  WC  zieht,  w<»h*he  von  der  Umklappung  von  xO  die 
gesuchte  Cotenlänge  abschneidet.  Punkt  X  im  Raum  ergibt 
sich  dann  durch  Auftragen  der  Cote  xX  auf  dem  Hauptstrahl  Ox- 

Man  beachte  bei  diesen  Modificationen  wohl,  dass,  während 
es  sich  vorher  nur  um  ein  Abmessen  von  Strecken  im  Raum 
handelte,  nunmehr  auch  das  Außragen  von  Strecken  auf  Haupt- 
strahlen ins  Spiel  kommt. 
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Nun  darf  aber  nicht  vergessen  werden,  dass  in  allen  diesen 
Construotionen  noch  die  vorherige  Bestimmung  der  Projectionen 
der  einzelnen  Raumpunkte,  also  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte 
von  Hauptstrahlen  mit  der  Hauptebene  steckt.  Die  Lösung  dieser 
letzteren  Aufgabe  aber,  wie  sie  im  vorigen  Paragi*aphen  gegeben 
wurde  (vergl.  Fig.  3,  S.  7),  lässt  sich  in  keiner  Weise  auf  das  blosse 
Ziehen  von  Hauptstnihlen  und  Abmessen  von  Coten  zurückfüliren. 
Wir  kommen  also  zu  dem  Schluss,  dass  die  versuchte  Reduction 
nicht  möglich  ist,  solange  man  an  den  Euklidischen  Postulaten 
festhält,  dass  sie  aber  möglich  wird,  sobald  man  das  Postulat  der 
neueren   Geometrie   für  Hauptstrahlen   und  Hauptebene   adoptirt. 

So  gelangt  man  dazu,  die  folgenden  neuen  Postulate  betreffs 
der  im  Raum  zu  vollziehenden  Operationen  aufzustellen: 

Es  sei  möglich,  von  einem  festen  Punkt  (Hauptpunkt)  einen 
Strahl  nach  jedem  Punkt  des  Raumes  zu  ziehen,  dessen  Schnitt- 
punkt mit  einer  festen  Ebene  (Hauptebene)  zu  bestimmen  und 
auf  ihm  eine  Strecke  abzumessen  und  aufzutragen. 

Od(»r  anders  ausgedruckt: 

Für  jeden  Punkt  de^  Baumes  sei  dessen  auf  ein  gegebenes 
ProjecHonssystem  bezogene  Projectimi  bestimmbar  und  seifte  Cote 
abmessbar  und  auftragbar. 

Damit  sind  wir  nun  zu  der  darstellend-geomctnschen  „3fe- 
thode  der  cotirten  Projectionen*''  gelangt. 

Bei  der  praktischen  Verwertung  der  Methode  wird  der  Haupt- 
punkt oder  das  Projectionscentrura  am  bequemsten  im  Unendlichen 
in  zur  Hauptebene  senkrechter  Ri(*htung  angenommen,  wodurch 
sich  die  vorbesprochenen  Fundamentalconstructionen  principiell 
nicht  ändern,  wohl  aber  erheblich  vereinfachen. 

Auch  die  axonometrische  ConMructionsmethode  kann  in  ge- 
wissem Sinn  unter  denselben  (lesichtspunkt  untergeordnet  werden. 


§  4.    Die  Methode  der  doppelten  Projection. 

Bei  der  zuletzt  vorgenommenen  Reduction  blieb  als  Restbe- 
stand von  Operationen  im  Raum  1)  das  Ziehen  von  Strahlen  in 
einem  bestimmten  Strahlenbündel,  2)  das  Abgreifen  und  Auftragen 
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von  Massen  auf  diesen  Strahlen.  Das  zweite  ist  j«Mlenfalls  eine 
weniger  einfache  Operation  als  das  erste.  Man  kann  dah(M-  v<m'- 
suehen,  die  Construetionen  noeh  weiter  zu  niodifieiren  <hidurch, 
dass  man  die  zweite  Operation  in  Wefrfali  bringt  und  an  iln*e 
Stelle  eine  zweite  Auflage  der  ersten  Operation  treten  iässt. 

Man  wird  also  neben  dem  aus  Hauptstrahlenbündei  und 
Hauptebene  bestehenden  ersten  Projectionssystem  noch  ein  zweites 
Hauptstrahlenbündei  einführen,  welches  mit  einer  zweiten  Haupt- 
ebene ein  zweites  Projectiomsi/stem  bildet.  Der  Einfac^hheit  halber 
kann  man  (vergl.  Fig.  5)  den  zweiten  Hauptpunkt  0*  in  der  ersten 
Hauptebene  P  annehmen  und  die  zweite  Hauptebene  P  durch 
den  ersten  Hauptpunkt  0  legen. 

Die  gegenseitige  Lage  der  Hauptebenen  und  Hauptpunkte 
mag  man  sich  etwa  dadurch  bestimmt  denken,  dass  die  gemein- 
schaftliche Schnittkante  g  der  HauptebfMien  {Grundschnitt) ^  der 
von  ihnen  gebildete  Winkel  w,  und  in  jeder  Hauptebene»  der  be- 
treffende Hauptpunkt  gegeben  sei.  Es  ist  alsdann  leicht,  die  Ent- 
fernung  00*   der  zwei   Hauptpunkte   zu    bestimmen.     Fällt   man 

nämlich    (vergl.    Fig.   5)   in  P    von   0  die 

r"5I  \  Senkrechte  Oni   auf  g    und   errichtet  in  P 

\    /A^n"^         \  ^^"^  ff  '™  Punkt  m  eine  Senkr(»chte,  \vel(*he 

\;\  Yyf^v^    \  ^'**^      durch      0'     mit     g     gezogene      Pa- 

/  I  '^  \\  ^>w  /  i'allelen      in     n     schneidet ,      so      enthält 

/    t' \^  /  Dreieck  Omn  b(M  m  den  Winkel  ff,  Dreieck 

^  OnO'  ist  bei  n  rechtwinklig;  beide  Drei(M-ke 

*'^*    •  können    also    in  wahrer  (Jestalt   gezeichnet 

werden,  wodurch  sich  die  Länge  von  00*  ergibt. 

Es  ist  noch  daran  zu  erinnern,  dass  gemäss  den  EnntcM'ungen 
in  §  2  für  die  zweite  Hanptebene  nicht  das  Schnittpunktpostulat 
vorauszusetzen  ist.  In  der  That  (»rkennt  man  (vc^-gl.  Fig.  o),  dass 
wenn  a  und  a*  die  beiden  Projectioni^i  eines  Raumpunktes  A 
sind,  die  Linien  Oa*  und  O'a  sich  in  einem  Pimkt  ;;  des  (irund- 
si^hnitts  g  schneiden  müsscMi.  Ist  also  in  dci*  ersten  llauptebene 
die  Projection  a  vermcige  kX^}^  Schnittpunktpostulat<»s  bestimmt, 
so  findet  sich  die  zweite  Projection  a*  dadurch,  dass  man  OUi  bis 
zum  Schnitt  p  mit  g  zic^lit,  dann  Of)  zieht,  welche  von  OVl  in 
a*  geschnitten  wird. 
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k;irifi  rjiifif/i*-hr  auf  ir^ij^-L'U:  W*-i?i*-  umrafürrfi  wf-ni^-n: 

]  I^t  'v*-rid.  FiiT-  5.  'ü**  lä/.^*^  «irr  0»t*r  /j^l  abzumrs&»rn. 
?^/  ^'-tiriifii^  iiiitri  aij'-h  f.'>'h  di»r  zw»-itr  Ppjj*r«.-tX'»n  o*  «It*  Puiiktr^ 
>4  auf  'li<r  '»^i*-n  arii:»-ir*-^»*-rif-  Wvi*#-.  Hif-ranf  kann  nuui  (mittelst 
d'rr  al>'/<rf»^'— '-fi^-ri  .Str«-«k'e  //  0  nn*\  'Utv  t^in  für  sdi^niid  kr- 
-tirfifijt^rfi  0  0;  ^as  Dr*ri»-»k  O'pO  in  »ii^r  ^.-rst^  Hariptirb^ne  um- 
kUfif^-n.  in  dvr  Umkiaffpun^  I'unkt  ö*  vintnisrfn.  0  a'  und  Oa 
mit  S^rhnittffunkt  A  ^-inz^-ichn^fh  und  di^  uni^eklappt»^  C«>tfrDlÄn^ 
a  A    abm*-?s-^'n. 

2,  I«?t  lUh'ji'ki'Un  d^-r  Kaumpunkt  ^  mimd>t  Aiiftras*^n<  iler 
Con-  «1^4  auf  d«rnj  HaiipNtnthl  Oa  7m  b«.'>tiiDm<t'n.  s«i  zit-lit  man 
O  /i  bi--  p  und  /yO.  Ili»'n4iif  klappt  man  Dr»;i»>«-k  0'/>  O  in  lii»* 
<'r-)t'*  Haupt«'b<'n'*  um,  /if'ht  in  d'^r  Umk'Iappun*r  Oa,  tra<rt  auf  ihr 
aA  ]:W\*'\i  d'T  jr^'^r^rbf-n^rn  CoUr  auf  und  zifdit  0'-4  bis  a'.  Ueber- 
trä^rt  man  dann  Punkt  a'  aus  d^-r  Umklappun«;  auf  <üe  Linif  Op 
in  d«r  z\i«it<n  Hauptf-b^-nr-,  so  b«rstimmt  >irli  d».T  Punkt  A  im 
Kaum  al>  Schnittpunkt  d<,*r  zw^i  Ilaupt.^trahlrn    Oa   und  ffa'. 

Mau  b<'m<Tkf%  dass  di<r  Functinn^Mi  d«'r  zw<.*i  Hauptebenen 
nidit  jrh'icliw'.-rti^'  sind.  Während  die  mit  dem . Schnittpunktpostulat 
b<'haft^'te  <-r«te  Haupt^'b^-nr*  als  di«*  «*i;rentli<-he  Cunstnictionsebene 
funjrii't,  b*-sehränkfn  sieh  flie  OjKTdtionen  in  der  zweiten  Haupt- 
^'\}^'\U'  j<'dif:lif'h  auf  das  Ziehen  v«»n  Strahlen  dundi  0  und 
das  AbuH'Ss^-n,  br-zw.  Auftragen  von  Strecken  (C'oten)  auf  ihnen. 
Ks  ^-rs^h^'inj'n  also  dir  vorher  im  R^tum  vollzojrenen  Abmessnngs- 
o|)i;i'atioiM-n  nunmehr  in  die  zweite  Hauptebene  verleg.  — Ubri^»ns 
könmri  di**  Kolh-n  d<*r  zwei  Hauptebenr>n  selbstv<»rstänillich  be- 
Wi'h'v;:  ^etauwhf  w^rdrMi. 

Wir  sind  mit  di*'S<*m  Verfahren  zu  der  darstelh^nd-jreome- 
trisrlM-n  ^^Mf'thfHle  dtr  doppelten  Froj<*ction^^  ^^elan«rt. 

Hei  i\ii\'  praktischen  V^^rweitun^  der  Methride  können  zum 
Zwick  der  Vr^nMufarhun^  der  (,'onstni(tion<*n  die  zwei  Hauptpunkte 
in:  Unendlichen  in  zum  (irundschnitt  senkrwhter  Kiehtunjj  anfj:e- 
nommcn  und  kann  der  Winkel  w  der  zwei  Hauptebenen  «rleieh 
\)i)^  p'wälilt  werden.  Man  hat  dann  die  ^Xirnnd-  und  Aujriss- 
Mdhode**  von   Monqt'. 


/ 
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§  5.    Die  AufTassungsweise  der  Darstellenden  Geometrie. 

Es  ist  schliesslich  auf  einen  wesentlichen  Unterschied  zwischen 
unserer  seitherigen  Betrachtungsweise  und  der  gewöhnlichen  An- 
schauungsweise der  Darstellenden  G(M)metri(^  aufmerksam  zu 
machen,  wodurch  die  an  das  Schnittpunktpostulat  sich  knüpfenden 
Schwierigkeiten  aufgehoben  werden. 

Die  Euklidische  Geometrie  geht  von  der  Vorstellung  aus, 
dass  die  Punkte  im  Raum  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  unmittel- 
bar gegeben  seien,  und  schliesst  ihre  ideollen  Constructionen  an 
die  Raumpunkto  direkt  an.  Indem  wir  von  dieser  Auffassung 
unseren  Ausgang  nahmen,  nuissten  wir  bei  unseren  Versuchen, 
jene  ideellen  Constructionen  durch  Uebertragung  auf  eine  einzige 
Constructionsebene  zu  realisiren,  die  im  Raum  gegebenen  Punkte 
erst  in  Beziehung  zur  Constructionsebene  setzen  dadurch,  dass 
wir  ihre  Projectionen  bestimmten. 

Nun  können  wir  aber  diese  Vorstellungsfolge  auch  umkt^hren,  in- 
dem wir  uns  nicht  die  Punkte  im  Raum,  sondern  ihre  Projectionen 
und  Coten  (bezw.  doppelten  Projectionen)  ursprünglich  gegeben 
denken,  so  dass  also  die  Punkte  im  Raum  nicht  unmittelbar, 
sondern  mittelbar  durch  jene  Bestimnuingselemente  gegeben  er- 
scheinen. An  Stelle  der  an  die  Raumpunkte  anknüpfenden  ideellen 
Forderung  der  Bestimmung  der  Projectionen  und  Coten  tritt  dann 
die  ideelle  Aufgabe,  umgekehrt  aus  den  gegebenen  Projectionen 
und  Coten  (bezw.  doppelten  Projectionen)  die  Lage  der  Punkte 
im  Raum  zn  ermitteln,  bezw.  sich  in  der  inneren  Vorstellung  zu 
vergegenwärtigen. 

Dies  ist  nun  in  der  That  die  gewöhnliche  Auffassungsweise 
der  Darstellenden  Geometrie.  Durch  sie  kommen  die  Bedenken, 
die  sich  gegen  die  Annahme  des  Scrhnittpunktpostulates  für  die 
Constructionsebene  erheben  lassen,  in  Wegfall.  Denn  d'w  Frage, 
wie  denn  nun  eigentlich  die  lVoje(*tii)n  (Mnes  im  Riium  gegebenen 
Punktes  praktisch  bestimmt  werden  soll,  wird  dadurch  gegen- 
standslos. 

Berlin,  den  5.  August  181)2. 


Hbtomelie  Stoiie  aber  iie  •riMitehe  Enrngmi  ebeser 
Cinre«  vm  ieii  älteste«  Zeitea  kis  zm  Eide  des  acU- 

zebnteN  JabriHMrierls. 

\f;fj  A,  V.  Braunmähl  in  Ifiiociieii. 

W#?nn  ich  ♦^  bifT  ver^iicb^  eine  kurze  Skizze  der  Bestreb- 
iifKren  zu  entwerfen .  die  .seit  Entstehung  unserer  geometrischen 
Wiü<4^;n.Hchaften  darauf  gerichtet  waren,  complicirtere  Linien  als 
die  <#erade  und  den  Kreis  auf  organischem  Wege  zu  erzeugen, 
hff  kann  f^  weniger  meine  Absicht  sein,  Vollständigkeit  in  der 
Aufzahlung  der  hiezu  erfundenen  Instrumente  zu  erreichen  oder 
gar  eine  eingehende  B<^;lireibung  und  Kritik  derselben  von  mecha- 
nis<;heni  Standpunkte  aus  zu  geb^n ,  als  vielmehr  diejenigen  Mo- 
nient^j  in  den  einz^'lnen  Entwicklungs**pochen  der  Geometrie  klar- 
zulegen ,  aus  denen  das  Bedürfnis  nach  solchen  Mitteln  hervor- 
ging. Dabei  habe  ich  meine  Untersuchung  bis  g^en  Ende  des 
18.  Jahrhunderts  fortgeführt,  weil  bis  dahin  alle  Vorbereitungen 
getroffen  waren,  um  eine  systematische  Begründung  der  geometrischen 
B<.*wegungslehre  zu  ermöglichen ,  die  man  heute  in  dem  Namen 
Phoroiir»mi('  zusammenfasst. 

Unw;ro  Kenntnis  von  d(?n  geometrischen  Bestrebungen  der 
Cultiirv(")lker  beginnt  ungefähr  im  siebenten  Jahrhundert  vor 
Chr.  mit  dem  Auftreten  des  griechischen  Weisen  Thaies,  dem 
(jründer  der  jonischen  Schule.  Allein  die  Kenntnisse  dieser 
Schule,  sow(?it  sie  sich  aus  den  spärlichen  Nachrichten  ersehen 
lusKcn  f  die  auf  uns  gekommen  sind ,  müssen  noch  als  sehr  pri- 
mitiv bezfMchnet  werden ,  und  fanden  ihre  weitere  Ausbildung 
erst  in  der  italischen  Schule,  deren  Gründer  Pythagoras  war 
(56D— 4ÜH). 
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Obgleich  uns  nur  wenige  Namen  von  hervorragenden  Männern 
aus  jener  Zeit  bekannt  sind,  die  zur  Förderung  unserer  Wissen- 
seßhaft  beitrugen,  so  tritt  doch  der  Charakter  der  letzteren  bereits 
mit  grosser  Deutlichkeit  hervor,  denn  die  mathematischen  Kräfte 
centralisirten  sich  damals  bereits  auf  die  L^isung  dreier  Probleme, 
die  auch  in  der  Folge  die  hervornigendst^n  Geister  des  ganzen 
Altertums  beschäftigten,  und  die  Erweckung  und  Ausbreitung 
der  verschiedensten  (iedanken  im  Gefolge  hatten.  Es  sind  dies 
das  sogenannte  delische  Problem,  nämlich  die  Aufgabe  einen 
Würfel  zu  construiren,  der  doppelt  so  gross  ist  als  ein  gegebener, 
dann  das  Problem,  einen  Winkel  in  drei  oder  mehr  gleiche  Teile 
zu  teilen  und  endlich  die  Quadratur  des  Zirkels. 

Die  intensive  Beschäftigung  mit  diesen  drei  Problemen, 
welche  allen  Versuchen  einer  Auflösung  mittelst  Zirkel  und  Lineal 
beharrlichen  Widerstand  entgegensetzten,  war  es,  die  den  scharf- 
sinnigen Mathematikern  des  Altertumes  den  Gedanken  an  die 
Erzeugung  complicirterer  Curven  nahelegte,  mit  deren  Hilfe  die 
Lösung  dieser  Aufgaben  gelingen  sollte  und  auch  mehr  oder 
weniger  gelang.  Das  erste  Problem,  dessen  sagenhaften  Ursprung*) 
wir  übergehen,  wurde,  nachdem  es  Hijypokrates  von  Chios  (um  450) 
auf  die  Aufgabe  zurückgeführt  hatte :  zu  zwei  gegebenen  Strecken 
zwei  mittlere  Proportionalen  zu  construiren,  von  Plato  mittelst 
eines  Instrumentes  gelöst,  das  jedoch  nur  ein  unsicheres  Ileraus- 
probiren  der  gesuchten  Lösung  ermöglichte.  Diese  von  dem 
Conunentator  Eutokius  von  Askalon  **)  stammende  Nachricht  (der 
auch  Piatos  Instrument  abbildet)  gibt  wohl  zum  erstenmal  Kunde 
von  einem  Instrumente  zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben  und 
verdient  deshalb  hier  wenigstens  erwähnt  zu  werden,  obgleich  das- 
selbe nicht  zur  Erzeugung  einer  Curve  verwendet  wurde. 

Mit  dieser  empirischen  Lösung  nicht  zufrieden,  suchten  Plato's 
Schüler  nach  neuen  Mitteln,  um  die  schwierige  Aufgabe  zu  be- 
wältigen und  fanden  sie  auch  bald  in  den  Kegelschnitten,  deren 
Entdeckung  wahrscheinlich  dem  Menächmas  oder  dem  fast  gleich- 


*)  Vgl.  M.  Cantor:  Euklid  u.  sein  Jahrhundert.  Zeitschr.  f.  Math.  u. 
Phys.  Jhrg.  12.  Suppl.,  pg.  18. 

♦•)  Eutocii  Ascalonitao  in  Archimedis  libros  de  sphaera  et  cyliudro  atc^uc 
ailos  quosdam  Oommentaria.     Basiloao  1542.  pg.  15. 
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zeitigen  Aristaeus^  (im  5.  Jahrhundert)  der  5  Bücher  über  die 
Kegelschnitte  schrieb,  zuzuerkennen  ist.  Menäcbmus  löste  das 
delische  Problem  auf  zwei  Arten,  indem  er  einmal  zwei  Parabeln 
und  dann  eine  Parabel  und  eine  Hyperbel  verwendete,  und  da 
diese  Methoden  nur  dann  praktisch  angewendet  werden  konnten, 
wenn  Instrumente  erfunden  waren,  welche  eine  mechanische  Er- 
zeugung dieser  Curven  gestatteten,  so  werden  wir  kaum  fehlgreifen, 
wenn  wir  die  Erfindung  der  ersten  Kegelschnittzeichner  bereits 
in  die  Zeit  des  Menächmus  verweisen.  In  der  That  bemerkt  auch 
Eratosthenas  an  einer  Stelle,  dass  Menächmus  zur  Construction 
seiner  Curven  Instrumente  gebraucht  habe,  über  deren  Beschaffen- 
heit er  aber  leider  nichts  verrät*). 

Zur  Behandlung  des  zweiten  Problems,  der  sogenannten  Tri- 
section  des  Winkels,  wurde,  wie  Proklus  in  seinem  Commentar 
zum  Euklid  angibt,  von  Hippias^  einem  Zeitgenossen  des  Sokrates, 
eine  transcendente  Curve  erfunden,  die  auch  Dinostratas ,  der 
Bruder  des  Menächmus,  sowohl  auf  dieses  Problem,  als  auch  zur 
Quadratur  des  Kreises  anwandte.  Von  letzterer  Verwendung  er- 
hielt sie  den  Namen  Quadratrix  des  Dinostratus.  Dass  die  Alten 
auch  diese  neue  Curve,  wie  es  wahrscheinlich  ist,  mechanisch  er- 
zeugten, darüber  findet  sich  allerdings  in  der  Literatur  keine 
Spur,  dagegen  wurde  man  durch  die  Neuerfindung  dieser  und 
ähnlicher  krummer  Linien  zu  der  bekannten  Einteilung  derselben 
in  Classen**)  geführt,  indem  man  die  Gerade  und  den  Kreis  als 
„ebene  örter'^  die  Kegelschnitte  als  „körperliche  örter"  und 
die  übrigen  Curven  als  ,4ineare  örter"  bezeichnete,  welch  letztere 
man  auch  nach  ihrer  Erzeugung  „mechanische"  nannte.  Diese 
Einteilung  der  Örter  findet  sich  vorzugsweise  auch  in  jenen 
Schriften  wieder,  welche  zur  Zeit  der  Glanzperiode  der  griechischen 
Mathematik  verfasst  wurden,  die  mit  der  Gründung  der  Alexan- 
drinischen  Schule  durch  Ptolemäus  Lagi  begann  und  die  Heroen 

•)  Eutokius  1.  (;.  p.  22.  fühii;  einen  Brief  des  Eratosthenes  an  den  König 
Ptolemaeus  von  Aegypton  an,  in  welchem  jener  sagt:  „Accidit  enim  omnibus 
his  (Boarbeiteni  des  Problems)  dcscripsisse  demonstrative,  verum  non  posse, 
quae  invenerunt,  manu  efficere,  et  in  usum  deducere,  praeterquam  in  brevitate 
Menaechmi:  et  haec  difficulter." 

••)  Vgl.  z.  B.  Newton :  Arithmetica  universalis  Lugduni  1732  pg.  212, 
und  Chaales,  Geschichte  der  Geometrie  d.  v.  Sohncke,  Halle  1839.  pg.  2. 
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der  Mathematik  des  Altertumes,  Euklid,  Archimedes,  ApoUonius 
und  andere  hervorbrachte.  Aber  leider  haben  wir  gerade  aus 
dieser  an  geistiger  Arbeit  so  reichen  Epoche  nur  einen  Bericht 
über  eine  instrumentale  Erzeugung  (»iner  Curve  überkommen, 
Dämlich  der  sogenannten  Conchoidc  oder  Muschellinie  des  Niko- 
fnedes.  Dieser  Mathematiker,  der  im  2.  Jahrhundert  vor  Christus 
lebte,  nahm  das  delische  Problem  abermals  in  Angriff  und  gab 
eine  Construction  desselben  an,  die  uns  Pappus*)  und  Eutokius 
überliefert  haben,  und  welche  die  Lösung  der  Aufgabe  erforderte, 
durch  einen  festen  Punkt  eine  (Gerade  so  zu  legen,  dass  das  von 
ihr  durch  zwei  feste  Linien  abgeschnittene  Stück  eine  gegebene 
Lange  hat.  Hiezu  durfte  man  nur  den  Ort  bestimmen,  den  der 
eine  Endpunkt  jenes  constanten  Stückes  beschreibt,  wenn  der 
andere  die  eine  der  beiden  festen  Linien  durchläuft,  während  die 
Gerade  sich  um  den  festen  Punkt  dreht.  Die  durch  den  beweg- 
lichen Endpunkt  erzeugte  Curve  war  jene  Gont^hoide.  Nikomedes 
hat  zu  ihrer  Construction  ein  Instrument  erfunden,  dessen  Zusammen- 
setzung aus  der  nebenstehenden 
Fig.  L  ohne  weiteres  ersichtlich 
sein  wird,  die  wir  aus  des  Euto- 
kius Commentar  pag.  24  ent- 
nehmen**). Welch  vielfache  Ver- 
wendung diese  leicht  und  sicher 
zu  erzeugende  Curve  später  noch 
fand ,  werden  wir  weiter  unten 
sehen,  und  bemerken  hier  nur, 
dass  sie  Nikomedes  auch  zur 
Lösung  der  Trisection  des  Winkels 
verwendete,  eine  Ix)sung,  die  zwar  nicht  erhalten  ist,  aber  leicht 
reconstruirt  werden  kann***). 


*\'.  1. 


•)  Pappi  Alt»xandrini  oollectioiios  niathematicao.  E<1.  Commandiuus. 
Vonetiis  1588.  lib.  3.  pg.  5,  fernor  lib.  IV.  pg.  55.  —  Eutokius  1.  c.  pg.  24. 

**)  Das  von  Nikome(l(»s  vorfa.sste,  leider  vurloreno  Buch  hoisst  itepl  xo^- 
Xetotov  Yp<*|i.|i.">v.  M.  Curtz«?  hat  in  sei!n?n  R^liquiac  CoppernicaDae,  Zeitschr. 
f.  Math.  u.  Phys.  Bd.  29.  die  v«M"Schiedenen  Stellen  ^'csammelt,  welche  sich 
über  die  Conchoiden  in  den  uns  überlieforten  Schriften  der  Alten  finden. 

***)  Vgl.  Cantor :  Vorlesungen  über  Geschichte  d.  Mathematik,  Leipzig  1880, 
L  pg.  305. 
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Im  Anschluss  hieran  erwähnen  wir  noch  die  Erliudung  der 
CiBsoide  oder  Kpheulinie  durch  Diohles^  der  ebenfalls  im  2.  Jahr- 
hundert vor  Christus  lebte  und  mittelst  dieser  Curve  das  delische 
Problem  löste.  Doch  wissen  wir  nicht,  ob  er  eine  mechanische 
Erzeugung  der  Curve  gekannt  hat,  die  erste  uns  überlieferte 
rührt  von  Newton  her,  worauf  wir  noch  näher  zu  sprechen  kommen. 

Verfolgen  wir  die  spärlichen  Nachrichten,  die  von  den  späteren 
geometrischen  Arbeiten  der  Griechon  auf  uns  gekommen  sind, 
so  finden  wir  erst  um  die  Mitte  des  5.  Jahrhunderts  nach  Chr. 
wieder  eine  interessante  Notiz  in  den  Commentaren,  die  Prokltis 
(410 — 485),  Vorsteher  der  piatonischen  Schule  in  Athen,  zu  Eu- 
klids Werken  geschrieben.  Dieser  gibt  nämlich  die  mecha- 
nische Erzeugung  der  Ellipse  durch  die  Bewegung  eines  Punktes 
einer  (Geraden  an,  deren  Endpunkte  auf  zwei  Schenkeln  eines 
Winkels  hingleiten.*)  Bei  der  praktischen  Verwendung,  die  die 
Griechen  ihren  geometrischen  Erfindungen  gaben,  ist  es  wohl 
kaum  zu  bezweifeln,  dass  des  Proklus  Oedanke  auch  mechanisch 
ausgeführt  wurde.  Somit  müssen  wir  ihm  die  Erfindung  jenes 
Principes  für  Kegelschnittzeichner  zuschreiben,  auf  welchem  bis 
in  die  neueste  Zeit  herein  unzählige  Instrumente  beruhen,  die 
sich  nur  durch  die  technische  Ausführung  unterscheiden. 

An  Proklus'  EUipsenerzcugung  schliesst  sich  die  Erfindung 
eines  Instrumentes  zur  mechanischen  Beschreibung  der  Parabel  an, 
das  von  Isidorus  von  Milet,  einem  Philosophen  derselben  Schule,  her- 
rührt und  von  seinem  Ei-finder  ebenfalls  zur  Lösung  der  delischen 
Aufgabe  verwendet  wurde.  Der  schon  wiederholt  erwähnte  Eu- 
tokius,  ein  Schüler  des  Isidorus,  der  diese  Nachricht  überliefert 
hat,  gibt  nur  an,  dass  das  betreffende  Instrument  die  Gestalt  des 
griechischen  X  besessen  habe**). 

Das  ist  die  geringe  Ausbeute,  die  wir  für  unseren  Zweck 
aus  dem  Vermächtnis  der  griechischen  Mathematiker  auffinden 
konnten.  Mit  der  Verbrennung  jener  berühmten  Bibliothek  in 
Alexandria,    der  Metropole  griechischer  Bildung,   durch  den  ara- 

*)  Prodi  Diadoohi  in  primum  Euclidis  eleineutorum  libruni  Cornmcntarii 
Ed.  Friedlein.  Leipz.  1873  pg.  10«. 

*•)  Dies  erwähnt  Eutokius  l>ei  Oclc^enheit  der  Ausfühnin^  der  Construction 
dos  Monä('hiiiu8  für  die  Würfolvcrdoppoluiig  1.  c.  pg.  21. 
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bischen  Chalifen  Omar  im  Jahre  640  nach  Chr.  erlag  die  Cultur 
des  Altertums  dem  Verhängnis,  um  nach  kurzer  Zeit  gerade 
wieder  in  dem  Volke  zu  neuer  Blüte  zu  gelangen,  von  dessen 
Barbarei  sie  vernichtet  worden  war.  Denn  kaum  hundert  Jahre 
nach  der  Gründung  des  arabischen  Weltreiches  finden  wir  die 
Wissenschaften  unter  den  Abbasiden  in  hohem  Aufschwung,  und 
namentlich  war  es  die  Mathenuitik,  die  die  Araber,  tciils  von  den 
Indern ,  teils  von  den  (frieclion  überkommen ,  wenn  auch  mit 
wenig  selbständigen  Ideen  benuchert,  doch  mit  grossem  Fleisse 
und  Sachkenntnis  der  Nachwelt  überliefert  haben. 

Auch  in  der  arabischen  Literatur  treten  wieder  die  drei 
berühmten  Probleme  der  Griec^hen  in  den  Vordergrund ,  und  es 
sind  uns  verschiedene  Lösungen  derselben  durch  arabische  Mathe- 
matiker aus  dem  11.  Jahrhundert  nach  Ohr.  bekannt;  dazukommt 
aber  noch,  dass  die  Araber  die  Ijösung  der  gesamten  (ileichungen 
dritten  und  einiger  vierten  Grades  mittelst  der  Kegelschnitte 
gaben ,  Untersuchungen ,  die  uns  erst  in  den  letzten  Decennien 
namentlich  durch  Franz  Wöpcke  bekannt  geworden  sind.  Was 
die  instrumentale  Erzeugung  der  Curven  anlangt,  so  ist  uns  aus 
der  arabischen  Literatur  zunächst  die  sogenannte  Oärtner-Con- 
struction  der  Ellipse  mittelst  einer  in  den  beiden  Brennpunkten 
befestigten  und  durch  den  beschreibenden  Stift  gespannten  Schnur 
bekannt,  die  von  dem  jüngsten  der  drei  Brüder  Mohammed,  Ahmed 
und  Alhasan,  den  Söhnen  des  Musa  Jbn  Schakir,  eines  einfluss- 
reichen Mannes  am  Hofe  des  Chalifen  Almamun  (regierte  813  bis 
833)  stammt*) 

Ausserdem  hat  uns  Wöpcke,  der  ausgezeichnete,  leider  zu 
früh  verstorbene  Kenner  der  mathematischen  Literatur  der  Araber 
mit  drei  Abhandhingen  über  einen  allgemeinen  Kegelschnittzirkel 
(compas  parfait)  bekannt  gemacht,  die  bezüglich  aus  dem  10.,  11., 
und  12.  Jahrhundert  von  den  Arabern  Ahmed  Jbn  Mohammed 
Jbn  Abdel  DjelU  esSidjzi,  Ahou  Sehl  Outdjen  Jbn  Ouestetn  el- 
Kouhi    und    Mohummed   Jbn    Hocein    stammen.**)      In  der    im 

•)  Vgl.  M.'C^ntor.  Vorl.  ü.  G.  d.  M.  B(l.  I.  pg.  629  und  WooiKike,  Jour- 
qhI  asiatique  1855.  pg.  223. 

**)  Troifi  traitcs  Arabos  sur  lo  tompas  parfait,  pubLios  et  traduits  i)ar 
Fr.  Woepcke,    Noticos  et  cxtraits  dos  inanuscrits  de  la  Bibliothequo  national  et 


CO  A,  T.  BralODlDQhl.  Stadj«:  q>j<t  rarr<A*Tz«nj^«B|^ 


Tonin>»tfiiendefi  Abhandlang  df^»  letzten  der  drei  Ib- 
tbematiker  find^  i»di  die  AhbU- 
dfJD^  df«  In^^tnimeote^ ,  die  wir 
in  Fig.  2  wiedergeben.  Diese» 
Inntrument  verdankt  Keine  Ent- 
i^biing  der  Ton  den  Arabern 
»chon  frühzeitig  genia/r;hten  Be- 
obachtung, dassdie  Linien,  weiche 
der  Endpunkt  des  «Schattens  eines  ¥^72. 

Gnomons  ^>esch^eibt,  Kegelschnitte  sind  (vgl.  1.  c.  pag.  17.)  Das 
Instrument  gibt  also  dire^-t  die  Curve  als  Schnitt  eines  Kegels 
mit  einer  Ebene:  es  besteht  ans  einer  (in  unserer  Rgur  senk- 
nx^hten)  Axe,  die  unter  einem  beliebigen  Winkel  gegen  die  Zeich- 
nungsebene eingestellt  werden  kann:  auf  dieser  Axe  sitzt  eine 
um  dieselbe  drehbare  Hülse  auf,  die  einen  Zirkelkopf  trägt,  um 
welchen  ein  Zirkelfuss  gedreht  werden  kann,  der  sich  unter  be- 
liebigem Winkel  g^en  die  Axe  einstellen  lässt  und  ein  Röhrchen 
trägt,  in  welchem  ein  langer  Zeichnungsstift  so  verschiebbar  ist, 
dass  derselbe  während  der  Drehung  des  Instrumentes  im  Con- 
tacte  mit  der  Zeichenebene  erhalten  werden  kann.  Während  der 
älteste  der  drei  Autoren,  Ahmed  Jbn  Mohammed,  das  Instrument 
nur  ganz  kurz  beschreibt,  behandeln  es  die  beiden  anderen  ein- 
gehend und  bestimmen  in  übersichtlicher  und  klarer  Darstellung 
die  verschiedenen  Stellungen,  die  die  Teile  des  Instrumentes  haben 
müssen,  um  Gerade,  Kreis,  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  zu  ver- 
zeichnen. 

Mohammed  Jbn  el  Hocein  teilt  in  einer  Einleitung  zu  seiner 
Schrift  mit,  dass  die  Alten  (ob  er  darunter  die  Griechen  oder 
Vorfahren  eigenen  Stammes  versteht,   lässt  sich  leider  nicht  ent- 

AutrfiH  BiMiothr*quo8.  1874.  t  22.  Das  hier  voröffciitlichto  Manusrript  befindet 
Hicli  in  der  Bibliothek  zu  Leyden  Nr.  1076.  Auf  di<.*se  wichtif^e  Veröffentlich- 
ung wurde;  ich  durch  eine  j<ütif^«i  Mitteilung  des  Herrn  M.  Cantor  aufmerksam 
gomai^ht.  —  Wc^ejM-ke  gibt  als  Einleitung  zu  seiner  Übersetzung  ein«*  Ableitung 
der  Formeln,  die  zwischen  dem  Öffnungswinkel  des  Kegeb^  a,  der  Neigung 
H<»iner  Axe  ß  gegen  die  Schnitt^.b<'ne,  der  grossen  Axe  2a  und  dem  Parameter 
2p  des  Kegelschnittes  l>estehen,  n)ittelst  des  Dandelin'schen  Satzes.  Diesen 
8atz  benützte  in  neuester  Zeit  Herr  Hildebrandt  zur  Construction  eines  Kegel- 
schnittzeichnors ;  vgl.  £.  Fischer.     Dingler  polytechn.  Journal  Bd.  282.  pg.  241. 
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scheiden)  ein  allgemeines  Instrument  zum  Zeichnen  der  Kegel- 
schnitte erdacht  hätten,  und  dass  er  in  einem  Werke  des  be- 
rühmten AbouV  Reihan  ol-Biroumi  die  Notiz  gefunden  habe,  dass 
Abou  Schi  Ouidjen  ein  solches  Instrument  angab,  dass  er  aber 
chis  Werk  des  letzteren,  worin  es  mitgeteilt  sei,  nicht  habe  auf- 
finden können.  Deshalb  habe  er  sich  selbst  an  die  Erfindung 
eines  solchen  Apparates  gemacht,  die  ihm  auch  mit  Beihilfe  seines 
Herrn  des  Scheik  Abou'l  Ma'ali  Mou<;a  Ben  Jounos  gelungen  sei. 
Das  fragliche  Werk  des  Abou  Sehl  ist  nun  aber  gerade  unsere  zweite 
Abhandlung,  die  also  doch  nicht  so  ganz  unauffindbar  gewesen 
zu  sein  scheint!  Dieselbe  übertrifft  an  Klarheit  und  Reichhaltig- 
keit die  des  Hocein  entschieden,  zumal  da  Anweisungen  gegeben 
werden,  wie  mittelst  des  Instrumentes  Kegelschnitte  zu  zeichnen 
sind,  die  gegebenen  Bedingungen  genügen. 

Das  Bedürfnis  nach  solchen  Instrumenten  war  bei  den 
Arabern  teils  den  Anforderungen  der  Kunst  (vgl.  1.  c.  p.  21), 
teils  denen  der  Wissenschaft  entsprungen.  So  führt  Woepcke 
in  seinem  Werke  L'Algc^bre  d'Omar  1851.  pag.  93  einen  Mecha- 
nismus an,  dessen  sich  der  Mathematiker  Jhn  Ahaftham  zur  Con- 
struction  eines  Archimedischen  Problems  bediente,  das  auf  die 
Gleichung  x**  —  ex'  -|"  ^^^  =  ^  führt  und  in  Ahaithams  Auf- 
fassung die  wenn  auch  unbewusste  Construction  einer  Fusspunkten- 
curvo  der  Parabel  verlangt.  Ebenso  haben  die  Araber,  nach 
Woeptjke,  die  Kreisconchoide  zu  den  Problemen  dritten  Grades 
benützt,  deren  Kenntnis  sie  wahrscheinlich  schon  von  den  Griechen 
überkamen.*) 


•)  Vgl.  hierüber  auch  M.  Cuiize:  ll«4iquLao  Copp(Tnicanao  in  der  Zeitjwrhr. 
f.  M.  u.  Ph.  Bd.  IH.  pg.  449  und  450  und  in  der  von  ihm  besorgten  Horaus- 
galw?  des  „IJb<*r  triuni  fratruni",  Nova  Acta  A(^ad.  Caes.  Leopold.  Car.  germ. 
naturae  curiosorum.  t.  49.  1887  pg.  155.  Hier  wird  die  Trisö<;tion  dos  Winkels 
mittelst  der  von  Woepi^ke  als  „geonuHrio  mobile"  bezeichnebm  Methode  geleistet. 
Woepcke  sagt  hierüber:  „I>;  i»roced6  de  la  geometine  mobile  consisto  a  faire 
pivotor  autour  du  point  D  une  regl^N  divise<3  en  ]>arties  aliquotes  du  rayon, 
jusqu'a  ee  qu(!  le  nombre  des  parties  intorc«pte<;s  entrt^  la  cinKjuferenoe  de  cen^le 
et  le  prolongemcnt  de  AI)  soit  egal  au  nombn^  de  ces  paiii(\s  qui  eorresiK)nd 
a  Li  longueur  du  rayon.''  Die  Zei<  hnung  des  beschriebenen  Oi^tes  würde  die 
Kreisconchoide  liefern.  DassellK)  Verfahren  findet  aivh  dann  wieder  bei  Cam- 
panus in  seiner  Tebei-setzung  des  Euklid  und  bei  Jordanus  Nemonirius  im 
13.  Jahrhundert,  der  iu  seinem  „LikT  de  triangulis"  die  (>)nstrmrtiou  der  drei 
Brüder  wörtlich  reproducirt. 
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Im  Ab^-ndlainl.  wo  nur  allmaJisr  'lurr:h  ü'^rlehrte  Mr»nchf-  dk* 
Wi.-H/;niMrhaft  'If-r  ArahK-r  in  d^rn  Kl'rjtfrrn  Ein^ii*:  g*.'furi<i»-n  haue? 
ohfi^i  '\(Aifc\\  in  breiUrn,'  ivrhi^ht^-n  df-s  Volkf-s  zu  dringen.  Jag  die 
O^f'/metri^-  n^Krh  langer  Z'rit  ti^rf  danii^-'ler.  bis  endlich  vom  Ende 
dr-s  15,  Jahrhundert»  ab,  teiU  au»  d^*n  R^.'ihen  d*T  Praktiker*) 
Männer  wie  Lifmardo  äti  Vhtci  und  Alkrethi  Dürer  aurtraten .  die 
die  gH>metri.Srf:hen  Wis.v-n.>Jiaften  Pirderten.  teil>  Cbers^'tz».'r  und 
Oimmentatonrn,  wie  ComntarulinuJf  und  der  Gri^fche  ^laHrfAykwi 
die  Geometrie  der  Grier;hen  wie^ier  aus  ihn.'m  tau.s^^ndjähn^n 
S^'hlafe  erwfM'kten ,  sm  da>s  di«-  {re<inietri>4-he  Furxhun^  anfangs 
zwar  langsame  F'ortschritte  machte,  bald  aber  an  Allgemeinheit 
die  griKrhiwhen  Vorbilder  übertraf. 

Fass^m  wir  zunächst  die  beiden  eben  genannten  grossen 
Künstl^T  in«  Auge,  s^^  tritt  uns  Lionardo  da  Vinci**)  (1452  bis 
151Ü)  als  der  Erfinder  des  bekannten  Ovalwerkes  oiler  der  Ellipsen- 
drehbank entg^'g^m,  die  in  wenig  veränderter  Form  noch  heute 
im  Gebrauch  ist:  Alhr(icht  Dürer  aber  gibt  in  seiner  •,üuder- 
weysung  der  messung  mit  dem  zirkel  vn  richtscheyt",  Nürnberg 
1525,  ausH<;r  verschiedenen  Methoilen  die  Kegelschnitte  punkt- 
weise; zu  construiren,  zwei  Instrumente  zur  Zeichnung  von  Curven 
an.  Das  eine  (Fig.  3)  dient  zur  Zeich- 
nung einer  von  ihm  ,,muse:hellini"  ge- 
nannten Curve  4.  Ordnung,  „die  in  man- 
cherlev  Sachen  zu  bruuchenn  ist**.  Das 
in  der  Figur  sichtbare  Rädchen  wird  in 
der  horizontal  liegenden  Rinne,  die  in 
32  Teile  gf»teilt  ist,  verschoben,  während 
der  um  die  Axc^  des  Rüdchf^ns  dn»libare 
Zeiger  längs  der  in  32  ebenso  grnss(j  Teile 
getcilt(»n    verticahm    geschlitzt(»n  Schiene 


Fi-.  3. 


'j  l>i<5  (loiits<;hnii  Hauhütten  (Jos  Mitti*laltoi"s  haben  er\vies4»Dcnnassen  nach 
U^WuwwUiW  ^«onH'trischon  Noriiujn  ^«»arlMMtot ;  S.  Oünth<ir:  Zur  (JeschU-htt»  (J«*r 
Math,  im  Mittehilt(»r.  Zt.sihr.  f.  M.  u.  Ph.  B<1.  20.  Hist.  Ahtl.  \)\r.  2. 

•*)  DasM  Lionardo  (Jas  ( Kalwork  erfand,  (»rgiht  sirli  aus  einer  Bemerkung 
in  der  Schrift  J»niazzo's :  Id(ia  <lel  tempio  d<^lla  pittura.  1590  pg.  17,  woselbst 
der  Verfa«Kor  mit  BiTufung  auf  Melzi,  einen  .S<rhüler  Lionardo's,  angibt,  dass 
dor8«db»j  diiK  Ovalwork  «onstruiii  habe:  „Oltre  di  «io  egli  ritrovo  l'aile 
d*intoniir  gli  ovali  (^he  «'»  cosa  degua  di  molta  maraviglia. 


\ 
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Fig.  4. 


jedesmal  auf  dieselbe  Nummer  eingestellt  wir<l,  auf  welclier  der  Mittel- 
punkt des  Rädchens  steht ;  hiebei  markirt  die  Spitze  des  Zeigers  die 
Punkte  der  Curve.  Das  zweite  Instrument  ist  verfertigt  „damit 
man  an  vil  end  /lioch  /  nyder  /  zur  seytten  /  für  sich  oder  hynder 
sich  /  eyne  schhingenlini  deuten  vn  reysson  mag."  Die  in  Fig.  4. 
ei-sichtlichen  Stangen  können  an  den  ge- 
teilten Rädern  (deren  Radien  sich  wie  4 : 
2V  2 :  1  2  verhalten)  unter  beliebigen  Winkeln 
eingestellt  und  ausserdem  verlängert  oder 
verkürzt  werden  und  lassen  sich  um  die  Axen 
der  Räder  nach  allen  Richtungen  bewegen. 
Man  erkennt,  dass  man  mit  diesem  Instru- 
mente je  nach  Stellung,  Bewegung  und  An- 
zahl der  Stangen  die  verschiedensten  cy kuschen 
Curven  erzeugen  kann ,  als  deren  Erfinder 
also  Dürer  gelten  muss.  *)  So  erhält  man 
z.  B.  wenn  die  beiden  mittleren  Stangen  fest- 
gestellt, und  nur  die  erste  und  letzto  be- 
weglich gelassen  werden,  die  Punkte  einer  gewöhnlichen  Epicykloide 
mit  einer  Schleife,  sobald  man  die  beiden  Arme  um  gleich  viele 
auf  den  Rädchen  abzulesende  Grade?  in 
gleichem  Sinne  dreht.  Diese  Epicykloide 
zeichnet  Dürer  und  nennt  sie  eine  „spinnen- 
lini";  ihre  Erzeugung  durch  zwei  aufeinander 
rollende  Kreise  von  gleichen  Radien  kennt 
er  jedoch  noch  nicht. 

Während  Lionardo  und  Dürer  das 
praktische»  Int(M'esse  im  Auge  hatt(Mi,  tritt 
uns  in  dem  Venetianer  Francesco  Barozsi 
(Barocius),  d(mi  Übersetzer  und  Commen- 
tator  (l(>s  Proklus  und  Heron  ein  Mathema- 
tiker (entgegen,  dei'  in  seinem  1586  v(»rfiiss- 
ten  Buche  über  Asymptoten**)  zwei  Ap[)arate 

♦)  S.  Günther:  Albn*(;ht  Düht,  einer  clor  IV^n-üuder  der  niodemou  Curven- 
lehi*o.     Bibliotheca  niatluMiuitioa  v.  Knneströni.  188<>.  pg.  131). 

**)  Bezüglich  der  genaueren  ('itate  verweise  ioh  auf  meine  Notiz  über 
die  ersten  Kefiftlsohnittzirkel.     Zeib<elir.    f.  M.    un<l  Phys.    B.   35.     Hist.    Abtl. 


^ft-Aaoikf^i  \¥fimhihf%.  wi^  da.*  v^/n  iin>  früb^  Ma$^ffi&biUT  tU^r  Araber. 
Bair'^^u.*^  4^rr  «^ri  Ifk^tmm^^t  «rafarw-b^nlk-h  unahhancür  tod 
Vfin^i  ara>^i.v'b^i  Voriäfiferri  Ifj^jO  fniami.  idbc  4a.wrlb<t  aoc-fa 
ikWj  4wr  Z^'hriun^  und  Bfr^^-hreibon^  #riney  r/^  eÜK^m  Zeitge- 
iKw^'i'rfrfi  Gimlw  TkUme  ^ilo^y  ^rfun^leo^m  Zirkel*.  despHen  man^ei- 
harfte  AbbiMun^  wir  af>er  hier  ni-^rht  wiedergeben  wrJlen,  Da> 
in  Y\^h,  abgebildete  lantrument  l«ft  dem  der  Araber  ?<^>  ahnlii-fa. 
da»^  e>»  ohne  w^itfr*r  Erklärung  %'er'<tandlieh  !?ein  durfte. 

Ein  äbolicbes  Instmoient  zum  Zeichnen  Ton  Ellipsen,  wahr- 
ifcheinlicfa  für  Handwerker  b^^-^ftimmt ,  findet  siefa  in  dem  1578 
enerhienenen  Tbeatrum  marirbinarum  et  instrumentomm  Ton  6ess«>nL 
el¥^^>  jichlecht  gezeichnet  al»  erklart,  woselbst  auch  ein  Zi]k:el 
zum  Beficbreiben  von  Spiralen  ang«^;eben  ist.  Doch  halten  wir 
un«  hierbei  nicht  länger  auf  und  erwähnen,  der  Zeit  etwas  vor- 
greifend, den  KegelHchnittzirkel  des  Astronomen  Ckrigioph  Sckeiner 
(157^—1650;,  derauf  dem  gleichen  Principe  wie  die  Instrumente 
den  Banizzi  und  der  Araber  beruht,  aber  eine  etwas  bessere  Aus- 
führung zeigt,  8r;heiner  crinstruirte  ihn  spe<-iell  zum  Zeichnen 
der  Schattencurven,  Diese  Curven.  bereits  den  Arabern  als  K^el- 
Hchnitte  bekannt,  scheinen  im  Mittelalter  erst  durch  den  oben  er- 
wähnten Maurolykus^;  wieder  als  solche  erkannt  worden  zu 
sein,  als  derselbe  einen  Tractat  über  die  Sonnenuhren  schrieb,  die 
damals  die  Mathematiker  vielfach  bescrhäftigten.  Dieser  Zirkel 
hesk'ht  (Fig.  6.)  aus  einer  Axe  AB,  die  unter  beliebigem  Winkel 

pag,  101,  die  oine  Biographie  d^s  im  Text  erwähnten  Gialio  Thiome  veranlasste: 
(f.  'Hiieuie,  uomo  d'arme  e  di  »cienze  del  secolo  XVI.  Venezia  da  Fedele 
fjifiipertir^i  1891.  Interesüant^;  Notizr^n  über  Barooius  finden  sich  in  libri: 
HiKbiire  de  gcienoes  math/'matiques.  t.  4.  p.  85—87.  —  Eine  sehr  schöne 
Zusammenhiellnng  der  neuen?n  Apparate  zum  Zeichnen  der  Kegelschnitte  findet 
man  in:  K.  FiH^;her:  Heitrage  zur  Gewihichte  der  Zeicbuninstrumente.  Dinglers 
IKilyt/jirbnis/'h*»«  Journal.  B.  188.  217.  261. 

•)  J>ie  Stelle  findet  sich  in  den  1553  und  1578  erschienenen  ,,De  lineis 
horariis  libri  trf.»s."  Ausg.  1575.  pag.  81-82.  Von  da  ab  werden  in  d»»r 
Üteratur  über  Onomoni k  die  Stundenlinien  stets  als  Kegelschnitte  constrnirt, 
Htf  z.  B.  in  dem  zu  Rom  1562  erschienenen  Werkchen  des  Commandinus:  „De 
homlogiorum  des<;riptione"  pag.  56,  sowie  in  des  berühmten  Christoph  Clavius : 
„Fabriiaet  usus  inKtrumttnti  ad  horologioruni  descnptioneui".  Komae  1586.  pag. 46. 
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Fig.  6. 


gegen  die  Zeichnungsebene 
festgestellt  werden  kann 
und  die  ganze  Vorrichtung 
trägt.  Der  graduirte  Halb- 
kreis C  D  E  ist  in  einer 
Hülse  um  die  Axe  leicht 
drehbar,  und  kann  in  be- 
liebiger Höhe  auf  derselben 
durch  die  Hohlkügelchen  C 
und  E  festgestellt  werden. 
Die  Schiene  PG,  die  längs 


des  Schlitzes  um  die  Schraube  D  aufwärts  und  abwärts  ge- 
schoben werden  kann,  trägt  den  Zeichenstift  und  wird  unter 
einem  bestimmten  Winkel  gegen  die  Axe  eingestellt,  was  in  der 
Weise  geschehen  kann,  dass,  während  man  Halbkreis  und  Schiene 
D  F  um  die  Axe  dreht,  der  Stift  beständig  die  Zeichnungsebene 
berührt.  Scheiner's  Schüler,  Georg  Schönberger,  der  das  In- 
strument in  seinen  „Exegeses  fundamentorum  gnomonicorum'S  In- 
golstadt 1614,  beschreibt,  gibt  genau  die  Stellungen  an,  die  Axo 
und  Stift  haben  müssen,  damit  man  die  drei  verschiedenen  Gatt- 
ungen von  Kegelschnitten  erhalte.  Zur  Construction  von  Sonnen- 
uhren, für  die  es  be- 
stimmt war,  mag  das 
Instrument  wohl  brauch- 
bar ge\^esen  sein,  ob- 
wohl es  kaum  sehr  feine 
Zeichnungen  geliefert 
haben  wird. 

Zu    diesen   Kegel- 
schnittzeichnem  gesellt 
sich    noch    ein   Instru- 
'i  ment,  das  die  Hyperbel 
aus  ihren  Brennpunkten 
und  der  constanten  Dif- 
ferenz der  Radien vectoren   zu  erzeugen    lehrt  und  sich  in    einem 
hinterlassenen  Manuscript  des  berühmten  Italieners  Guido  Uhaldo 
del  Monte  (1545—1607),  einem  Schüler  des    Conmiandinus  und 
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Zeitgenossen  Galileis  findet.*)  In  Fig.  7  sind  a  und  b  die  beiden 
Brennpunkte.  Die  Schiene  bm  wird  in  b  auf  der  Zeichenebene 
festgesteckt,  in  a  ist  ein  Schieber  mit  einem  Stift,  durch  den  die 
Schiene  kl  ebenfalls  befestigt  und  zugleich  je  nach  der  Axenlänge 
an  der  zu  zeichnenden  Hyperbel  verlängert  und  verkürzt  werden 
kann.  Ferner  sind  auf  den  gleichen  Längen  bm  und  In  gleiche 
Masstäbe  aufgetragen,  so  dass  man  die  beiden  Lineale  durch  Dreh- 
ung um  ihre  festen  Punkte  in  den  Punkten  zur  Kreuzung  bringen 
kann,  die  mit  gleichen  Nummern  versehen  sind.  Diese  Kreuzungs- 
punkte sind  dann  die  Punkte  der  Hyperbel.  Es  scheint  dieses 
Instrument  das  älteste  zu  sein,  das  zu  einer  wenigstens  punkt- 
weisen Erzeugung  der  Hyperbel  aus  einer  ihrer  Eigenschaften 
dient.  Anschliessend  an  die  Mitteilung  desselben  gibt  XJbaldo 
auch  die  auf  demselben  Principe  beruhende  continuirliche  Be- 
schreibung der  Hyperbel  durch  Fäden,  die  der  Gärtnerconstruction 
der  Ellipse  durch  Alhasan  entspricht. 

Wir  haben  eingangs  unserer  Abhandlung  gesehen,  dass  die 
Griechen  die  Curven  in  drei  Classen  einteilten :  die  ebenen ,  die 
körperlichen  und  die  linearen  oder  mechanischen  örter.  Diese  Unter- 
scheidung behauptete  sich  bis  zum  Erscheinen  der  Geometrie  von 
Rene  Descartes  (1596 — 1640)  im  Jahre  1637.  Dieser  grosse 
Philosoph  und  Mathematiker,  der  in  jenem  bescheidenen  Werkchen 
die  Grundlage  unserer  analytischen  Geometrie  schuf**),  unterzieht 
jene  Einteilung  im  2.  Buche  desselben  einer  eingehenden  Analyst 
und  kommt  zu  dem  Schlüsse,  dass  dieselbe  keineswegs  berechtigt 
sei,  da  die  Kegelschnitte  sowohl  als  die  höheren  Curven  ebenso- 
gut als  ebene  örter  aufzufassen  seien,  wie  Gerade  und  Kreis, 
indem  sie  wie  diese  durch  Bewegung  eines  Punktes  in  der  Ebene 
erzeugt  werden  können,  und  jegliche  Bewegung,  die  durch  ein 
Instrument  hervorgebracht  werden  kann,  in  der  geometrischen 
Forschung  in  gleicher  Weise  berechtigt  sei.  Auch  sagt  er  sehr 
treffend,   dass   die   leichtere    oder  schwierigere  Ausführung  eines 


•)  Libri:     Histoire   des  sc.   math.   en  Italie.    t.   4.    pag.  380.    Note  VII. 

•  •)  GeometrJa  a  Kenato  Des  Cai*tes  anno  1637  gallice  edita.  Editio  Franc. 
Schooteu.  Amstelodami  1659.  pag.  17—23.  Bezüglich  der  Vorläufer  Descartes* 
in  seiner  Coordinatenmethode  vgl.  M.  Curtze:  Die  mathem.  Schriften  des 
Nicole  Oresme,  Zeitschr.  f.  M.  u   Ph.  B.  XIII  SuppL  p.  68-92. 
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Fig.  8. 


laetrumentos  Tiel  eher  den  Gebrauch  desselboii  aus  der  MechaDik 
als  aus  der  Geometrie  verbannen  müsse ,  da  es  ja  bei  letztoi'er 
nur  auf  die  Exactheit  des  Gedankens  (ratiocinatio)  ankomme,  die 
bei  joder  Erzeugung  von  Curven  gleich  volistüudig  sein  kiiiine 
(aeque  perfecta  esse  potest).  Dagegen  will  er  nicht  ganz  conse- 
quent  die  von  Leibniz  als  transscendeiit  bezeichneten  Curven, 
wie  die  Spirale,  die  Quadratrix  und  andere,  von  der  Geometrie 
ausgeschlossen  wissen.  An  diese  Gedanken  anschliessend  gibt 
er  als  Beispiel  eino  Erzeugung  liöherer  algebraischer  Curven  an, 
die  man  durch  ein  in  Fig.  S. 
abgebildetes  fustrument  erreicht. 
das  nach  seiner  Ansicht  eben- 
sogut zu  verwenden  ist,  als  ein 
Zirkel.  Dasselbe  besieht  Fig.  8. 
aus  einem  festzuhaltenden  Line- 
ale Y  Z ;  um  Punkt  Y  ist  eine 
zweite  Schiene  YX  drehbar,  die 
in  B  ein  senkrecht  zu  ihr  be- 
festigtes Ijneal  B  C  tragt,  während  die  übrigen  in  beliebiger  Zahl 
vorhandenen  Winkel-Lineale  C  D,  D  E  etc.  sich  bei  Ooffuung  des 
Winkels  X  Y  Z  in  leicht  ersichtlicher  Weise  ISngs  der  Schienen 
X  Y  uud  Y  Z  vorschieben ,  wobei  Punkt  B  einen  Kreis ,  die 
Punkte  D,  E,  F  etc.  aber  complicirtero  Curven  beschreiben.  Hieran 
anschliessend  zeigt  er  an  einem  einfacheren  Beispiele  (Erzeugung 
einer  Hyperbel  aus  ihren  Asymptoten  und  einer  Axe),  wie  man 
eine  solche  durch  beliebige  Bewegung  erzeugte  Curve  mit  Be- 
ziehung auf  ein  festes  Coordinateu  System  durch  eine  Gleichung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  darstellen  kann,  und  liiedurch  eine 
.sachgemässere  Einteilung  der  Curven  nach  dem  Grade  ihrer 
Gleichung  erhält.  Doch  verfolgen  wir  diesen  Gedanken ,  der  für 
die  Curvenlehre  so  fruchtbar  wurde,  nicht  weiter  und  beschränken 
wir  uns  auf  die  Wiedergabe  der  mechanischen  Erzeugung  der 
sogenannten  Cartesischen  Ovale,  die  er  in  demselben  Werke  pag.  54 
angibt.  Sie  verdanken  ihre  Entstehung  optischen  Betrachtungen, 
indem  sie  die  Eigenschaft  besitzen,  Lichtstrahlen,  welche  von 
einem  Funkte  ausgehen,  durch  Refraction  wieder  in  einem  Punkte 
zu  vereinigen.     In  Fig.  9.  ist  F  A  ^  A  G  und  F  G  in  L  so  geteilt, 
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dass  FL  :  LG  =  m:n  gleich  einem 
constanten  Brechungsindex  ist.  Ferner 
ist  A  L  in  E  halbirt.  Nun  dreht  man 
um  F  eine  bewegliche  Schiene,  wäh- 
rend man  einen  in  E  an  derselben 
befestigten  Faden  mit  dem  Stifte  in 
C  stets  an  die  Schiene  andrückt. 
Dieser  Faden  läuft  von  E  niber  C  um  den  Zapfen  in  K,  dann 
wieder  nach  C  zurück,  um  in  dem  zweiten  Zapfen  in  G  zu  enden. 
Die  Länge  dieses  Fadens  ist  also  GA-f-AL-fFE  —  AF. 
Punkt  C  beschreibt  das  Oval. 

Einer  der  ersten,  der  die  Tragweite  der  reformatorischen 
Ideen  Descartes'  wenigstens  teilweise  erkannte  und  mit  Wort  und 
Schrift  für  die  anfangs  heftig  angegriffenen  Lehren  eintrat,  war 
der  Niederländer  Franz  von  Schooten,  der  Jüngere  (1615 — 1660), 
der  auch  Descartes  Geometrie  in  lateinischer  Übersetzung  und, 
nach  dem  Gebrauche  jener  Zeit,  mit  Commentaren  versehen,  heraus- 
gab. Er  ist  als  der  erste  zu  bezeichnen,  der  die  Kegelschnitte 
als  ebene  Curven  auffassend,  eine  systematische  Erzeugung  der- 
selben aus  ihren  Eigenschaften  versuchte,  wodurch  er  zur  Con- 
struction  einer  Reihe  mehr  oder  weniger  verwendbarer  Insti'u- 
mente  gelangte,  die  er  in  einem  „De  organica  coniearum  sectio- 
num  in  piano  descriptiono  tractatus**  betitelten  Werke  1675 
herausgab. 

Schooten  beginnt  seine  Darstellung,  indem  er  die  einfache 
Geradführung  angibt,  die  entsteht,  wenn  der  Endpunkt  D  (Fig.  10.) 
eines  der  constanten  Schenkel  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABD  auf  der  Basis  gleitet,  während  der 
andere  Schenkel  sich  um  seinen  Fuss- 
punkt  A  dreht.  Ein  Punkt  C,  der  sich 
auf  dem  ersteren  in  einer  Entfernung 
von  der  Spitze  gleich  dem  constanten 
Dreiecksschenkel  befindet,  beschreibt  dann 
eine  Gerade  AG,  während  jeder  andere 
Punkt  des  gleitenden  Schenkels  E  eine 
Ellipse  durchläuft.  Darauf  gründet  sich 
das  Instrument  in  Fig.  10.,  das  auch  in  der  Form  angegeben  wird, 


Fig.  10. 


^ 
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wo  Punkt  E  aasserlialb  dor  Strecke  BD  liegt.  Da  aber  bei 
dieser  Bewegung  der  Punkt  C  auf  der  Axo  läuft,  so  kann  man 
djis  Gelenk  A  B  weglassen  und  durch  einen  Schlitz  der  Axe  A  C 
ersetzen ,  in  dem  ein  Zapfen  C  der  verlängerten  Schiene  D  B  C 
sich  bewegt;  dadurch  erhält  man  die  bekannte  organische  Be- 
schreibung des  Proklus  wieder,  für  welche  Schooten  mehrere  Aus- 
führungen angibt.  An  zweiter  Stelle  zeigt  er,  dass  der  eine 
Basispunkt  C  eines  unveränderlichen  gleichschenkligen  Dreieckes 
BCD  in  Fig.  11.,  das  riiit  seiner  Spitze  B  an  einem  um  A  beweg- 
lichen Gelenk  BA  (=BD  =  BC)  in  einem 
Charnier  drehbar  befestigt  ist,  eine  Gerade 
A  C  beschreibt,  wenn  sein  anderer  Basis- 
punkt D  auf  der  Linie  A  D  gleitet. 
Irgend  ein  weiterer  mit  dem  Dreieck 
fest  verbundener  Punkt  dagegen  durch- 
läuft eine  Ellipse.  Nach  diesem  Principe 
construirt  er  ebenfalls  ein  Instrument, 
ähnlich  wie  das  in  Fig.  10.  abgebildete,  nur  trägt  ein  Punkt  auf 
CD  in  Fig.  11.  den  Stift.  Des  weitern  ergibt  sich  aus  diesem 
Princip,  dass  man  auch  zwei  schief  gegeneinander  liegende  Schienen 
zur  Führung  der  Punkte  C  und  D  in  Fig.  10.  anwenden  kann. 
An  dritter  Stelle  benützt  Schooten  das  Princip  der  constanten 
Radiusvec^toren-Summe  und  gibt  ausser  der  Fadenconstruction  des 
Alhasan  zwei  Instrumente  an,  in  denen 
die  Fäden  durch  Schienen  ersetzt  sind. 
Dieselben  sind  aber  wegen  der  not- 
wendigen mehrfachen  Charnierverbind- 
ungen  in  ihrer  Beweglichkeit  jeden- 
falls sehr  gehindert,  so  dass  sie  kaum 
eine  praktische  Verwendung  zulassen. 
Das  Gleiche  gilt  von  seinen  zur  Con- 
struction  der  Hyperbel  aus  den  Axen 
oder  conjugirten  Durchmessern  sowie 
aus  der  consümten  Differenz  der  Brenn- 
strahlen abgeleiteten  Instrumenten,  die 
in  grosser  Zahl  angeführt  werden.  In  *'S-  ^'^• 

Fig.  12.  geben  wir  eines  derselben  wieder,  das  noch   relativ   am 


Fi^  13. 


beqYjfriitötfrii  TfTWfrDd^^ar  ist  und  wohl  keiner  vettereo  Besefareib- 
uß^  bedaff.  Für  die  FaraM  endlich  werden  zwei  Appmte  an- 
fre^^^en.  mit  welchen  man  die^eU^  aui^  Brennponkt  and  Directrix 
erzeugt  Da« 'eine  In*tniroent.  das  wir  in  Fig.  13.  wiedergeben, 
ijft  wohl  im  Princip  das6eU>e,  welches  schon  L4donu  ron  Milet 
erfanden  hat  (rgl.  pag.  5y. 

Die  Krzeagung  der  Kegelschnitte  durch  Bewegung  findoi 
wir  auch  noch  in  des  Xiederlanders  Johann  de  Wiü  (1625 
bi>  1672)  „Elementa  currarum  linearum*^, 
wo  dieselben  erhalten  werden,  indem  der 
eine  Schenkel  eines  mit  gleichförmiger  Ge- 
K^rhwindigkeit  um  seinen  Scheitel  rotirenden 
WinkeU  eine  sich  gleichförmig  parallel  Ter- 
»chiebende  Geranie  schneidet  Diese  Idee 
hatte  auch  Cavalieri  H>47  gehabt,  und  sie 
bildet  den  Keim  der  h>eruhmten  organischen 
Erzeugung  der  K^^lschnitte  durch  Newton  und  Maclaurin,  auf 
die  wir  weiter  unten  noc^h  zu  sprechen  kommen. 

In  diesen  Männern  trat  uns  vomehmlich  der  Mathematiker 
entgegen,  dem  es  darum  zu  thun  ist,  die  Erzeugungsweise  der 
Curven  zu  studiren:  anders  bei  Benjamin  Bramer,  weyl.  Fürstl. 
Hess.  Rent-  und  Baumeister  zu  Ziegenhayn,  der  in  seinem  1634 
entstandenen  und  1684  zum  erstenmale  erschienenen  ,^Apolloniu8 
Cattus  oder  Kern  der  gantzen  Geometriae*'  ohne,  nach  seiner 
Behauptung,  vorhergehende  Schriften  über  Kegelschnitterzeugong 
zu  kennen,  eine  Reihe 
von  Instrumenten 
zeichnet ,  beschreibt 
und  mathematisch  be- 
gründet, die  für  prak- 
tische Zwecke  dien- 
lich sein  sollen.  Dar- 
unter ist  neben  den 
schon  wiederholt  er- 
wähnten Fadoncon- 
8tru(ftionen  der  drei 


Fig.  14. 


Kegelschnitte  zum  erstenmale   eine  leidlich  gute  Ausführung  des 


r\ 
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Eilipsographen  der  Alten,  die  wir  in  Fig.  14.  abbilden.  Ferner 
gibt  er  zwei  Apparate  an,  die  auf  demselben  Principe,  wie 
Barozzi's  und  Scheiner's  Zirkel  beruhen.  Wir  können  hier  nur  den 
ersten  anführen,  da  der  zweite,  sein  sogenanntes  „Universal- 
Conisches  Instrumenf'  eine  Abbildung  erforderte,  die  wir  im 
Texte  nicht  uoterbringen  können,  und  übrigens,  wenn  er  auch 
ingeniös  ausgedacht  ist,  doch  wohl 
praktisch  kaum  mit  Vorteil  ver- 
wendet werden  kann. 

Der  in  Fig.  13.  dargestellte 
Apparat  besitzt  in  C  D  einen  Stift, 
der  in  einem  Röhrchen  C  E  läuft, 
während  die  Zeichnungsebene  A  B 
gegen  die  Axe  GH  des  Instru- 
mentes beliebig  geneigt  werden 
kann.  Die  Drehung  des  Röhrchens 
geschieht  mittelst  des  Schlüssels  J. 
Hat  die  Zeichnungsebene  die  in 
der  Figur  angegebene  Stellung,  so 
entsteht  eine  Parabel,  während  man 
Ellipsen  erhält,  wenn  AB  nach 
oben,  und  Hyperbeln,  wenn  sie  nach 
hinten  geneigt  wird. 

Wir  haben  im  Fortgang  unserer  Entwicklung  gesehen,  wie 
bis  zum  Ende  des  17.  Jahrhunderts  einerseits  die  praktischen  Be- 
dürfnisse, andererseits  das  fortschreitende  Wachstum  der  geo- 
metrischen Wissenschaften  vielfach  Erzeugungsweisen  von  Curven 
und  Instrumente  zur  Ausführung  derselben  zu  Tage  förderten, 
und  müssen  nun  zunächst  des  Einflusses  gedenken,  den  die 
durch  Vieta  (1540—1603)  und  Descartes  angebahnte  Verbindung 
der  Algebra  mit  der  Geometrie  auf  diese  Bestrebungen  ausübte. 

Wohl  hatten  sich  schon  die  Araber  der  Curven  zur  Auflös- 
ung der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  bedient,  und 
eine  genaue  Durchforschung  der  uns  leider  noch  zu  wenig  be- 
kannten Literatur  aus  den  Zeiten  der  Glanzperiode  dieses  Volkes 
dürfte  noch  manche  bisher  unbekannte  Resultate  ans  Licht  bringen; 
aber   diese  Forschungen    der  Orientalen    waien    bis    auf   unsere 


Fig.  15. 


I>fzr>T's^  ftaßv^r  -Ä  ^r:tr.rt:  Bv:t>r:  t^Ir.rT  ff*»:!=r:fr>  -&  ATf.-5«nii^ 
<i*^   Ojfxx:\Lr^fC    ^tfitTjrr,    z:.i    t'jst>^    ffnc^   r^i-ecn   «]ii4    ab 

r*Tw*Ti;^J*!ti  V/*>,  Afi  :Lä  v.-r„  .%•  rf^i  ins  IT.  ;;i.4  Ih,  JüLrfaxmikft 
-r^ft^  ^ar*2fr  R^b^  r/«  O^^irtrrt  ar. .  ai*  dererß  Arfeß*»  wir  das 
f'if  fjf*«  xrit^*f5!*Witt!«Äfe  ?I^>nE.  hier  im  Z^ia;aji.i5>rtihar..gg  iKTaa^ 
W^:Ti,   riwj   ^)Ät^  fikfc:   r.  >>    ricEuSu  aaf  4kr  »>njietriäcbe  Aaf- 

Miirjdifr  AuVynfefi.  w:^  o^r  N:*:4erjärid<rr  Fr.  ran  Sdkooiem  und 
4^:X  B^J;n<rnfc  Ä7«r<e  U/5Ö,.  y>Trr--  die  Enziini^r  Baier  '16*4;  und 
Hnlley  ^UßH'i,  **p  vffrrolhtkh'U'^n  h^fTtfr^Ltt^f^'  M^ode  und  fassten 
di^r  tr^^und'^^'fj  H^.ulUkth  in  k^*:in  zasammen.  die  eine  nscfaere 
Verw^^dun^  erlaubten,  während  /x^r/ijt  ye*rion,  wie  öbendl.  so 
aij':b  in  dU:^:tn  Zweige  der  reinen  Mathematik,  neue  Gesichts- 
punkt/; eröffn^^e,  Ü'.-seart'rs  und  s^rine  Nachfolger  hatten  sich 
haM(/t^:hlich  des  Krei^^s  und  der  Parabel  zar  Construction  der 
Oleirrhunjren  bedient:  Newton  ab^rr  bemerkte  in  seiner  «Arith- 
nud'v'H  univer«alih~  17/52.  pa^.  213.  das»  er  nicht  den  Grad  oder 
die  Kinfachheit  der  dieCunre  bestimmenden  Gleichunjr  als  mass- 
y[i'}ft'M(\  für  ihre  AuKwabI  zur  Constru^-tion  halte,  sondern  ledig- 
li^'h  ihre  U''u:hU:rf;  inylrutneriiale  Erzeur/uvgstceise,  weshalb  er  es 
auch  für  vorteil haft<.'r  hielt  die    Nikomedische  Conehoide   als  die 

*)  Vj(l.  M.  ^'anfor.  Vorl.  öUt  0.  d.  M.  IL  pag.  i>39.  o<ior  Suter:  Ce- 
M'lii'h»/;  d<;r  Math'jmatik  I.  fiaj;.  IW. 

••;  Vr.  fUi  H*:\ut(>U'.ti :  <  ommfintar  za  lK-»<:art^?s  (jfKjmetrie.  Vgl.  Anni.  **  zu 
|»J^  l.'J.  0«:  hliiz<.':  M';Holaliiiiiii  h*sn  'iuaf- tin-Am^i  proi^jitioDalcs  per  circulum  et 
<;llij;Miri  v^'l  hy|><;HKilaiii  infinitiH  mf^W^  ^.«xhibitae.  I>;od.  1659.  —  Baker:  Clarägeo- 
tut'Aniin  c.iiihdVu'.u  V'fHi.  —  ifall'jy :  ]Ui  ^onstructiono  jiroblematum  solidorum 
Miv<{  iu'.t^iiiii'utmitn  t^irtia*)  v««!  qiiart^;  |K;tcstatis.  unicä  data  paraliolä  ac  circulo 
oU'u'iofM,  diHM*jrt4itiurn;ula.  I'hiloHophirral  traiisa'tions  1687,  Nr.  188.  Auch 
alrt  Anhang  /u  Nowtfjnh  Ariihin.  uuiv.  p.  274  gedruckt 
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Kegelschnitte  zu  benützen.  Von  den  letzteren  aber  zieht  er  wieder 
die  Ellipse  wegen  ihrer  leichteren  und  genaueren  Construirbarkeit 
der  Parabel  vor  (pag.  234).  So  vollzieht  denn  Newton  die  Auf- 
lösung der  Gleichungen  dritten  und  vierten  Grades  mit  Benützung 
einerseits  der  Conchoide,  andererseits  der  Ellipse.  Auch  führt  er 
1.  c.  pag.  ISO  und  pag.  231  eine  organische  Erzeugung  der 
Cissoide  des  Diokles  an,  um  auch  diese  Curve  zur  Construction 
der  beiden  mittleren  Proportionalen  verwenden  zu  können.  Die 
einfache  Beschreibung  dieser  Curve,  die  sich  leicht  durch  ein 
Instrument  realisiren  lässt,  besteht  darin,  dass  in  Fig.  1 6.  der  eine 

Schenkel  D  K  des  rechten  Winkels  D  E  F 
beständig  durch  Punkt  D  geht,  während  der 
Endpunkt  F  des  anderen  Schenkels,  der 
gleich  A  D  gemacht  ist,  auf  der  zu  A  D  senk- 
rechten Geraden  A  F  gleitet.  Die  Mitte  C 
F*S-  ^^'  von  EF  beschreibt  dann  die  verlangte  Curve. 

Bisher  hatte  man  die  Gleichungen  graphisch  dadurch  gelöst, 
dass  man  ihre  Wurzeln  als  Schnittpunkte  zweier  Curven  auf- 
suchte, die  entweder  nach  Descartes  von  möglichst  niedrigem  Grade 
oder  nach  Newton  möglichst  leicht  instrumental  erzeugbar  sein 
mussten.  Diese  letztere  Forderung  brachte  nun  Jac.  Bernoulli 
und  den  Marquis  de  VHöpital  (1720)*)  auf  den  Gedanken  eine 
Gleichung  von  der  Form 

a  =  bx  -f  ex'  -f-  dx'*  -f  ex*  4-  •  •  •  •  4'  ^x" 
dadui*ch  zu  construiren,  dass  sie  direct  die  Schnitte  der  Linie  y  =  a 
mit  der  Curve  y  =  bx  -f-  cx'^  +  dx^  -[-....  aufsuchten. 
In  derselben  Weise  verfuhren  auch  Gabriel  Cranier  und  Andreas 
von  Segner**\  der  die  Sache  noch  dahin  vereinfachte,  dass  er  die 
Schnittpunkte  der  Curve 

y  =  — a  +  bx  +  ex*  +  .  .  .  .  4-  nx" 
mit   der   x-Axe  aufsuchte.     Segner,    der  angibt   selbständig  auf 
diesen  Gedanken  gekommen  zu  sein,    ohne  Cramers  Methode   zu 
kennen,  wurde  wie  dieser  von  dem  Gesichtspunkte  geleitet,  dass 

•)  Do  THopital:  Traito  analytiquo  des  sections  coni«iuos.  Paris  1720. 
pag.  348.    Jac.  Bernoulli;  opera   pag.  690. 

*•)  Cramer:  Introduction  a  l'analyso  des  lignes  courbcs  algebriques. 
Geneve  1750.  pag.  92.    iSogoer:  Novi  Commoutarii  Acad.  Poiiop.  1761.  p.  111. 
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«li^*rfi^*?r  0<»aiitek^C  o/n^itniirefi  laaaiei^  wenii  aocfa.  wie  er  sagt, 

zeiitrufif;  iM^br  Kcbwieri^  i»^^  weshaib  er  «le  nkiit  Tersodit  habe. 
LHf$^  ßemerkußg  TenuniaASSte  176^  deti  Engüuoder  £s«niiii^ 
zu  d^ffD  Ver»iidie  der  Opwitrw^on  eio^  »>i<rrfaeii  Apparates,  deo 
er  in  den  P^iiloKophir^al  Tranaartion.«  1771.  T.  60  p.  240  besdireibC 
und  abbildet  IHeii^T  beruht  auf  folgendem  Prioape.  Sei  z.  B. 
die  Gleichung  3.  Grades  zu  losen; 

a  +  bi  +  ci*  +  dx»  =  0  (=  yX 

dann  bedeute  in  Rg,  17    Z2L  SS  ein  recht- 
winkliges Axensjstem.     Man  macht 


0  A  =--.  AB=- 
n  n 


BC  = 


CD  = 


D  n 

wobei  je^le  dieser  Crrossen  je  nach  ihrem 
primitiven  ffA^r  ne^tiven  Zeichen  ron  dem 
Endpunkte  der  letzten  Strecke  aufwärts 
oder  abwärt.s  aufzutragen  ist.  Durch  den 
letzten  Endpunkt,  in  un.serem  Beispiele  D, 
zieht  man  eine  Parallele  zu  Z  Z,  die  die 
in  der  Entfernung  1  von  0  senkrecht  zu  Z  Z  gelegte  Gerade 
R  K  in  c  trifft,  c  C  schneidet  dann  eine  beliebige  Parallele 
MM  7Ai  RR  in  q;  zieht  man  qk  1|  ZZ,  so  trifft  diese  RR  in  b, 
bB  schneidet  M  M  in  p  und  pl  ||  ZZ  trifft  die  RR  in  a,  während 
endlich  aA  die  MM  in  s  durchsetzt;  dann  ist,  wie  man  leicht  zeigt, 


Fig.  17. 


Qh  =  ^  = 

n 


a  4"  bx  4"  ^*^*  +  dx' 


n 


Bleiben  nun  die  Linien  S8,  ZZ,  RR,  De,  eC,  beständig 
fest  lind  verschiebt  man  MM  parallel  zu  sich  selbst,  so  dass  q 
beständig  auf  MM  bleibt  und  auf  cC  gleitend  die  Linie  kb 
parallel  zu  sich  selbst  mitfährt,  so  verschiebt  sich  b  längs  RR 
und  p  gleitet  auf  MM  und  der  sich  um  ß  drehenden  Linie  Bb 
und  zieht  die  Linie  I  a  beständig  parallel  zu  sich  selbst  mit.  Ge- 
langt nun  Punkt  s,  der  die  parabolische  Curve  verzeichnet,  auf 
die  Abscissenaxe,  so  gibt  die  Entfernung  Os  =  x  eine  reelle 
Wurzel  der  Glei('hung  y  =  Qs  =  o  an. 
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Dieses  Princip  hat  Rowning,  wie  schon  bemerkt,  in  einem 
Apparat  verwirklicht  und  zwar  für  den  Fall  einer  Gleichung 
2.  Grades,  dessen  Abbildung  wir  aber  im  Text  nicht  wi(?dergeben 
können.  Das  Instrument  wurde,  wie  der  Erfinder  bemerkt,  von 
einem  ausgezeichneten  Mechaniker  in  London  ausgeführt.  Ueber 
die  praktische  Verwendbarkeit  eines  solchen  naturgemäss  compli- 
cirten  Apparates  brauchen  wir  uns  nicht  weiter  zu  verbreiten, 
es  genügt  ims  darauf  hingewiesen  zu  haben,  wie  die  Gleichungs- 
theorie auch  die  mechanische  Erzeugung  der  höheren  parabolischen 
Curven  veranlasst  hat. 

Damit  haben  wir  in  Kurzem  den  Einfluss  geschildert,  den 
die  Algebra  auf  die  Erzeugung  der  Curven  zu  üben  vermochte, 
und  kehren  wieder  zu  den  geometrischen  Forschungen  zurück. 
So  eifrig  sich  einzehie  Zeitgenossen  Descartes  bemühten,  die  ana- 
lytis<*he  Methode  desselben  zu  verwerten,  so  dauerte  es  do(^h  noch 
geraume  Zeit,  bis  es  gelang,  wirklichen  Vorteil  aus  derselben  zu 
ziehen,  und  wir  sehen  daher,  dass  die  bedeutendsten  Mathematiker 
seines  Jahrhunderts,  wie  Fermat  (1608 — 1665),  Blaxse  Pascal 
(1623 — 1662)  und  andere  sich  noch  mit  Vorliebe  der  Methode 
der  Alten  bedienten.  Dazu  trug  auch  hauptsächlich  die  Richtung 
bei,  die  die  geometrische  Forschung  genommen  hatte,  seitdem 
Cavalieris  „Geometria  indivisibilium"  J  635  erschienen  war.  Diese 
Richtung  gipfelt  in  drei  Problemen :  der  Quadratur  der  Curven, 
dem  Problem  der  Tangentenlegung  und  der  Rectification  der 
krummen  Linien,  welche  den  Boden  bereiteten,  auf  dem  die  In- 
finitesimalrechnung emporspross,  die  dann  im  Verein  mit  Descartes' 
analytischer  Geometrie  die  Methoden  der  Alten  auf  lange  Zeit  fast 
ganz  verdrängte.  Von  jenen  Curven,  die  hauptsächlich  zur  Be- 
handlung dieser  drei  Probleme  in's  Auge  gefasst  wurden,  tritt 
uns  zunächst  eine  entgegen,  die  in  der  Geschichte  der  Mathematik 
eine  hervorragende  Rolle  spielt,  die  Cykloide.  Obgleich  die  epi- 
cyklische  Bewegung  schon  Hipparch  im  2.  Jahrhundert  vor  Christus 
bekannt  war,  und  Albrecht  Dürer,  wie  wir  sahen,  cyklische  Curven 
zeichnete,  so  ist  doch  auf  die  Entstehung  der  gewöhnlichen  Cykloide, 
die  durch  einen  Punkt  eines  auf  der  Geraden  rollenden  Kreises  er- 
zeugt wird,  erst  (raWZeiC  1590)  aufmerksam  geworden*),  von  dem  auch 

♦)  Vgl.  Cantor.    Vorl.  üb.  0.  d.  M.  U.  p.  780. 
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ihr  Name  stammt.  Sein  berühmter  Schüler  Toricelli  (1608  bis 
1647),  der  fast  gleichzeitig  mit  Roberval  (1602—1675)  zuerst 
wieder  das  Interesse  auf  sie  hinlenkte,  erwähnt  dann  in  seinem 
1644  ersclüenenen  Werke  „Opera  geometrica'*  auch  diejenigen 
Cvkloiden,  welche  durch  einen  ausserhalb  oder  innerhalb  des 
rollenden  Kreises  befindlichen  Punkt  beschrieben  werden.  Da 
für  uns  nur  die  mechanische  Erzeugung  der  Curven  von  Bedeutung 
ist,  so  übergehen  wir  den  hervoiTagenden  Einfluss,  den  dieselbe 
vermöge  ihrer  interessanten  Eigenschaften  auf  die  Entwicklung 
der  mathematischen  Wissenschaften  hatte,  und  wenden  uns  zur 
Geschichte  der  allgemeinen  cyklischen  Curven. 

Eine  solche  Curve,  die  von  Pascal  und  Roberval  auch  Rou- 
lette oder  Trochoide  genannt  wurde,*)  wird  durch  einen  Punkt 
erzeugt,  der  mit  einem  Kreise  fest  verbunden  ist,  welcher  ausser- 
halb oder  innerhalb  auf  der  Peripherie  eines  festen  Kreises  rollt. 
De  la  Hire  (1640 — 1718),  der  in  seinem  „Trait6  des  öpicycloides 
et  leur  usage  dans  les  m6caniques**  1699  **)  die  Epicykloiden  und 
deren  Verwendung  zur  Verzahnung  der  Räder  eingehend  behandelt, 
nimmt  in  der  Einleitung  die  Erfindung  dieser  Curvenerzeugung 
für  sich  in  Anspruch,  indem  er  nur  erwähnt,  Desargues  habe  sie 
zur  Construction  eines  Zahnrades  angewendet,  jedoch  ohne,  soviel 
ihm  bekannt,  etwas  darüber  veröfl'entlicht  zu  haben.  Dabei  schweigt 
er  aber  gänzlich  von  dem  Dänen  Olaf  Boemerj  der  damals  in 
Paris  lebte,  und  den  Leibniz  ausdrücklich  als  den  Erfinder  (1674) 
der  cyklischen  Verzahnung  bezeichnet.  ***)  Ein  sehr  specieller  Fall 
dieser  RoUcui-ven   findet   sich  schon   von   Cardanm   1570  f)  er- 


*)  Roberval:  De  Trochoide,  Memoires  de  rAcadouiie  1666.  t.  6.  p.  361. 
Pascal:    Histoire  de  la  Roulette.     Oeuvres  t.  V.  pag.  163  uud  pag.  200. 

••)  Memoires  de  l'Acadeirie.  t.  9.  p.  341.  Vgl.  bezüglich  der  eioschlägigon 
Litoratui':  L.  Burmcster,  Lelu'buch  der  Kinematik.  I^ipzig  1888.  2.  Abschnitt, 
Anmerkungen. 

***)  Leibniz  bericbtet  bierüber  in  einem  Briefe  an  Bernoulli  vom  18.  Ja- 
nuar 1698,  indem  er  sagt,  es  sei  ihm  unbegreiÜich ,  dass  de  la  Hire  sich  die 
Erfindung  habe  zueignen  wollen,  „nam  eram  Parisiis  eo  tempore  quo  is  (Olaf 
Roemer)  invenit,  remque  non  tantum  ab  ipso  Roemero  sed  ot  Hugonio  intellexi 
quo  tempore  La  Hirius  in  Acadomiam  Scieutiarum  Regiam  erat  reoejjtus." 

t)  Cardanus.  Opus  uovum  de  proportionibus  numerorum,  motuum  etc. 
BasU.  1570.  prop.  137.  pag.  186. 
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wähnt,  niimlich  jener,  wo  ein  Punkt  der  Peripherie  eines  Kreises 
der  in  einem  andern  von  doppeltem  Radius  rollt,  eine  Gerade  er- 
zeugt. Jene  speciellen  Curven  aber,  die  von  einem  Punkte  der 
Peripherie  des  rollenden  Kreises  besehrieben  werden,  sind  zum 
erstenmale  als  Cykloiden  bezeichnet  und  untersucht  in  Newtons 
berühmten  Werke  „Prinoipia  philosophiae  naturalis  mathematica** 
1686  pag.  158.  M^n  nennt  dieselben  jetzt  bekanntlich  Epicy- 
kloiden  oder  Hypocykloiden,  je  nachdem  der  rollende  Kreis  ausser- 
halb oder  innerhalb  des  festen  sich  bewegt. 

Diese  Curven  sind  aber  einer  doppelten  Erzeugung  durch 
zwei  Kreispaare  fähig,  deren  feste  Kreise  con- 
centrisch  sind.  Dabei  ist  der  Radius  des  rollen- 
den Kreises  bei  der  Erzeugung  durch  das  eine 
Kreispaar  gleich  dem  Abstände  der  Mittel- 
punkte des  anderen  Ki*eispaares,  und  wenn  R, 
r,  in  Fig.  18.  die  Radien  des  ei-sten  R',  r',  die 
des  zweiten  Paares  sind ,  so  besteht  die  Be- 
ziehung:*) FigTYg 

JR  _   R^  _  j 
r  r' 

Diese  doppelte  Erzeugung  wurde  schon  von  De  la  Hire  und 
fast  ein  Jahrhundert  später  1781  von  L.  Euler  (1707—1783),  der 
des  ersteren  Arbeit  nicht  kannte,  angegeben**),  jedoch  behandelten 
beide  Autoren  nur  den  Fall,  dass  der  beschreibende  Punkt  A 
auf  der  Peripherie  des  rollenden  Kreises  liegt. 

De  la  Hire,  welcher  mit  staunenswerter  Gewandtheit  die 
Methoden  der  Alten  zu  handhaben  verstand,  verallgemeinerte  als- 
bald, ohne  Descartes'  Analysis  zu  benützen,  das  Problem  der 
Rollcurven  in  seinem  1706  in  den  M6moires  de  TAcadömie  pag. 
340  veröffentlichten  ,,Trait6  des  roulettes'^  Er  lässt  eine  be- 
liebige Curve  in  einer  beweglichen  Ebene,  mit  der  ein  Punkt 
derselben  ii-gendwie  fest  verbunden  ist,  auf  einer  zweiten  Curve 


*)  Vgl.  bezüglich  dieses  Satzes  Bui-mester  1.  c.  pg.  137,  dem  auch  Fig.  16 
CDtDommen  ist.  Herr  Burmoster  hat  ganz  kürzlich  diese  doppelte  Bewegung 
durch  einen  schönen  Apparat  veranschaulicht. 

**)  De  la  Hire  1.  c.  pag.  255.  Euler.  Acta  acadeniiae  Petrop.  1784  pro 
anao  1781.  pars  I.  pg.  48. 
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abrollen,  die  in  einer  festen  Ebene  liegt,  und  untersucht  die 
Eigenschaften  der  Bahn  des  bewegten  Punktes:  der  Koulette. 

Inzwischen  hatte  Huygens  (1629 — 1695)  bei  Gelegenheit 
seiner  Studien  über  die  Pendeluhr  1673*)  die  Evoluten  der 
Curven  gefunden  und  speciell  für  die  Cykloide  und  die  Kegel- 
schnitte bestimmt.  Diese  benützte  De  la  Hire,  um  zu  zeigen, 
dass  man  jede  Curve  als  Roulette  eines  Punktes  einer  Gemden 
auffassen  kann,  die  an  einer  zweiten  Curve  hinrollt.  Die  so  er- 
haltene Roulette  ist  also  nichts  anderes  als  eine  Evolvente  der 
gegebenen  Curve,  die  nach  Huygens'  Auffassung  durch  den  End- 
punkt eines  Fadens  beschrieben  wird ,  den  man  stets  gespannt 
haltend  an  der  Evolute  abwickelt.  Als  speciellen  Fall  dieses 
Problems  behandelt  de  la  Hire  pag.  369  auch  die  Kreisevolvente. 

Nachdem  noch  1707  Nicole**)  die  Differentialgleichung  der 
Rouletten  für  den  allgemeinsten  Fall  gegeben  und  so  de  la  Hire's 
Theorie  vervollständigt  hatte,  wandte  sich  letzterer  der  allgemeinen 
Erzeugung  der  Conchoiden  zu,  indem  er  1707  in  dem  Artikel 
„Des  conchoides  g6n6rales'****)  sich  diese  Curven  folgendeimavssen 
erzeugt  denkt.  In  einer  beweglichen  Ebene  liegt  eine  constante 
Strecke  A  P,  mit  der  ein  beliebiger  Punkt  C  durch  P  C  fest  ver- 
bunden ist.  Diese  Ebene  gleitet  über  eine  zweite  feste  Ebene 
so,  dass  der  Endpunkt  A  eine  beliebige  Curve  der  letzteren,  die 
Basiscurve,  durchläuft,  während  P  A  beständig  durch  einen  festen 
Punkt  jener  Ebene  geht.  Punkt  C  beschreibt  dann  eine  Con- 
choide.  Als  specielle  Fälle  werden  die  Conchoide  des  Nikomedes, 
die  Kreisconchoide  und  die  parabolische  Conchoide  betrachtet, 
Curven,  deren  Erzeugung  und  gestaltliche  Verhältnisse  auch  in 
einem  demselben  Bande  der  Memoiren  angehörigen  Aufsatze  von 
Reaumur  (1683 — 1757)  (pag.  197),  näher  untersucht  werden,  wo 
auch  die  Conchoiden  auf  elliptischer  und  hyperbolischer  Basis 
ihre  Behandlung  finden. 

Ausser  der  cyklischen  und  conchoidischen  Erzeugung  haben 
wir  noch  ein  eigentümliches  Verfahren  zu  erwähnen,  wodurch 
es  gelingt  eine  unbegrenzte  Menge  von  Curven,  ähnlich  den  Car- 

*)  Horologium  oscillatorium.  Paris  1673.  pag.  59. 
**)  Memoires  do  rAcademie.  1707.  pag.  81. 
**%  Memoh-es  de  rAcademie.  1708.  pag.  32.  (vom  10.  Dez.  1707). 
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tesischen  Ovalen  zu  erzeugen.  Dasselbe  rührt  von  Ehrenfriod 
Walter  v.  Tschirnhamen  (1651—1708),  einem  Freunde  Leibniz\s 
1681*)  her,  der  sieh  ebenfalls  mit  dem  Tangentenproblem  be- 
schäftigte und  eine  Methode  entdeckt  zu  haben  glaubte,  die  aller- 
dings mit  einiger  Modification  für  die  eigens  zu  diesem  Zweck 
erfundene  Curvengattung,  nicht  aber  allgemein  galt.  Tschirnhausen 
denkt  sich  eine  Reihe  von  festen  Focalpunkten  mit  Stiften  ver- 
sehen, in  zweien  derselben  einen  Faden  befestigt  und  denselben 
um  die  übrigen  Stifte  so  geschlungen, 
dass  man  ihn  mit  einer  Bleifeder  spannen 
und  bewegen  kann ;  dann  beschreibt 
die  Feder  eine  Tscliirnhausen'sche  Focal- 
curve;  vgl.  z.  B.  Fig.  19  die  den  Fall 
von  4  Brennpunkten  erläutert.  Man  er- 
kennt sofort,  dass  die  Änderung  der  Fig.  19. 
gegenseitigen  Lage  und  der  Anzahl  der  Brennpunkte  eine  Menge 
von  Curven  zu  erhalten  gestattet,  die  Tschirnhausen  in  Geschlechter 
teilt.  Ausserdem  verallgemeinert  Tschirn- 
hausen seine  Methode  noch,  indem  er  statt 
der  Brennpunkte  wieder  die  so  gefundenen 
Ovale  gesetzt  denkt,  um  welche  sich  der 
Faden  windet,  um  wieder  neue  Curven  zu 
beschreiben,  vgl.  z.  B.  Fig.  20.  Das  Pro-  Fig.  20. 
blem,  die  Tangenten  an  diese  Curven  zu  legen ,  erhielt  eine  ge- 
wisse Berühmtheit  und  wurde  von  den  ersten  Mathematikern  jener 
Zeit  auf  verschiedene  Arten  gelöst. 

Grosses  Interesse  erregten  auch  die  Tractorien  oder  Tractrix- 
ourven,  auf  welche  Huygens  1693  bei  (i(»legenheit  seiner  Unter- 
suchungen über  die  Quadratur  der  Hyperbel  stiess**).  Es  interes- 
sirte  ihn  daran  hauptsächlich  der  Umstand,  „dass  man  sie  durch 
eine  einfache  Bewegung  beschreiben  kann'',  indem  die  einfachste 
derselben   von  einem   schweren   Piuikte    durchlaufen    wird,    den 


•)  TschimhaiLsea  orwähnt  soino  Curven  zuerst  iii  oiocm  Briefe  an  Ijoibniz 
vom  7.  April  1681  und  hat  sie  dann  in  seiner  „Mediciua  mentis  et  corporis" 
1687  pag.  68  und  69,  veröffentlicht. 

*•)  Leibnizens  inathem.  Schriften,  hemusgegeben  von  0.  J.  Gerhardt 
I.  Abu.  Bd.  U.  pag.  164—165 
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man  un  einem  Faden  befestigt,  dessen  Ende  man  längs  einer  Ge- 
raden fortzieht.  Die  Richtung  des  Fadens  ist  hiebei  beständig 
tangential  an  die  Curve,  und  da  seine  Länge  constant  ist,  so  ist  die 
erzeugte  Bahn  die  Curve  der  constanten  Tangenten.  Die  constante 
Tangente  kann  man  auch,  wie  Huygens  bemerkt  (1.  c.  517)  durch 
ein  Lineal  ersetzen;  wir  werden  weiter  unten  ein  Instrument 
kennen  lernen,  wobei  dies  zur  Anwendung  kommt. 

Allgemeine  Tractorien  ergeben  sich,  wenn  man  das  Faden- 
ende stxitt  auf  einer  Geraden  auf  irgend  einer  beliebigen  Curve 
führt.  Auch  diese  scheint  Huygens  schon  gekannt  zu  haben,  da 
er  die  zuerst  angeführte  Tractrix  als  diejenige  bezeichnet  „quae 
inter  Tractorias  (ita  enim  vocari  possunt)  simplicissima  censenda 
est".  Leibniz^  dem  Huygens  von  diesem  Probleme  Mitteilung 
machte,  sagt  in  einem  Briefe  vom  11.  Oktober  1693*),  dass  er 
auf  dasselbe  durch  den  Arzt  Perraut,  den  bekannten  Herausgeber 
des  Vitruv,  aufmerksam  gemacht  worden  sei,  und  bei  Betrachtung 
desselben  erkannt  habe,  dass  es  mit  der  Quadratur  der  Hyperbel 
zusammenhänge.  Dabei  bemerkt  er  sofort,  dass  man  als  Leitc^urve 
jede  beliebige  Curve  annehmen  und  somit  durch  diese  Bewegung 
jede  Curve  mechanisch  erzeugen  könne.  Ferner  äussert  sich 
Leibniz  daliin,  dass  diese  ti*actorische  Erzeugung  der  Curven, 
nach  seiner  Ansicht  ebensogut  in  der  Geometrie  zuzulassen  sei, 
wie  die  cyklische  oder  die  Erzeugung  mittelst  der  Evoluten  und 
dass  er  keinen  Grund  einsehe,  warum  man  (nach  Descartes)  als 
geometrische  Curven  nur  die  algebraischen  anerkenne.  Seine 
Lösung  der  Quadratur  mittelst  der  Tractorien,  die  er  Huygens 
mitteilte,  fand  jedoch  nicht  dessen  Beifall,  indem  derselbe  ganz 
richtig  bemerkt,  dass  eine  exacte  organische  Erzeugimg  der  höheren 
Tractrixlinien  viel  zu  schwierig  sei. 

An  diese  Erfindung  der  Tractrixcurven  knüpft  sich  noch  eine 
andere  Cui-venbeschreibung,  die  von  Johann  BemouUi  (1667  bis 
1748)  herrührt**).  Derselbe  lässt  eine  beliebige  Curve  an  einer 
andern  ebenfalls  beliebigen  Curve  so  lüngleiten,  dass  sie  sich 
beständig  parallel  bleibt  und  untersucht  die  Curven,  die  ihre 
Punkte  beschreiben.    Diese  Bewegung  nennt  er  „motus  reptorius" 

*)  Brief  Huygens  ao  Leibniz  vom  29.  Mai  1694  1.  c.  pag.  175. 
•*j  Job.  Bernoulli  opera.  1. 1.  „Motus  reptorius",  pag.  415. 
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und  unterscheidet  einen  „motus  subreptionis"  und  einen  „motus 
obreptionis",  je  nachdem  die  bewegliche  Curve  innerhalb  oder 
ausserhalb  der  festen  Curve  hingleitet.  Diese  Bewegung  muss 
nach  Bernoullis  Ansicht  der  von  Leibniz  und  Huygens  behandelten 
tractorischen  mindestens  an  die  Seite  gestellt,  wenn  nicht  vorge- 
zogen werden,  da  die  Parallelverschiebung  die  einfachste  Beweg- 
ung sei  und  da  man  durch  sie  aus  geometrischen  (algebraischen) 
Curven  wieder  geometrische  erhalte. 

Die  geschilderten  Versuche,  die  verschiedenartigsten  Beweg- 
ungen in  die  Geometrie  einzufülu'en,  mussten  notwendig  den 
Wunsch  rege  machen,  Instrumente  zu  besitzen,  mit  denen  sie  sich 
realisiren  Hessen.  Solche  Apparate  und  Instrumente  wurden  in 
grosser  Zahl  von  dem  Venetianer  Conte  Gianbattista  Suardi  an- 
gegeben, der  im  Jahre  1752  ein  reich  ausgestattetes  Werk*)  ver- 
öflfentlichte,  in  welchem  er  zur  Beschreibung  aller  damals  bekannten 
Curvengattungen  Instrumente  mitteilte.  Wir  erwähnen  hier  zu- 
nächst zwei  Apparate  zur  graphischen  Erzeugung  der  gewöhn- 
lichen Cykloide  und  der  übrigen  cyklischen  Curven,  von  welchen 
er  eine  ganze  Fülle  der  verschiedenartigsten  Formen  mitteilt,  die 
er  mit  seinem  zweiten  Instrumente  (Fig.  22.)  erhalten  hat. 

Der  erste  Apparat  zur  Construction  der  gemeinen  Cykloide 
beruht  auf  folgendem  Princip.  Ist  (Fig.  21.)  DRY  der  rollende 
Kreis  und  V  der  erzeugende  Punkt,  so  denkt  sich  Suardi  den 
Kreis  fest,  legt  in  R  die 
Tangente  ERT  an  densel- 
ben und  macht  RT  =  arc. 
R  V.  Fällt  man  dann  T  N 
_L  D  R  und  zieht  0  R 
parallel  der  Basis  DK,  so 
ist  der  Schnittpunkt  S  ein 
Punkt  der  Curve  (fl  S  =  RT). 
Dreht  sich  nun  der  Radius 
CR  um  C  und  bleibt,  wäh- 
rend bei  dieser  ßeweffiinfir 
R  den  festen  Kreis  durch-  ^' 


•)  Nuovi  istromenti  per  la  doacrizione  di  diverse  curve  antichc  e  moderne 
etc.  del  conto  Gianbattista  Suaitli.  Brescia.  1752. 
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läuft,  beständig  KT  =  arc.RV,  <  N  =  —  und  ORS  H  DK,  so 

beschreibt  S  die  Cykloide.  Für  das  auf  dieser  AufTassuag  be- 
ruliende  Instriunent  gibt  Suardi  eine  sehr  gute  Zeichnung  im 
Grundriss  und  Äuftiss  sowie  eine  Totalansicht. 

Den  zweiten  Apparat,  bei  weitem  den  branchbarsten  von 
allen,  nennt  Suardi  die  „penna  geometrica",  und  unter  diesem 
Kamen  findet  er  sich  auch  bei  George  Adaras,  mathematiRchem 
Instrumentenm acher  in  London,  der  ihn  in  seinem  Verzeichnisse 
verlcäullicher  Instrumente  führte  und  in  seinen  „Geometrischen  und 
graphischen  Versuchen"  (deutscli  von  Geissler),  London  1795  pag. 
176  beschrieb  and  abbildete.  Der  Gedanke,  der  diesem  Apparate 
zugrunde  "liegt,  ist  selir  einfach ;  die  cyklische  Curve  wird  nämlich 
in  derselben  Weise  conti  nuirlich  erzeugt,  wie  sie  Albrecht  Dürer 


Fig.  23. 

mit  seinem  Instrumente  punktweise  verzeichnete.  Um  ein  festes 
Centrum  dreht  sich  ein  Arm  von  constanter  Länge,  um 
dessen  Endpmikt  ein  den  Stift  führender  zweiter  Arm  mit  con- 
stanter,  übrigens  beliebig  regnlirbarer  Geschwindigkeit  roürt.  Es 
ist  dies  also  genau  die  Entstehung  der  Epicykeln,  wie  sie  sich 
Hipparch  und  Ptolemäus  gedacht  hatten.  Die  Abhängigkeit  der 
beiden  Bewegungen  wird  entweder  durch  eine  Schnur  oder  besser 
(vgl.  Fig.  22.)  durch   Zahnräder   regulirt     Von  diesem  Apparat 


A.  V.  Braunmühl,  Studie  über  Curvenerzeugung.  83 

gibt  Suardi  ebenfalls  eine  Zeichnung  in  (inmdriss  und  Aufriss, 
sowie  zwei  Totalansichten,  je  nachdem  die  Transmission  durch 
eine  Sclmur  oder  durch  Zahnräder  hergestellt  ist.  Unsere  Ab- 
bildung gibt  den  letzteren  Apparat  in  V»  der  Grösse  von  Suardi's 
Zeichiuing.  Man  erkennt  sofort,  wie  durch  die  Wahl  der  Zahn- 
räder und  durch  die  Verkürzung  oder  Verlängerung  der  beiden 
Arme  die  verschiedensten  Curven  erhalten  werden  können.  Suardi 
zeigt  sich  über  die  ausgezeichnete  Verwendbarkeit  seines  Instru- 
mentes hoch  erfreut,  indem  er  pag.  99  sagt:  „Quello  istromento 
delle  ruote  sta  presse  di  me  „e  per  lo  sperimento  piü  volte  fatto 
nella  presenza  di  Personaggi  in  questa  materia,  e  nelle  matematiche 
versatissimi  posso  asserire,  che  riesce  a  maraviglia  .  .  .".  Er 
zahlt  auch  die  erzeugbaren  Curven  und  gelangt  zu  dem  Resultate, 
dass  1273  verschiedene  Gattungen  von  cyklischen  CuiTen  erhalten 
werden  können.  So  gibt  er  an,  wie  man  als  Bahncurve  des  er- 
zeugenden Punktes  eine  Gerade,  einen  Kreis,  eine  Ellipse  erhält  und 
zeigt,  was  besonders  bemerkt  werden  muss,  dass  die  cyklische  Er- 
zeugungsweise der  Ellipse  unmittelbar  auf  die  bekannte  Ellipsener- 
zeugung von  Proklus  führt,  eine  Bemerkung,  die  nach  Rittershaus*) 
erst  unserem  Jahrhundert  angehören  würde.  Ausserdem  gibt 
Suardi  noch  die  Zeichnungen  von  einer  Menge  sogenannter  geo- 
metrischer Blumen**),  die  er  mit  seinem  Instrumente  erhielt,  indem 
er  nach  einander  12  Räder  von  verschiedenen  Radien  einführte. 
Auch  zimi  Zeichnen  von  Spiialen  hat  er  seinen  Apparat  einge- 
richtet, indem  er  statt  der  Zahnräder  eine  Schnur  einsetzt,  die 
sich  um  einen  Kreis-  oder  elliptischen  Cylinder,  einen  Kreis- 
oder elliptischen  Conus  aufwindet,  der  an  Stelle  der  Haupt- 
axe  angebracht  werden  kann  und  den  festgestellten  zweiten  Arm 
gegen  das  Centrum  hinzieht.  Hiedurch  ergeben  sich  Spiralen 
der  verschiedensten  Gestalt***).  Von  Interesse  ist  auch  die  theo- 

*)  Rittershaus  gibt  in  seinem  Aufsatze  „Cber  EUipsographen",  Verhandl. 
des  Gewerbe /ereins  für  Prousseu  1874  an,  dass  Jopling  1820,  Mechanics 
Magazine  Vol.  9.  pg.  216,  diesen  Zusammenhang  der  beiden  Erzengungsweisen 
zuerst  erkannt  habe. 

**)  Solche  Blumen  hatte  schon  Guido  Grandi  1728  gezeichnet:  Flores 
Geometrici. 

***)  Einen  eigenen  Öpiralenzirkel  fiii-  Archimedische  Spiralen  hatte  1742 
Tillieros  gefertigt.    Machines  approüvees  par  TAcadomie  t.  7.  p.  163. 

6* 


84  A.  V.  Braunmühl,  Studio  über  Curvenerzeugung. 

retische  Beti'achtung  der  Zusammensetzung  von  raehi*  als  zwei 
Bewegungen,  die  Suardi  an  die  Besprechung  seines  Instrumentes 
anknüpft.  So  erzeugt  er  die  Gerade  durch  drei  gleiche  Gelenke, 
von  denen  sich  die  beiden  letzten  in  entgegengesetzter  Richtung, 
aber  mit  gleicher  Winkelgeschwindigkeit  (velocita  angolare)  wie 
das  erste  bewegen ;  zugleich  wird  bemerkt,  dass  irgend  ein  Punkt 
des  letzten  Gelenkarmes  bei  dieser  Bewegung  eine  Ellipse  be- 
schreibt. In  ähnlicher  Weise  werden  auch  mit  Abänderung  der 
Winkelgeschwindigkeiten  imd  unter  Beibehaltung  von  drei  oder 
Einschaltung  von  melir  Gelenken  die  Gerade,  der  Kreis  und  die 
Ellipse  erhalten. 

Wir  wollen  nun  noch  einen  kurzen  Blick  auf  die  übrigen 
Instrumente  werfen,  die  Suardi's  reicher  Erfindungsgabe  ent- 
sprangen. Er  construirte  ein  Instrument  zur  Beschreibung  der 
Nikomed'schen  Conchoide,  das  sich  mit  einer  kleinen  Abänderung 
auch  zum  Zeichnen  der  Kreisconchoide  einrichten  lässt,  deren 
Erfindung  er  sehr  galant  der  Contessa  Maria  Gaetani  Agnesi 
zuschreibt,  die  sich  mit  Mathematik  beschäftigte*).  Ferner 
ersann  er  einen  Apparat  zum  Zeichnen  der  Cissoide,  der  auf 
dem  Princip  der  Newton'schen  Erzeugungsweise  dieser  Curve 
beruht,  dann  einen  solchen  zur  Erzeugung  einer  gewissen  blatt- 
förmigen Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Spitzen,  deren  Gleichung 
er  selbst  aufstellte,  endlich  Instrumente  für  die  Quadratrix  des 
Dinostratus  und  für  die  Cardioide.  Diese  herzförmige  Curve, 
die  auch  als  eine  Epicykloide  aufgefasst  werden  kann,  als  welche 
sie  Gabriel  Cramer**)  erzeugte,  rührt  von  einem  sonst  unbekannten 
Mathematiker,  Namens  Kochsma  her  und  wurde  zuerst  von  dem 
französischen  Akademiker  Carre  untersucht***).  Ihren  Namen 
erhielt  sie  von  Casfillionef), 

*)  Maria  Gaetani  Agnesi.  Institutiones  Analiticae  Lib.  I.  §  4.  cap.  5. 
probl.  4.  —  M.  Cuiizo  in  seinen  Reliquiae  Coppernicanae  Zeitschr.  f.  M.  u. 
Phys.  Bd.  19.  pg.  450.  macht  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  schon  Nikomedes 
diese  Curven  kannte. 

••)  Gabriel  Cramer.  Introduction  a  l'analyse  dos  lignes  courbes.  Geneve 
1750.  pag.  431.  Er  bemerkte  jedoch  nicht,  dass  diese  Ciuve  die  unter  dem 
Namen  Cardioide  bekannte  ist. 

•••)  <Jarü  Mcmoires  de  TAcadomie  1705.  pg.  71. 

t)  Philosophical  Transactions.  1741.  pg.  778. 
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Mehr  Interesse  verdient  ein  Instrument  zum  Zeichnen  der 
logarithmischen  Linie  sowie  zur  Erzeugung  der  Tractrix  von 
Huygens.  Die  erstere  Curve ,  welche  seit  der  Erfindung  der 
Logarithmen  eine  gewisse  Rolle  spielte,  besitzt  bekanntlich  die 
Eigenschaft  eine  constante  Subtangente  zu  haben.  Darauf  beruht 
die  Construction  von  Suardi's 
einfachem  Instrument,  wel- 
ches in  Fig.  23  abgebildet 
ist.  Während  das  prismatische 
Lineal  A  c,  das  in  g  einen 
festen  Stift  und  in  de  eine 
verstellbare  Schiene  c  T  trägt, 
an  dem  Handgriff  MA  gegen 
E  gezogen  wird,  läuft  das 
horizontal  stehende  Rädchen  K 
längs  Tc  hin,  indem  es  von  e 
dieser  Schiene  beständig  be-  p-     23 

i^ührt  wird,    wobei   sich   das 

geschlitzte  Lineal  OD  vermöge  des  verticalen  Rades  R  längs  des 
Stiftes  g  verschiebt,  und  da  hiebei  Rg  die  Tangente  der  von  dem 
Berührungspunkt  des  Rädchens  R  beschriebenen  Curve  iind  Rd 
die  Ordinate  ist,  so  ist  die  constante  Strecke  d  g  die  Subtangente; 
somit  verzeichnen  die  spitzen  Zähne,  mit  denen  das  Rad  R  ver- 
sehen ist,  die  verlangte  Curve.  Um  die  Eindrücke  der  Zähne 
deutlich  zu  machen,  ist  das  Rad  durch  eine  Kugel  bei  K  beschwert. 
Schiebt  man  dagegen  den  Stift  g  durch  das  Loch  0  der  Schiene 
OD,  entfernt  den  Arm  cT  als  überflüssig  und  benützt  das  Instru- 
ment wie  vorhin,  so  erhält  man  als  Spur  des  Rädchens  R  die  ge- 
wöhnliche Tractrix. 

Als  mit  der  Erfindung  und  dem  Ausbau  der  Infinitesimal- 
rechnung die  Probleme  des  Tangentenziehens,  der  Quadratur  und 
Rectification  mit  einem  Schlage  in  ihrer  Allgemeinheit  lösbar 
geworden  waren,  und  ausserdem  die  analytische  Methode  Descartes 
namentlich  auch  durch  Newton  *)  an  Ausbildung  gewonnen  hatte, 
treten  uns  diese  beiden  Zweige  der  Wissenschaft  fast   beständig 


•)  Arithmetica  universalis.  Lugd.  Batav.  1732. 
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vf-rfint  entg^en  und  b^rherrs^-h^-n  von  df;r  ersten  Hälfte  des 
18.  Jahrhunderts  an  fa>t  allein  die  Fortentwicklung  der  Mathe- 
matik. 5ur  eine  kleine  Anzahl  von  Gelehrten,  darunter  aller- 
dings sehr  h«*deut<,'nde,  int^-n-ssirten  Meh  n^»<h  für  die  rein  gec>- 
metrivhe  Forsf hungswc-i>e  der  Alten,  und  ihre  Bemühungen,  die 
Methoden  der>^lben  zu  veraligc-m^'inern .  stützten  sieh  dabei  auf 
die  Vorarbeiten  von  Desargues,  Pas<al  und  de  la  Hire.  Auch 
auf  das  uns  speciell  interes>irende  Problem  der  Curvenerzeugung 
übten  diese  Bestrebungen  ihren  Kinfluss  au>,  den  wir  noch  kurz 
Charakter] siren  wollen. 

Schon  Newton  hatte  in  seiner  Enuraeratio  linearum  curvarura 
tertii  ordinis.  1706*)  gelegentlich  gezeigt,  dass  man  sämtliche 
Kegels^'hnitte  erhalten  könne,  indem  man  zwei  unveränderliche 
Winkel  mit  gleicher  Geschwindigkeit  um  ihre  S<^heitel  sich  drehen 
lässt:  bffwegt  sirji  der  Schnittpunkt  des  einen  Schenkelpaares 
hiebei  beständig  auf  einer  Geraden,  so  beschreibt  der  Schnittpunkt 
des  anderen  Paares  die  verlangte  Curve.  Ferner  hatte  er  auch 
ohne  Beweis  angegeben,  dass  wenn  der  erstere  Schnittpunkt  sich 
auf  einem  Kegelschnitt  bewegt,  der  des  zweiten  Paares  eine  Curve 
dritter  oder  vierter  Ordnung  erzeugt,  die  in  jenem  Drehpunkt 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  durch  den  der  Kegelschnitt  etwa  geht. 

Diese  Bemerkungen  genügten,  <ien  schuttischen  Mathematiker 
Colin  MacLaurin  (1698 — 174^»)  zur  SchafiFuug  seiner  „Geometria 
organica  seu  descriptio  linearum  cuivarum  universalis.  Lond.  1720" 
zu  veranlassen,  worin  er  Newtons  Gedanken  zu  einer  vollständigen 
Theorie  der  Erzeugung  höherer  Curven  erw^eiterte.  Zu  diesem  Zwecke 
liess  er  einerseits  den  Schnittpunkt  des  einen  Schenkelpaares  auf 
verschiedenen  Curven  laufen  und  untersuchte  die  Erzeugnisse 
des  zw<*iten  Schenkr*lpaares,  anden?rseits  vermehrte  er  die  Anzahl 
der  Pole,  indem  er  die  Scrhnittpunkte  der  einzelnen  Schenkelpaare 
auf  Curven  führte  und  die  Curven  bestimmte,  die  der  Schnitt- 
punkt des  letzten  Paares  durchläuft.  Auch  setzte  er  an  Stelle 
der  Winkel  Gerade,  deren  gegenseitige  Bewegung  ebenfalls  durch 
Führung  ihrer  Schnittpunkte  auf  festen  Curven  geregelt  wird. 
Dun.'h  seine  Betrachtungen  gelang   ihm    auch   die    Lösung    eines 

•)  Newton  Opera  uinuia  t.  1.  pg.  55ü — 557. 
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von  Newton  als  schwierig  bezeichneten  Problemes,  nämlich  eine 
höhere  Curve  zu  erzeugen,  die  keinen  Doppelpunkt  besitzt.  In 
einem  Supplemente  zu  diesem  Werke,  von  dem  er  in  den  Philo- 
sophicalTransactions.  Vol.  39, 1732*)  spricht,  das  aber  nicht  mehr 
erschien,  zeigt  er  ferner,  dass  eine  unbegrenzte  Vermehrung  der 
Pole,  wie  sie  sein  Zeitgenosse  Braihenridge**)  vorgeschlagen 
hatte,  im  Allgemeinen  keine  Erhöhung  des  Grades  der  erzeugten 
Curve  verursache.  So  kann  man,  um  ein  bekanntes  Beispiel  wi- 
zuführen,  die  n  Seiten  eines  Polygons  um  n  feste  Pole  sich 
drehen  und  n — 1  seiner  Ecken  auf  ebensovielen  Geraden  fort- 
rücken lassen,  dann  beschreibt  der  letzte  Eckpunkt  doch  nur 
eine  Curve  zweiter  Ordnung,  wie  gross  auch  n  genommen  wird. 

Alle  diese  jetzt  dem  Gebiete  der  sogenannten  neueren  syn- 
thetischen Geometrie  zugehörigen  Betrachtungen  haben  eine  rein 
wissenschaftliche  Bedeutung,  da  eineßealisirung  dieser  Bewegungen 
in  exacter  Weise  wohl  nicht  möglich  ist. 

Bücken  wir  nun  zum  Schlüsse  noch  einmal  zurück  auf  den 
ausgedehnten  Weg,  den  wir  mit  flüchtigen  Schritten  durcheilt 
haben,  so  sehen  wir  zunächst,  wie  die  alten  Griechen  nur  all- 
mählich und  durch  ihre  Probleme  gezwungen  den  Begriff  einer 
andern  als  der  Kreiserzeugung  in  der  Geometrie  zuliessen,  wie 
dann  die  Araber  sich  schon  mit  grösserer  Freiheit  der  mechanischen 
Erzeugung  der  Kegelschnitte  und  überhaupt  einer  gewissen  „Geo- 
metrie der  Bewegung**  bedienten,  wie  im  Mittelalter  die  Anforde- 
rungen der  Praxis  zur  Vermehrung  der  Curven  beitrugen,  und 
endlich  im  17.  Jahrhundert  Descartes  und  Newton  die  organische 
Beschreibung  beliebiger  algebraischer  Curven  in  der  Geometrie 
zuliessen.  Allmählich  fand  dann  auch  die  organische  Beschreibung 
transcendenter  Curven  in  der  Geometrie  Eingang  und  mechanische 
und  geometrische  Anschauungen  verbanden  sich.  Die  ersten,  die 
diese  wieder  zu  trennen  und  jede  der   beiden  Wissenschaften  in 


•)  Ein  anderes  Princip  zur  punktweieen  Erzeugung  von  Curven  aus  ge- 
gebenen, das  der  harmonischen  Mittel,  gibt  Mac-Laurin  in  der  Schrift:  De 
linearum  geometricarum  proprietatibus  gener.  1748,  die  man  gewöhnlich  als 
Anhang  seines  Treatise  of  Algebra.  I^nd.  1748  findet 

••)  Philosophical  Transactions  Nr.  436.  pg.  25.  A  general  method  of 
describing  Curves,  by  the  intersection  of  right  lines. 


y^  3.  r   BrfeCfiffliiLl.  Studie  über  CnrveneiTeugTiBg. 

irr*  Tiirtri-Arfi  Grenzen  zu  bannen  >uchten,  waren  D'Alember(*) 
irr«:  Em^Jir.  welehe  scharf  hen'f»rh^»hen.  dass  clie  Ge<imetrie  nur 
:-c  T  J2  einem  bewegten  Punkte  durchlaufenen  Wep  in"s  Au^ 
n  f&äHen  tiabe,  während  die  Mei-hanik  die  Zeit  und  die  Kräfte 
ir:  Rechnung  zieht  in  welcher  und  durch  welche  diese  Bewegung 
Tür  sich  geht.  Damit  waren  der  geometrischen  Untersuchung 
alle  Bewegungen  als  solche  ohne  Rücksicht  auf  die  sie  erzeugenden 
Kräfte  zugewiesen,  und  es  war  das  Gebiet  umgrenzt,  das  man 
später  mit  dem  Xamen  Phoronomie  belegte  und  das  in  unserem 
Jahrhundert  zu  einer  eigenen  Wissenschaft  sich  ausbildete. 


*)  Traite  de  dynaruiqaff.  Paris  1758.  Dis^-oors  prelimioaire  y^e.  VII.  — 
Eoler:  Formulae  j^enenl«^  pTft  traoslatioDe  quai-onque  <xjrporuin  rigidonm]. 
1775.  pag.  199.  und  deutfi^.he  Aos^b«.*  der  Tbeoria  motus  i.^jrponiin  rigidonun 
p.  557.  — 


über  die  Methoden  der  theoretischen  Physilc. 

Von  L.  Boltzmann  iu  München. 

Von  der  Redaktion  des  Katalogs  aufgefordert,  dieses  Thema 
zu  behandeln,  sah  ich  alsbald,  dass  nur  wenig  Neues  zu  sagen 
bleibt;  so  vieles  und  gediegenes  wurde  gerade  in  neuerer  Zeit 
hierüber  geschrieben.  Ist  ja  doch  für  unsere  Zeit  eine  fast  über- 
triebene Kritik  der  Methoden  der  naturwissenschaftlichen  Forschung 
charakteristisch ;  eine  potenzirte  Kritik  der  reinen  Vernunft  möchte 
man  sagen,  wenn  dieses  Wort  nicht  vielleicht  all  zu  unbescheiden 
wäre.  Es  kann  auch  nicht  meine  Absicht  sein,  diese  Kritik  noch- 
mals zu  kritisiren;  nur  einige  orientirende  Worte  will  ich  für 
jene  bringen ,  welche  diesen  Fragen  ferner  stehen ,  aber  doch 
Interesse  dafür  hegen. 

In  der  Mathematik  und  Geometrie  war  es  zunächst  unzweifel- 
haft das  Bedürfnis  nach  Arbeitersparnis,  welches  von  den  rein 
analvtischen  wieder  zu  den  constructiven  Methoden  sowie  zur 
Veranschaulichung  durch  Modelle  führte.  Scheint  dieses  Bedürf- 
nis auch  ein  rein  praktisches,  selbstverständliches,  so  befinden 
wir  uns  doch  gerade  hier  schon  auf  einem  Boden,  wo  eine  ganze 
Gattung  modern  methodologischer  Speculationen  emporwuchs,  die 
in  der  präcisesten,  geistreichsten  Weise  von  Mach  zum  Ausdrucke 
gebracht  wurden.  Dieser  behauptet  geradezu,  der  Zweck  der 
Wissenschaft  sei  nur  Arbeitersparnis. 

Fast  mit  gleichem  Rechte  könnte  man,  bemerkend,  dass  bei 
Geschäften  die  grösste  Ersparnis  wünschenswert  ist,  diese  einfach 
für  den  Zweck  der  Verkaufsbuden  und  des  Geldes  erklären,  was 
ja  in  gewissem  Sinne  in  der  That  richtig  wäre.  Doch  wird  man 
nur  ungern,  wenn  die  Distanzen  und  Bewegungen,  die  Grösse, 
physikalische  und  chemische  Beschaffenheit  der  Fixsterne  ergründet, 


Mi  L  ä'i.tzsiiia.   Xr:C2y>i<»  d^r  theoretischen  Phrsik. 

w'-nn  5ti:r.*Aop^  «^ondfrn  und  damit  die  Urheber  onserer  Krank- 
a**iTj'Xi  «rn^i^rkt  werden,   dies  als  blosse  Sparsamkeit  bezeidmen. 

Allein  e«  iit  am  Ende  Sache  der  Definition,  was  man  als 
Arifzabe,  was  ai>  Mittel  zu  deren  Erreichung  bezeichnet  Hangt 
es  ja  so^r  von  der  Definition  der  Existenz  ab,  was  existirt,  ob 
die  Körper^  ob  deren  lebendige  Kraft,  oder  überhaupt  deren  Eigen- 
s^'haften.  so  dass  wir  vielleicht  noch  einmal  unsere  eigene  Existenz 
einfach  hinweg  definiren  können. 

Doch  genug  hievon :  das  Bedürfnis  nach  der  äussersten  Aas- 
nützung  der  Mittel  unserer  AuSassungskraft  existirt,  und  da  wir 
mit  dem  Auge  die  grösste  Fülle  von  Thatsachen  auf  einmal  er- 
fassen (wir  sagen  charakteristisch  genug  übersehen)  können,  so 
folgt  hieraus  das  Bedürfnis,  die  Resultate  des  Calcüls  anschaulich 
zu  machen  und  zwar  nicht  blos  für  die  Phantasie,  sondern  auch 
sichtbar  für  das  Auge,  greifbar  für  die  Hand,  mit  Gips  und  Pappe. 

Wie  wenig  geschah  in  dieser  Beziehung  noch  in  meinen 
Studienjahren !  Mathematische  Instrumente  waren  fast  unbekannt, 
und  die  physikalischen  Experimente  wurden  häufig  do  angestellt, 
dass  niemand  davon  etwas  sab,  als  der  Vortragende  selbst.  Da 
ich  obendrein  wegen  Kurzsichtigkeit  auch  die  Schrift  und  Zeichnung 
auf  der  Schultafel  nicht  sah,  so  wurde  meine  Einbildungskraft 
stets  in  Atem  gehalten,  fast  hätte  ich  gesagt  zu  meinem  Glücke. 
Doch  letztere  Behauptung  liefe  ja  dem  Zweck  dieser  Katal<^- 
studie  zuwider,  der  nur  die  Anpreisung  des  unendlichen  Rüst- 
zeuges von  Modellen  in  der  heutigen  Mathematik  sein  kann^  und 
sie  wäre  auch  vollständig  unrichtig.  Denn  hatte  auch  meine 
Vorstellungsgabe  gewonnen,  so  war  es  doch  nur  auf  Kosten  des 
Umfangs  der  erworbenen  Kenntnisse  geschehen.  Damals  war  die 
Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  noch  der  Gipfelpunkt  geo- 
metrischen Wissens  und  zu  ihrer  Versinnlichung  genügte  ein  Ei, 
ein  Servietten  reif,  ein  Sattel.  Welche  Fülle  von  Gestalten,  Sin- 
gularitäten, sich  aus  einander  entwickelnder  Formen  hat  der  Geo- 
meter  von  heute  sich  einzuprägen,  und  wie  sehr  wird  er  dabei 
durch  Gipsfornien,  Modelle  mit  fixen  und  beweglichen  Schnüren, 
Schienen  und  Gelenken  aller  Art  unterstützt. 

Daneben  gewinnen  aber  auch  die  Maschinen  immer  mehr 
an  Boden,    welche  nicht  zur  Versinnlichung  dienen,  sondern  an 
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Stelle  des  Menschen  die  Mühe  der  Ausführung  wirklicher  Rechnungs- 
operationen übernehmen,  von  den  vier  Species  bis  zu  den  com- 
plicirtesten  Integrationen. 

Dass  beide  Gattungen  von  Apparaten  auch  von  den  an  die 
stete  Handhabung  von  Instrumenten  ohnedies  gewöhnten  Physikern 
in  der  ausgedehntesten  Weise  verwendet  werden,  ist  selbstredend. 
Alle  möglichen  mechanischen  Modelle,  optische  Wellenflächen, 
thermodynamische  Flächen  aus  Gips,  Wellenmaschinen  aller  Art, 
Apparate  zur  Versinnlich ung  der  Gesetze  der  Lichtbrechung  und 
anderer  Naturgesetze  sind  Beispiele  von  Modellen  erster  Art. 
In  der  Construction  von  Apparaten  zweiter  Art  ging  man  soweit, 
dass  Versuche  gemacht  wurden,  die  Werte  der  Integrale  von 
Differential-Gleichungen ,  welche  in  gleicher  Weise  für  ein  schwer 
zu  beobachtendes  Phänomen,  wie  die  Gasreibung,  und  ein  leicht 
messbares,  wie  die  Verteilung  des  elektrischen  Stromes  in  einem 
leitenden  Körper  von  entsprechend  gewählter  Gestalt,  durch  Be- 
obachtung des  letzteren  Phänomens  einfach  abzulesen  und  dann 
zur  Berechnung  der  Reibungsconstante  aus  dem  ersteren  Phänomen 
zu  verwerten.  Man  erinnere  sich  auch  der  graphischen  Aus- 
wertung der  in  der  Theorie  der  Gezeiten,  in  der  Elektr'>dynamik 
etc.  vorkommenden  Reihen  und  Intogi*alen  durch  Lord  Kelvin, 
welcher  in  seinen  „lectures  of  molecular  dynamics'^  sogar  die  Idee 
der  Gründung  eines  mathematischen  Instituts  für  solche  Roch- 
nungen ausspricht. 

In  der  theoretischen  Physik  kommen  jedoch  noch  Modelle 
zur  Verwendung,  welche  ich  einer  dritten  besondern  Gattung 
zuzählen  möchte,  da  sie  ihren  Ursprung  einer  besonderen  Methode 
verdanken,  die  gerade  in  jenem  Wissenszweige  immer  mehr  zur 
Anwendung  kommt.  Ich  glaube,  dass  dies  mehr  dem  praktisch 
physikalischen  Bedürfnisse  als  erkenntnis-theoretischen  Specula- 
tionen  zu  verdanken  ist.  Trotzdem  aber  hat  diese  Methode  viel- 
fach ein  eminent  philosophisches  Gepräge,  und  wir  müssen  daher 
neuerdings  den  Boden  der  Erkenntnistheorie  betreten. 

Auf  der  von  Galilei  und  Netvion  geschaffenen  Grundlage 
hatten  namentlich  die  grossen  Pariser  Mathematiker  um  die  Zeit 
der  französischen  Revolution  und  später  eine  scharf  definirte  Methode 
der    theoretischen    Physik    geschaffen.     Es    wurden   mechanische 


V oraum^i^Mnf^  ^«-ma^rfit ,  w/mu.*  mitteb  <fer  zu  finfr  Art  rfpn 
\fi'^nuiAni¥'hf*r  EriA^nz  ^'\za$rteft  Prifv-ipieii  der  Medianik  eine 
i'ßrn\t\t^',  von  Xatiireriicfa^aunjrffri  ^rrkiin  wnnle.  Han  var  dcfa 
zwar  ^ßtmwM,  Asusm  die  Voraofiietziui^'eii  oidit  mit  apodikdsdier 
(fffwimiheit  ah  riditig  bezeidmet  werdeo  koonteii,  abo*  man  hielt 
r^  doch  bis  zu  einem  geirifiüen  Orade  for  wahrsdieinlich,  dass 
nie  der  Wirklichkeit  genau  entq>richen  und  nannte  se  deshalb 
Hyp'/thesen-  80  da^:hte  man  »ich  die  Materie,  den  zur  Erklärung 
der  Li^'bterMcheinungen  notwendigen  Liditäther  und  die  beiden 
eiektrii$chen  Fluida  alis  Summen  mathematisdier  Punkte.  Zwischen 
je  zwei  ^4chen  Punkten  dachte  man  sich  eine  Kraft  wirksam, 
den.'n  Richtung  in  ihre  Verbindungslinie  fällt  und  deren  Intensität 
f^ine  noch  zu  bestimmende  Fun^^tion  ihrer  Entfernung  sein  sollte 
(BoMovic),  Ein  Oeist,  dem  alle  Anfangspositionen  und  Anfangs- 
genchwindigkeiten  aller  dieser  materiellen  Teilchen,  sowie  alle 
Kräfte  bekannt  wän.'U  und  der  auch  alle  daraus  resultirenden 
Differentialgleichungen  zu  integriren  verstünde,  konnte  den  gan- 
zen Weltlaiif  voraus  berechnen,  wie  der  Astronom  eine  Sonnen- 
finsternis (Laplace).  Man  stand  nicht  an,  diese  Kräfte,  welche 
man  sich  als  das  ursprünglich  Gegebene,  nicht  weiter  Erklärbare 
da^;hte,  als  die  Ursachen  der  Erscheinungen,  die  Berechnung 
derselben  aus  den  Differentialgleichungen  als  ihre  Erklärung  zu 
bezeichnen. 

Dazu  kam  später  die  Hypothese,  dass  diese  Teilchen  auch  in 
ruhenden  Körpern  in  Bewegungen  begriffen  seien,  welche  zu  den 
Wärmc»erscheinungen  Veranlassung  geben  und  deren  Natur  be- 
sonders in  den  Gasen  sehr  genau  definirt  wurde  {Clausitis).  Ihre 
Theorie  führte  zu  überraschenden  Vorausberechnungen,  so  der 
Unabhängigkeit  der  Reibungsconstante  vom  Drucke,  gewisser 
Beziehungen  zwischen  Reibung,  Diffusion  und  Wärmeleitung  etc. 
(Maxwell). 

Die  Gesamtheit  dieser  Methoden  war  so  erfolgreich,  dass 
es  geradezu  als  Aufgabe  der  Naturwissenschaft  bezeichnet  wurde, 
die  Naturerscheinungen  zu  erklären  und  die  früher  so  genannten 
boschroibondon  Naturwissenschaften  triumphirten ,  als  ihnen  die 
Hypothese  Darwim  erlaubte,  die  Lebensformen  und  Erscheinungen 
nicht  blos  zu  boschreiben,  sondern  ebenfalls  zu  erklären.    Sonder- 
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barerweise  machte  fast  gleichzeitig  die  Physik  die  entgegengesetzte 
Schwenkung. 

Namentlich  Kirchhof  schien  es  zweifelhaft,  ob  die  bevor- 
zugte Stellung,  welche  man  den  Kräften  dadurch  zuwies,  dass 
man  sie  als  üi'sachen  der  Erscheinungen  bezeichnete,  eine  be- 
rechtigte sei. 

Ob  man  mit  Kepler  die  Gestalt  der  Bahn  eines  Planeten 
und  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkte  oder  mit  Newton  die 
Kraft  an  jeder  Stelle  angebe,  beidos  seien  eigentlich  nur  ver- 
schiedene Methoden,  die  Thatsachen  zu  beschreiben  und  das  Ver- 
dienst Newtons  sei  nur  die  Entdeckung,  dass  die  Beschreibung 
der  Bewegung  der  Himmelskörper  besonders  einfach  wird,  wenn 
man  die  zweiten  DifFerentialquotienten  ihrer  Coordinaten  nach  der 
Zeit  angibt  (Beschleunigung,  Kraft).  Mit  einer  halben  Seite  waren 
die  Kräfte  aus  der  Natur  hinwegdetinirt  und  die  Physik  zur 
eigentlich  beschreibenden  Naturwissenschaft  gemacht.  Das  Ge- 
bäude der  Mechanik  war  zu  fest,  als  dass  diese  Veränderung  der 
Aussenseite  sein  Inneres  hätte  wesentlich  beeinflussen  können. 
Auch  die  auf  die  Vorstellung  von  Molekülen  verzichtenden 
Elasticitätstheorien  waren  schon  älter  {Stokes,  Lame,  Clebsch). 
Üoch  auf  die  Entwickelung  anderer  Zweige  der  Physik  (Elektro- 
dynamik, Theorie  der  Pyro-  und  Piezoelektricität  etc.)  gewann 
die  Ansicht  grossen  Einfluss,  dass  es  nicht  Aufgabe  der  Theorie 
sein  könne,  den  Mechanismus  der  Natur  zu  durchschauen,  sondern 
bloss  von  möglichst  einfachen  Voraussetzungen  ausgehend  (dass 
gewisse  Grössen  lineare  oder  sonst  einfache  Functionen  seien  etc.), 
möglichst  einfa(?he  Gleichungen  aufzustellen,  die  die  Naturerschein- 
ungen mit  möglichster  Annäherung  zu  berechnen  erlauben;  wie 
sich  Hertz  charakteristisch  ausdrückt,  nur  die  direct  beobachteten 
Erscheinungen  nackt  durch  Gleichungen  darzustellen,  ohne  die 
bunten,  von  unserer  Phantasie  ihnen  umgehängten  Mäntelchen 
der  Hypothesen. 

Indessen  waren  mehrere  Forscher  schon  früher  dem  alten 
Systeme  von  Kraftcentren  uüd  Fernkräft^n  von  einer  andern 
Seite  noch  empfindlicher  zu  Leibe  gegangen;  man  könnte  sagen 
von  der  entgegengesetzten,  weil  sie  das  bunte  Mäntelchen  der 
mechanischen  Veranschaulichung  besonders  liebten;  man  könnte 
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sap^en  von  benachbarter,  da  sie  ebenfalls  auf  die  Erkenntnis 
eines  den  Erscheinungen  zu  Grunde  liegenden  Mechanismus 
verzichteten  und  in  den  von  ihnen  ersonnenen  Mechanismen 
nicht  diejenigen  der  Natur  erblickten,  sondern  blosse  Bilder 
oder  Analogien.*)  Mehrere  Männer,  an  der  Spitze  Faraday, 
hatten  sich  eine  ganz  verschiedene  Naturanschauung  gebildet. 
Während  das  alte  Svsteni  blos  die  Kraftcentra  für  das  Reale,  die 
Kräfte  für  mathematische  Begriffe  gehalten  hatte,  sah  Faraday 
deutlich  das  Weben  und  Wirken  der  letzteren  von  Punkt  zu 
Punkt  im  Zwischenräume;  das  Potential,  früher  eine  nur  die 
Rechnung  erleichternde  Formel ,  war  ihm  das  im  Räume  real 
existirende  Band,  die  Ursache  der  Kraftwirkung.  Faraday  s  Ideen 
waren  viel  unklarer,  als  die  früheren  mathematisch  genau  präcisirten 
Hypothesen  und  mancher  Mathematiker  aus  der  alten  Schule  schätzte 
Faraday's  Theorien  gering,  ohne  jedoch  durch  die  Klarheit  seiner 
Anschauungen  zu  gleich  grossen  Entdeckungen  zu  gelangen. 

Bald  wurde  namentlich  in  England  allenthalben  nach  mög- 
lichst anschaulicher  und  greifbarer  Darstellung  der  Begriffe  und 
Vorstellungen  getrachtet,  die  früher  nur  in  der  Analyse  eine 
Rolle  gespielt  hatten.  Diesem  Streben  nach  Anschaulichkeit 
entsprang  die  graphische  Darstellung  der  Grundbegriffe  der 
Mechanik  in  MaxweWs  „matter  and  motion",  die  geometrische 
Darstellung  der  Superposition  zweier  Sinusbewegungen,  alle  durch 
die  Quaterionentheorie  bedingten  Veranschaulichungen,  so  die 
geometrische  Deutung  des  Symbols 

d^  d*  d^ 

^   ~     dx«     ^     dy«    ^     dz«        ^' 


*)  Man  vei-gleiche  die  fast  ätherisch  fein  ausgearbeitete,  krystallklai'e  aber 
farblose  Elasticitätstbeorie  in  Kirchhofs  Vorlosungon  mit  der  von  Thomson 
im  3.  Bande  der  math.  and  phys.  papors  gegebenen  derb  realistischen  Theorie 
nicht  des  idealen  elastischen  Körpers,  sondern  des  Stahls,  Kautschuks,  Leims, 
oder  mit  der  oft  kindlicli  naiven  Sprache  Maxwell 8^  der  mitten  in  den  Formeln 
eine  wirklich  gute  Methode,  Fettflecken  auszuputzen,  zum  Besten  gibt. 

**)  Maxwell,  treat.  on  el.  and  magii.  1873,  vol.  I  art.  29 :  natui-e  of  the 
Operator  V  and  V*;  dieselbe  wurde  später  auch  von  anderen  bemerkt:  Mach, 
Über  Hin.  Guebhai'ds  Daistellg.  der  ÄquipotentialcuiTen,  Wien,  Sitzungsber,, 
Bd.  86,  pg.  8,  1882.  Vgl.  auch  Wied.  Beibl,  Bd.  7,  pg.  10,  c.  r.  der  Pariser 
Acad.,  Bd.  95,  pg.  479. 
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Dazu  kam  ein  zweiter  Umstand.  Die  überrasdiondsten  und 
weitgehendsten  Analogien  zeigten  sich  zwischen  scheinbar  ganz 
disparaten  Naturvorgängen.  Die  Natur  schien  gewissermassen 
die  verschiedensten  Dinge  genau  nach  demselben  Plane  gebaut 
zu  haben  oder,  wie  der  Analytiker  trocken  sagt,  dieselben  Differen- 
tialgleichungen  gelten  für  die  verschiedensten  Phänomene. 

So  geschieht  die  Wärmeleitung,  die  Diffusion  und  die  Ver- 
breitung der  Elektricität  in  Leitern  nach  denselben  Gesetzen. 
Dieselben  Gleichungen  können  als  Auflösung  eines  Problems  der 
Hydrodynamik  und  der  Potentialtheorie  betrachtet  werden.  Die 
Theorie  der  Flüssigkeitswirbel,  sowie  die  der  Gasreibung  zeigt 
die  überraschendste  Analogie  mit  der  des  Elektromagnetismus  etc. 
Vergl.  hierüber  auch  Maxwell  „scient.  pap.",  vol.   1,  pag.   156. 

Solche  Einflüsse  drängten  auch  Maxwell,  als  er  an  die 
mathematische  Ausarbeitung  der  Faraday'^chen  Vorstellungen 
ging,  von  vorne  herein  in  eine  ganz  neue  Bahn.  Schon  Thomson*) 
hatte  eine  Reihe  von  Analogien  zwischen  Problemen  der  Elasti- 
citätstheorie  und  solchen  des  Elektromagnetismus  hervorgehoben. 
Maxu?ell  erklärte  schon  in  seiner  ersten  Abhandlung  über  Elek- 
tricitätslehre  **),  dass  er  keine  Theorie  der  Elektricität  zu  geben 
beabsichtige,  d.  h.  dass  er  selbst  nicht  an  die  Realität  der  incom- 
pressibeln  Flüssigkeit  und  der  Widerstandskräfte  glaube,  die  er 
dort  annimmt,  sondern  dass  er  bloss  ein  mechanisches  Beispiel 
zu  geben  beabsichtigt,  welches  grosse  Analogie  mit  den  elektrischen 
Erscheinungen  zeigt  und  die  letzteren  auf  eine  Form  bringen 
will,  in  der  sie  der  Verstand  möglichst  leicht  erfassen  kann.***) 
In  seiner  zweiten  Schriftf)  geht  er  noch  viel  weiter  und  con- 
struirt  aus  Fltissigkeitswirbeln  und  Frictionsrollen,  die  sich  inner- 
halb Zellen  mit  elastischen  Wänden  bewegen,  einen  bewunder- 
ungswürdigen Mechanismus,  welcher  als  mechanisches  Modell  für 
den    Elektromagnetismus    dient.       Dieser     Mechanismus     wurde 


*)  Cambridge  a.  Dublio  math.  Journal,  1847;  math.  and  phys.  pap.,  vol.  I. 

♦*)  Maxwell,  On  Faradays  lines  of  force.  Carnbr.  phil.  traos.,  vol.  X. 
Scient  pap.,  vol.  I,  pg.  157. 

***)  Maxwell,  Scient.  pap.,  vol.  I,  pg.  157. 

t)  Maxwell,  On  physical  lines  of  force.  Scient.  pap.,  vol.  I,  pg.  45L 
Phü.  mag.  (4),  vol.  21,  pg.  161,  281,  338,  1861,  vol.  23,  pg.  12,  85,  1862. 
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natürlich  von  Jenen  verspottet,  welche  ihn  wie  Zöllner  für  eine 
Hypothese  im  alten  Sinne  des  Wortes  hielten  und  meinten, 
Maxwell  schreibe  ihm  Realität  zu,  was  dieser  selbst  doch  so 
entschieden  ablehnt  und  nur  bescheiden  hofft,  „dass  durch  der- 
artige mechanische  Fictionen  weitere  Forschungen  auf  dem  Ge- 
biete der  Elektricitütslehre  mehr  gefördert  als  gehindert  sein 
würden".  Und  sie  waren  gefördert ;  denn  Maxwell  gelangte  durch 
sein  Modell  zu  jenen  Gleichungen,  deren  eigentümliche,  fast 
unbegreifliche  Zaubermacht  der  hiezu  Berufenste,  nämlich  Heinr, 
Hertz,  in  seinem  Vortrage  über  die  Beziehungen  zwischen  Licht 
und  Elektricität*)  pag.  11  so  drastisch  schildert.  Ich  möchte  den 
Worten  Hertz'  nur  beifügen ,  dass  Maxwell* s  Formeln  lediglich 
Consequenzen  seiner  mechanischen  Modelle  waren  und  Hertz' 
begeistertes  Lob  in  erster  Linie  nicht  der  Analyse  MaxwelVs^ 
sondern  dessen  Scharfsinn  in  der  Auftindung  mechanischer  Ana- 
logien gebührt. 

Erst  in  MaxwelVs  dritter  wichtiger  Schrift**)  und  in  seinem 
Lehrbuche***)  schälen  sich  die  Formeln  mehr  von  dem  Modelle 
los,  welcher  Process  dann  durch  Heavyside,  Poynting,  Rowland, 
Hertz,  Cohn  vollendet  wurde.  Maxwell  benutzt  noch  immer  die 
mechanische  Analogie  oder,  wie  er  sagt,  die  dynamische  Illustra- 
tion. Aber  er  specialisirt  sie  nicht  mehr  ins  Detail ,  sondern  er 
sucht  vielmehr  die  allgemeinsten,  mechanischen  Voraussetzungen 
auf,  welche  auf  Erscheinungen  zu  führen  geeignet  sind,  die  dem 
Elektromagnetismus  analog  sind.  Thomson  wurde  durch  Erweiter- 
ung seiner  schon  citii*ten  Ideen  auf  den  quasielastischen  und 
den  quasilabilen  Äther,  sowie  auf  dessen  Veranschaulichung  durch 
das  gyrostatisch-adynamischo  Modell  geführt. 

Natürlich  übertrug  Maxwell  die  gleiche  Behandlungsweise 
auch  auf  andere  Züveige  der  theoretischen  Physik.  Als  mechanische 
Analogien  sind  zum  Beispiele  auch  MaxweWs  Gasmoleküle  auf- 
zufassen, die  sich  mit  einer  der  fünften  Potenz  ihrer  Ent- 
fernung verkehrt   proportionalen  Kraft    abstossen,  imd    es    fehlte 


•)  BoDD,  bei  Emil  Strauss,  1890. 

••)  MaxweU,  A  dyuamical  theory  of  the  ei.  magn.  field.    Scient.  jjap.  I, 
pg.  52G.     Roy.  soo.  Irans,  vol.  155,  pg.  459,  1865. 

♦••)  Tieat  ou  el.  and  magn.    Oxford,  Clar.  press  1881. 
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in  der  ersten  Zeit  wieder  nicht  an  Forschern,  welche,  MaxwelVs 
Tendenz  missverstehend,  seine  Hypothese  für  unwahrscheinlich  und 
absurd  erklärten. 

Allmählicli  jedoch  fanden  die  neuen  Ideen  in  allen  Gebieten 
Eingang.  Aus  dem  Gebiet«  der  Wärraetheorie  erwähne  ich  hier 
nur  Heimholt^  berühmte  Abhandlungen  über  die  mechanischen 
Analogien  des  zweiten  Hauptsatzes  der  Wärmetheorie.  Ja,  es 
zeigte  sich,  dass  sie  dem  Geiste  der  Wissenschaft  besser  ent- 
sprachen, als  die  alten  Hypothesen  und  auch  für  den  Forscher 
selbst  bequemer  waren.  Denn  die  alten  Hypothesen  konnten 
nur  aufrocht  erhalten  werden,  so  lange  alles  klappte;  jetzt  aber 
schadeten  einzelne  Nichtübereinstimmungen  nicht  mehr,  denn 
einer  blossen  Analogie  kann  man  es  nicht  übel  nehmen,  wenn 
sie  in  einzelnen  Punkten  hinkt.  Daher  wurden  bald  auch  die  alten 
Theorien,  so  die  elastische  Theorie  des  Lichtes,  die  Gastheorie, 
die  Schemata  der  Chemiker  für  die  Benzolringe  etc.,  nur  mehr 
als  mechanische  Analogien  aufgefasst  und  endlich  generalisirte 
die  Philosophie  MaxwelVs  Ideen  bis  zur  Lehre,  dass  die  Er- 
kenntnis überhaupt  nichts  anderes  sei ,  als  die  Auffindung  von 
Analogien.  Damit  war  die  alte  wissenschaftliche  Methode  wieder 
hinwegdefinirt  und  die  Wissenschaft  sprach  nur  mehr  in 
Gleichnissen. 

Alle  diese  mechanischen  Modelle  bestanden  vorerst  freilich 
nur  im  Gedanken,  es  waren  dynamische  Illustrationen  in  der 
Phantasie  und  sie  konnten  auch  in  dieser  Allgemeinheit  nicht 
praktisch  ausgeführt  werden.  Doch  reizte  ihre  grosse  Bedeutung 
dazu  an,  wenigstens  ihre  Grundtypen  auch  praktisch  zu  verwirk- 
lichen. 

Über  einen  von  Maxwell  selbst  und  einen  vom  Schreiber 
dieser  Zeilen  unternommenen  derartigen  Versuch  ist  im  zweiten 
Teile  dieses  Katalogs  berichtet.  Auch  das  Modell  FüzgeralcCs 
befindet  sich  gegenwärtig  auf  der  Nürnberger  Ausstellung,  sowie 
das  Modell  Bjerhnes\  welche  ähnlichen  Tendenzen  ihren  Ursprung 
verdanken.  Weitere  hieher  zu  zählende  Modelle  wurden  von 
Oliver  Lodge,  Lord  Rayleigh  und  andern  construirt. 

Sie  alle  zeigen,  wie  die  neue  Richtung  den  Verzicht  auf 
vollständige  Congruenz   mit  der  Natur  durch  um  so  schlagenderes 
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Hervortreten  der  Ähnlichkeitspunkte  wettmacht.  Ihr  gehört 
ohne  Zweifel  die  nächste  Zukunft;  doch  ebenso  verfehlt,  als  es 
früher  war,  die  alte  Methode  für  die  allein  richtige  zu  halten, 
ebenso  einseitig  wäre  es,  sie,  die  so  viel  geleistet,  jetzt  für  voll- 
ständig abgethan  zu  halten  und  nicht  neben  der  neuen  zu 
cultiviren. 


München,  August  1892. 


Ober  mechanische  Integrationen. 

Von  Dr.  Alfred  Amsler  ia  SchaffhauseD. 

Alle  mechanischen  Integrationen  von  Functionen,  welche  sich 
auf  Flächenelemente  beziehen,  lassen  sich  mit  denselben  Hilfs- 
mitteln ausführen,  mit  denen  man  den  Flächeninhalt  einer  ge- 
schlossenen Curve  ermitteln  kann. 

Im  folgenden  sollen  die  Principien  einiger  der  interessantesten 
mechanischen  Integrationen,  welche  in  der  Wissenschaft  und  in 
der  Technik  Verwendung  finden  können,  auseinandergesetzt  werden. 

Von  mechanischen  Hilfsmitteln,  welche  bei  den  verschiedenen 
Instrumenten  die  Integration  besorgen,  sind  mir  drei  bekannt, 
nämlich 

1)  Eine  Rolle,  deren  rundlicher  oder  ßacher  Rand  mit 
sanftem  Druck  gegen  eine  Fläche  anliegt  Der  Bollenrand  muss 
glatt  sein  oder  darf  doch  wenigstens  keine  schiefen  Kerben 
haben.  Findet  eine  relative  Bewegung  zwischen  Fläche  und 
Rolle  statt,  so  wird  die  Rolle  durch  Reibung  von  der  Fläche  in 
Umdrehung  versetzt.  Wird  die  Rolle  so  auf  der  Fläche  bewegt, 
dass  der  Berührungspunkt  einen  Weg  von  der  Länge  s  senkrecht 
zur  RoUenaxe  beschreibt,  so  rollt  die  Rolle  auf  der  Fläche.  Ist 
r  der  Radius  der  Rolle  und  *  der  Winkel,  um  welchen  sich  die 
Rolle  gedreht  hat,  so  ist  r*  =  s 

Ich  nenne  die  Grösse  r*  die  Abwicklung  der  Rolle  und 
bezeichne  sie  mit  u.  In  diesem  Falle  ist  also  u  =  s.  Verschiebt 
man  die  Rolle  in  der  Richtung  ihrer  Axe,  so  findet  kein  Rollen 
statt,  sondern  blosses  Gleiten,  ohne  dass  sich  die  Rolle  dreht, 
dann  ist  u  s»  o. 
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Bewegt  man  die  Rolle  so,  dass  ihi-  Berührungspunkt  eine 
geradlinige  Bahn  beschreibt,  welche  mit  der  Rollenaxe  den  Winkel 
a  bildet,  so  findet  gleichzeitig  Rollen  und  Gleiten  statt  und  es  wird 

u  =  ssina. 

Ändert  man  die  Richtung  der  Rollenaxe,  ohne  die  Lage  des 
Berührungspunktes  der  Rolle  zu  iiodeni,  so  findet  weder  Gleiten 
noch  Rollen  statt  und  die  Rolle  dreht   sich   nicht   um   ihre  Axe. 

Es  sind  dies  alle  Bewegungsarten,  welche  eine  solche  Rolle 
ausführen  kann. 

Beschreibt  der  Berührungspunkt  auf  der  Fläche  eine  beliebige 
unendlich  kleine  Bahn  d  s,  während  die  Rollenaxe  gleichzeitig 
ihre  Richtung  ändert ,  so  hat  man  daher  du  =  sin  a  ds ,  und 
beschreibt  der  Berührungspunkt  eine  Bahn  von  endlicher  Länge, 

so  wird  die  Rollenabwicklung  u  =    j  sin  a  ds. 

Bei  dieser  Ableitung  wurde  nichts  vorausgesetzt  über  die 
BeschafPenheit  der  Fläche,  auf  welcher  die  Rolle  sich  bewegt. 
Es  ist  auch  weiter  keine  Voraussetzung  nötig,  als  dass  die 
Fläche  keine  Kanten  und  Ecken  habe,  und  dass  die  Rollenaxe 
stets  senkrecht  sein  soll  zur  Normalen,  welche  man  im  Berührungs- 
punkt der  Rolle  auf  die  Fläche  emchten  kann. 

Je  nach  dem  Zweck,  den  man  bei  Anwendung  dieses 
Integrationsprincips  verfolgt,  hat  man  durch  passende  kinematische 
Verbindungen  dafür  zu  sorgen,  dass  sich  der  Winkel  a  in  der 
richtigen  Weise  ändert.  Bei  wirklich  ausgeführten  Instrumenten 
kommt  als  Fläche,  auf  welcher  die  Rolle  läuft,  nur  vor  der  Kreis- 
kegel, die  Ebene  oder  die  Kugel. 

Mit  diesen  Hilfsmitteln  kann  man  eine  grosse  Menge  ver- 
schiedener Integrale  auswerten;  die  Genauigkeit  der  Resultate 
genügt  bei  sachverständiger  Ausführung  der  Instrumente  den 
weitestgehenden  Ansprüchen.  Eine  auf  einer  Fläche  teils  rollende, 
teils  gleitende  Rolle  dürfte  wohl  das  einfachste  mechanische 
Integrationsmittel  sein. 

Das  älteste  Planimeter,  von  Gonnella  im  Jahre  1824  erfunden, 
enthält  als  Integrationsmechanismus  eine  Rolle,  welche  auf  einem 
Kegel  läuft.  Das  Instrument  ist  schematisch  in  nachstehender 
Figur  dargestellt,  und  mag  als  Typus   aller   sogenannten  Linear- 
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planimeter,    oder  besser  Orthogonalplanimeter   (im  Gegensatz   zu 

Polarplanimeter)  gelten. 

Dessen  Einrichtung  besteht  im  Wesentlichen  in  Folgendem : 
Die   Räder   eines   Wagens  W  laufen   in    der  geraden  Nuth 

eines  auf  der  Zeichnungsebene  ruhenden  Lineals.     Am  Wagen 


IV 


'S; 


ist  ein  Arm  angebracht,  der  einen  drehbaren  Kegel  trägt^  dessen 
Axe  in  einer  zur  Nuth  senkrechten  Ebene  liegt  und  gegen  die 
Zeichnungsebene  so  geneigt  ist,  dass  die  oberste  Erzeugende  des 
Kegels  parallel  zur  Zeichnungsebene  ist  Mit  dem  untersten 
Punkt  des  Endkreises  ruht  der  Kegel  auf  der  Zeichnungsebene. 
In  einer  Führung  am  Wagen  lässt  sich,  senkrecht  gegen  die 
Nuth  des  Lineals  und  parallel  zur  Zeichnungsebene,  eine  Stange 
a  verschieben,  welche  an  einem  Ende  einen  Fahrstift  A  und  in 
der  Mitte  eine  auf  dem  Kegel  aufliegende  Rolle  trägt,  deren  Axe 
parallel  zu  a  ist.  Führt  man  den  Fahrstift  auf  der  Curve  y  =  f  (x) 
von  Aj  bis  A,,  so  verschiebt  sich  der  Wagen  um  die 
Strecke  x;  der  Kegel  dreht  sich  in  Folge  der  Reibung  auf  der 
Zeichnungsfläche  propoiüonal  zur  Grösse  der  Verschiebung  des 
Wagens.  Dreht  sich  der  Kegel  um  einen  bestimmten  Winkel, 
so  dreht  sich  auch  die  darauf  ruhende  Rolle  und  zwar  ist  die 
Drehung  der  letztern  proportional  zur  Entfernung  des  Berührungs- 
punktes der  Rolle  mit  dem  Kegel  von  der  Kegelspitze.  Diese 
Entfernung  ist  aber  gleich  y.  und  die  Drehung  des  Kegels 
ist    proportional    zum  Zuwachs   von    x,    folglieh  ist  die  Drehimg 

der  Rolle  proportional  zu   j  y  dx. 
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Wird  an  Stelle  des  Kegels  eine  horizontale  Scheibe  gebracht, 
welche  sieh  unter  Anwendung  passender  Hilfsmittel  proportional 
zur  Verschiebung  des  Wagens  W  dreht,  so  ist  die  Drehung  der 
Bolle,  welche  auf  dem  Durchmesser  der  Scheibe  senkrecht  zum 
Wagen  verschiebbar  ist.  prc^rtional  zur  Entfernung  des  Be- 
rührungspunktes der  Bolle  mit  der  Scheibe  vom  Centrum  der 
Scheibe,    und    die   Bollendrehung    wird   wieder  proportional    zu 

f  y  dx,  wenn  der  Punkt  A  eine  Curve  durchläuft. 

Diese  Construction  wurde  im  Jahre  1825  ebenfalls  von 
Gonnella  ausgeführt 

Das  aus  dem  Jahre  1827  datirende  Oppikofer'sche  Planimeter 
ist  identisch  mit  dem  Eegelplanimeter  Gonnella's.  Das  unter  dem 
Namen  Wetli*sches  Planimeter  bekannte  Instrument  ist  ähnlich 
der  zweiten  Planimeterconstruction  Gonnella^s.  Die  Frage,  wem 
die  Priorität  der  Erfindung  des  ersten  mechanischen  Planimeters 
zukommt,  findet  sich  ausführlich  erörtert  in  AfUonio  Favaro,  Bei- 
träge zur  Geschichte  der  Planimeter ,  Separat-Abdruck  aus  der 
„Allgemeinen  Bauzeitung*'  Wien  1873.  Ebendaselbst  findet  man 
auch  eine  reichhaltige  Zusammenstellung  der  Originalliteratur  über 
die  verschiedenen  Planimeterconstructionen  bis  1873. 

Die  Polarplanimeter,  welche  heutzutage  im  aUgemeinen  Ge- 
brauch sind  und  deren  Theorie  als  Ausgangspunkt  für  ander- 
weitige Integrationen  folgen  wird,  haben  als  Integrationsmechanis- 
mus die  Ck)mbination  von  Bolle  und  Ebene,  die  complicirteren 
auch  wohl  von  Bolle  oder  Cylinder  und  Kugel. 

Vergl.  J,  Amsler^  Über  die  mechanische  Bestimmung  des 
Flächeninhalts,  der  statischen  Momente  und  der  Trägheitsmomente 
ebener  Figuren,  insbesondere  über  einen  neuen  Planimeter,  Schaff- 
hausen 1856;  Separat-Abdruck  aus  der  „Vierteljahrsschrift  der 
naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich*';  sowie  die  französische 
Zeitschrift  „Cosmos'*  des  Abb6  Moigno,  29.  Februar  1856. 

2)  Ein  zweiter  Integrationsmechanismus,  welcher  dem  zu- 
erst beschriebenen  nahe  verwandt  ist,  ist  eine  Combination  von 
irgend  zwei  Flächen,  welche  sich  aufeinander  wälzen. 

Bei  wirklich  ausgeführten  Instrumenten  kommen  nur  folgende 
Flächen    vor:    Kugel,    Kreiscy linder,    Ebene,    Kreiskogel.     Der 
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Zweck,  welcher  durch  Anwendung  dieser  complidrten  Mittel  ver- 
folgt wird,  ist  die  Vermeidung  gleitender  Reibung,  wie  sie  bei 
dem  zuerst  beschriebenen  Integrationsraittel  vorkommt. 

Wendet  man  Kugel  und  Cylinder  au ,  so  bleibt  die  Be- 
trachtung genau  dieselbe  wie  bei  Anwendung  einer  Kugel,  auf 
welcher  eine  Bolle  läuft;  nur  hat  man  dort  an  Stelle  von  Rolle 
den  Ausdruck  Cylinder  zu  setzen  und  zu  beachten,  dass,  wenn 
sich  der  Berührungspunkt  von  Cylinder  und  Kugel  in  der  Richtung 
der  Cylinderaxe  verändert,  der  Cylinder  in  seine  neuen  Lagen 
durch  Walzen  anstatt  durch  Gleiten  kommt. 

Weniger  allgemein    aufgefasst  und  für  alle  ebenen  Integra- 
tionen   noch    hinreichend,   kann    man   den 
/'  Mechanismus  auch  folgendermassen  dofiniron. 

Die  Botationsaxen  der  Kugel  K  und  des 
Cylinders  C  sollen  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen  und  den  veränderlicben  Winkel 
a  mit  einander  bilden.  Dreht  sich  die 
Kugel  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel  ip 
um  ihre  Rotationsaxe  und  bezeichnet  r  den 
Radius  der  Kugel,  so  ist  die  Abwicklung  du 
des  Cylinders  C 

du  =  r  7  cosa. 
Ändert  man  den  Winkel  a,  so  wälzt  sich  der  Cylinder  auf 
der  Kugel,  ohne  sich  zu  drehen.  Xndert  mau  den  Winkel  a, 
während  man  die  Kugel  dreht,  so  wird  nach  einer  relativen  Be- 
wegung des  Systems  von  endlicher  Grösse  die  Cylinderabwicklung 
u  =  r    I    cos  a  f. 

Durch  passende  kinematische  Verbindungen  hat  man  dann 
wieder  für  die  zweckdienliche  Herstellung  dos  Winkels  zn  sorgen. 
Ein  Planimeter  mit  diesem  Integrationsmechanismus  ist  beschrieben 
in  der  Abhandlung  „Neuere  Planimeter- Constnictionen"  von 
J.  Amsler-Laffon,  Zeitschrift  für  Instrumenten  künde,  Berlin  1884. 
Es  ist  dies  meines  Wissens  die  einzige  Planimetercouätruction, 
bei   welcher  gar  kein  Gleiten    vorkommt*)    Die  Bedingung  des 

")  Ea  6Bi  gestattet  hier  dio   tolgoüdo  historisc'ho  Bomorkuns  ^'inmtügen : 

Bereits   z»   Anfang  ik-a  Jahres  1855.  kurz  itAclid(>m  die  crstcti   (Saii^'s) 

Flanimotor   nach    England    kamen,   hat    Clerk  Maxrcetl   ein  Planimeter  oftn« 
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I  Wälzens  ohne  Gleiten   ist    bei    den    sogenannten  Kagel- 
planimetern  von  Coradi  nur  annähernd  erfüllt. 

Da  Planiraeter  dieser  Kategorie  seit  einiger  Zeit  auch  in 
praktischen  Gebrauch  gekommen  sind,  will  ich  hier  das  oben 
citirte  Instrument  meines  Vaters  als .  Typus  dieser  Gattung 
lastrumente  kurz  beschreiben. 


glntatde  Reibung  construirt,  bei  woltheni  sich  zwei  Kugeln  von  gleichom 
Badius  aufeinaniler  abwäizen.  nie  befr.  Publiüation  Maxwell's,  datirt  vom 
22.  Januar  IS&b,  findet  sich  in  den  Transactions  of  the  Royal  Scottisb  Society 
of  Arta  vol.  IV,  part,  IV,  und  ist  betitelt:  „Description  of  a  n«c  fonn  ef 
tht  Ptatomeler,  an  Inetrvmfnt  for  mtasuring  the  Areas  of  plane  figurei 
draum  on  Paper"  (Wieder  abgedruckt  in  den  Werken  Bd.  I  p.  230  ff). 


De  Charattensfk  dos  L  stru       t"<  (i«s      R  s  Wl     ns         -nsj,efuhrt 

worden    st)      t  li  rz   d      folgende    En    Egill  tloz  utal     Axc   dreht 

B  I    iroportonal  de     Bewegi   tensUafes  drEihtugd     x  4xe 

(voFff]        be  stelieud       dreat         Mlnllf,  t  omm     c  t  ^u  )      t  no 


'  to  K  j,el  n  n 
prcBst  D  R  ü  Irth  nf.  d  K  r  I 
proport  0  al  d  DI  {,  1  v 
p  ukl  b  1  K  1  0  de  D 
I     e  d  r  M  tteli     kt     1    d  r  k  t. 


vnrt  nl      nd 


D  tal    Axe       nl   laßt^en 

hre   1      I     tale    Ax       -t 

i  r  F  tf      a        l       Berui  r 

k  j,  1     D     Terb   du  gs 

IC  Ir    1 1   f.  f  h  -t   z 
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Die  Axe  H  trägt  eine  Kugelcalotte  0  und  ein  konisches 
Zaborädchen,  welches  auf  dem  horizontalen  gezahnten  Kreis  Q 
läuft.     Der  FahrstUt  F  ist  an  einem  Ann   befestigt,  der  um  die 


Tortioale  Axe  C  drehbar  ist.  Letztere  geht  durch  das  Gentrum 
der  Kugel  0.  Auf  der  obern  Seite  des  Fahraims  ist  parallel 
zur  Itichtong  C  F  eine  Nuth  angebraclit,   in  welcher  die  beiden 


Stabe,  welcher  dto  Mittolpuukt  der  ersten  Kii^el  [iiit  einem  in  der  Riehtun;; 
der  y-Aie  ((leiteiidou  Schlitten  verbitidet,  weluher  den  Falirstift  trägt.  Man 
twwei&t  leieht,  dass  das  j  derCurve  <tauii  stets  jiroportiunal  ist  der  Entfci'uuug 
des  Berüliniiigspiiiittes  beider  Kugeln  von  iler  Drebaxe  der  erateren.  Die 
Umdrehunft  der  zweiten  Kuf,'i'l  um  ihre  hnrizoiitale  Aao  ist  dann  proportional 
dem  umfabrenen  Flüt^beustück. 

Maxwell  bat  aneh  (iu  eben  dieser  Abhandlung)  ein  Polarplanimeter  an- 
g^feben,  bei  «-elthein  die  BewesmiK  'l'"  '"  einer  Hülsi'  verseil iobban^n  Fahr- 
»rms  diireh  einen  auf  einer  Hyperbel  (rlritenden  Hebel  auf  den  Inteftrator 
übertragen  wird.    Dieser  li'tztere  ist  von  iler  oben  be*'hriebi'nen  Art. 

Die  Redaction, 
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Räder  h  eines  Wagens  laufen.  Der  Wagen  trägt  den  Cylinder  D, 
welcher  die  Kugel  auf  dem  horizontalen  grössten  Kreis  mit 
leichtem  Druck  berührt.  Bewegt  man  den  Fahrstift  F  auf  einem 
Kreisbogen,  dessen  Centrum  P  ist,  so  dreht  sich  die  Kugolcalotte 
um  einen  Betrag,  der  proportional  ist  zu  der  Länge  des  von  C 
durchlaufenen  Weges,  welchen  ich  wieder  mit  s  bezeiclme.  Ist 
F  C  senkrecht  zu  P  C,  so  rotirt  der  Cylinder  D  nicht.  Bildet 
F  C  den  Winkel  a  mit  jener  ursprünglichen  Lage,  so  berülirt  der 
Cylinder  die  Kugel  in  einem  Punkt,  dessen  Abstand  von  der 
Rotationsaxe  der  Kugel  gleich  ist  r  sin  a,  wenn  r  den  Radius  der 
Kugel  bedeutet.  Dreht  man  nun  das  Instrument  in  dieser  Lage 
um  den  Punkt  P,  ohne  die  relative  Lage  von  F  C  und  C  P  zu 
vorändern ,  so  rotirt  der  Cylinder  D  proportional  zu  r  sin  a  und 
zu  s.  Die  Drehung  des  Cylinders  wird  mithin  gleich  c  r  sin  a, 
wobei  c  eine  Constante  bedeutet,  welche  von  den  Dimensionen 
des  Instruments  abhängt. 

Fühi-t  man  den  Fahrstift  F  auf  einem  Kreisbogen ,  dessen 
Centrum  C  ist,  so  dreht  sich  die  Kugelcalotte  nicht,  dagegen 
ändert  der  Cylinder  seine  Lage  auf  der  Kugel.  Der  Cylinder 
wälzt  sich,  ohne  zu  gleiten,  in  seine  neue  Lage,  wobei  der  Wagen 
sich  auf  der  Nuth  des  Fahrarms  etwas  verschiebt.  Der  Cylinder 
rotirt  bei  dieser  Bewegung  nicht.  Beschreibt  der  Fahrstift  F 
irgend  eine  Curve,  so  findet  gleichzeitig  Drehen  der  Kugel  und 
Wälzen   des  Cylinders   statt    und  letzterer  rotirt  dabei  um  einen 

Betrag  der    gleich   ist  er  fsin  ads,   welcher    Wert   proportional 

ist  zum  Flächeninhalt  der  von  F  beschriebenen  Curve.  Wäre  der 
Rahmen,  welcher  den  Cylinder  D  trägt  nicht  beweglich  in  der 
Richtung  des  Fahrarms,  so  würde  das  Instrument  trotzdem  noch 
obiges  Integral  richtig  angeben.  Allerdings  könnte  dann  der 
Cylinder  seine  Lage  auf  der  Kugel  nicht  mehr  ändern,  ohne  zu 
gleiten.  Auch  ist  es  theoretisch  durchaus  nicht  nötig,  dass  die 
Axe  C  durch  den  Kugelmittelpunkt  geht,  wenn  sie  nur  die 
Rotationsaxe  der  Kugel  schneidet.  Selbstverständlich  muss  dafür 
gesorgt  sein,  dass  unter  allen  Umständen  der  Cylinder  die  Kugel 
stets  berührt. 

Ferner  ist  es  nicht  nötig,  dass  der  Cylinder  die  Kugel  in 
einem  grössten  Kreis  berühre,  der  Cylinder  kann  sogar  während 
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der  Bewegung;  des  Instruments  seine  Lage  auf  der  Kugel  helicbig 
verändern,  wenn  dabei  nur  seine  Axe  sich  selbst  parallel  bleibt. 
Ldegen  jedoch  die  Rotationsaxe  des  Cylinders  und  die  Rotations- 
axe  der  Kugel  nicht  in  ein  und  derselben  Ebene,  so  findet  bei 
jeder  Rotation  der  Kugel  ein  Gleiten  des  Cylinders  auf  der 
Kugel  statt. 

Soll  nämlich  blosses  Rollen  von  Cylinder  auf  Kugel  statt- 
finden, so  muss  die  Fortbewegungsrichtung  der  beiden  materiellen 
Punkte,  in  welchen  die  beiden  Flächen  sich  berühren,  für  beide 
Punkte  dieselbe  sein.  Denkt  man  sich  also  im  Berührungspunkt 
eine  Tangente  an  den  Parallelkreis  der  Kugel  gelegt,  so  muss 
diese  Linie  auch  gleichzeitig  Tangente  des  Cylinderkreises  sein, 
der  durch  den  Berührungspunkt  geht.  Dieses  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  sich  die  Rotationsaxen  von  Kugel  und  Cylinder 
schneiden.  Liegen  die  beiden  Rotationsaxen  nicht  in  einer 
Ebene,  so  bilden  die  Tangenten  der  beiden  Berührungskreise 
einen  Winkel  ^  miteinander.  Bedeutet  Uj  den  Weg,  welchen  der 
Berührungspunkt  auf  dem  Parallelkreis  der  Kugel  bei  deren 
Rotation  zurücklegt,  imd  u.^  den  resultirenden  Weg  des  Be- 
rührungspunktes auf  dem  Cylinderkreis,  so  ist  u^  =  Uj  cos  »p. 

Es  findet  also  eine  schiefe  relative  Bewegimg  statt,  welche 
Gleitung  bedingt.  Sollte  keine  Gleitung  stattfinden,  so  müsste 
die  Bedingung  w^  =  Uj  erfüllt  sein. 

Würde  bei   dem    beschriebenen  Planimeter  der  Cvlinder  die 

Kugel  nicht  in  dem  horizontalen  grössten  Kreis  berühren,  sondern 

höher  oder  tiefer,  so  wäre  die  Entfernung  des  Berührungspunktes 

von  der  Rotationsaxe  der  Kugel  nicht  gleich,  sondern  grösser  als 

..    ,.  .      ,  .  ,   rsina     _,        ...        ....  rsina 

r  sin  a,  namlich  deich r-    E^  wurde  mithin  u.  =  c ds 

cos  (y  cos  (p 

und  Ujj  =  Uj  cos  <|)  =  er  sin  a  ds  sein, 

womit  nachgewiesen  ist,  dass  auch  in  diesem  Fall  das  Instrument 
richtige  Resultate  giebt.  Ohne  den  Cylinder  oder  den  ihn  tragenden 
Rahmen  in  der  Richtung  der  Rotationsaxe  des  Cylinders  be- 
weglich zu  machen,  ist  es  nicht  möglich,  ein  Gleiten  des  Cylinders 
auf  der  Kugel  zu  vermeiden,  wohl  aber  kann  man  durch  zweck- 
mässige Wahl  der  verticalen  Axe  C  des  Fahrarms  die  Gleitung 
bedeutend   reduciren,   was  beim  Kugelplanimeter  von  Coradi  in 
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geschickter  Weise  durchgefahrt  ist.  Dort  ist  die  Axe  C  durch 
den  Schnittpunkt  der  Kotationsaxen  von  Kugel  und  Cylinder  ge- 
richtet.    Das   den  Cylinder    tragende  Kähmchen  ist  drehbar   um 


F 
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«..-- 


. — • 
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;< 
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eine  Axe  parallel  zum  Fahrarm.  Dreht  man  den  Fahrarm  um 
den  Winkel  a  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  heraus,  so  kommt 
der  Cylinder  durch  unvollkommenes  Wälzen  in  seine  neue  Lage. 
Der  Betrag,  um  welchen  der  Cylinder  dabei  gleitet,  ist  gleich  der 
Differenz  der  krummlinigen,  auf  der  Kugel  gemessenen  Ent- 
fernung D^j  D^  und  der  Entfernung  der  Projectionen  der  Punkte 
C  und  Dl  auf  die  schiefe  Cylinderaxe  C,  D^.  Bei  kleinen  Werten 
von  a  ist  jene  Differenz  verschwindend  klein.  Bei  jeder  schiefen 
Lage  des  Cylinders  beruhigt  dieser  die  Kugel  in  einem  Punkt  der 
tiefer  liegt  als  D^j,  es  wird  in  Folge  dessen  bei  einer  Rotation 
der  Kugelcalotte  ebenfalls  ein  partielles  Gleiten  des  Cylinders 
stattfinden.  Da  nun  bei  kleinen  Werten  von  a  der  Berührungs- 
punkt wenig  tiefer  als  D^j  liegt,  so  ist  auch  das  resultirendc 
Gleiten  des  Cvlinders  sehr  unbedeutend. 
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Die  Combination  von  Kugel  und  Ebene,  oder  Kugel  und 
Kreiskegel,  gentigt  für  sich  allein  nicht  zur  Auswertung  eines 
Integrals.  Um  ein  Resultat  zu  bekommen,  muss  man  noch  einen 
Cj^linder  zu  Hilfe  nehmen. 

Man  denke  sich  eine  ebene  Scheibe  S  und  einen  Cvlinder  C 
dessen  Axe  parallel  zur  Scheibenebene  gericlitet  ist.  Eine  Kugel 
K  liege  gleiclizeitig  gegen  den  Cylinder  und  die  Scheibe  an  und 


zwar  so,  dass  die  Kugel  die  Scheibe  in  einem  Punkt  eines 
Durchmessers  berührt.  Die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit 
der  Scheibe  und  dem  Cylinder  seien  resp.  B  und  D. 

Eine  Vorrichtung  soll  gestatten,  die  Kugel  in  der  Richtung 
der  Cylinderaxe  so  zu  verschieben,  dass  sich  dabei  die  Kugel 
frei  drehen  kann  und  Cylinder  und  Scheibe  stets  berührt. 
Dreht  sich  die  Scheibe  um  ihre  Axe  um  den  Winkel  y  während 
die  Lage  der  Kugel  unverändert  bleibt,  so  dreht  sich  letztere  um 
eine  Axe,  welche  parallel  zur  Cylinderaxe  ist.  Diese  Drehung 
wird  von  der  Kugel  direct  auf  den  Cylinder  übertragen.  Be- 
zeichnet y  die  Entfernung  des  Scheibenmittelpunkts  vom  Be- 
rührungspunkt der  Kugel  mit  der  Scheibe,  so  wird  der  vom 
Cylinder  abgewickelte  Bogen 

du  =  y  dy. 

Verschiebt  man  die  Kugel  in  der  Richtung  der  Cylinderaxe, 
80  rollt  sie  einerseits  der  Scheibe  entlang,  andererseits  dem 
Cylinder  entlang;    eine  Drehung  des  Cylinders  findet  nicht  statt. 

Bringt  man  daher  die  Scheibe  in  Drehung,  während  man 
die  Lage  der  Kugel  passend  verändert,  so  erhält  man  nach  einer 
Bewegung  des  Systems  von  endlicher  Grösse  als  Cylinderabwicklung 

u  =  J  y  d(p. 


110  A.  Amsler,  Über  mechanische  Integrationen. 

Bringt  man  diesen  Mechanismus  z.  B.  an  Stelle  des  Kegels 
oder  der  Scheibe  im  Gonnella'schen  Planimeter  und  die  Kugel 
an  Stelle  der  Rolle,  so  hat  man  ein  Linearplanimeter  ohne 
Gleitung.  Will  man  wirklich  keine  Gleitung  haben,  so  muss  die 
Gabel,  welche  die  Kugel  hin-  und  herschiebt,  mit  Führungsrollen 
versehen  sein,  deren  Axen  parallel  zur  Verbindungslinie  von  B 
und  D  gerichtet  sind. 

Dieser  Integrationsmechanismus  ist  zwar  complicirt,  hat  aber, 
wie  die  Linearplanimeter  die  Eigentümlichkeit,  in  jedem  Augen- 
blick das  fertige  Resultat  anzugeben,  ohne  dass  man  das  System 
in  die  Anfangslage  zurückbringen  muss.  Der  Mechanismus  wurde 
von  Sir  W.  Thomson  bei  einem  Apparat  zur  Auswertung  der 
Coefficienten  periodischer  Reihen  angewendet. 
(Siehe  W.  Thomson,  Natural  Philosophy.) 
3)  Der  dritte  Integrationsmechanismus  ist  von  den  beiden 
vorhergehenden  wesentlich  verschieden.  Der  Mechanismus  be- 
steht in  einer  Rolle  mit  scharfem  Rand,  welche  auf  einer  Fläche 
rollt,  ohne  seitlicli  gleiten  zu  können;  dagegen  muss  sie  sich  um 
ihren  Berührungspunkt  auf  der  Fläche  drehen  können.  Statt 
einer  scharfkantigen  Rolle  kann  man  auch  irgend  eine  sich  nicht 
drehende  Schneide  auf  der  Fläche  laufen  lassen.  Die  Abwicklung 
kommt  hier  nicht  in  Betracht;  die  Rolle  soll  nur  eine  gewisse 
Lage  oder  eine  gewisse  Richtung  fixiren. 

Zur  Erkenntnis  der  Wirkungsweise  der  Rolle  im  ersten  Fall, 
denke  man  sich  eine  scharfkantige  Rolle  R,  welche  sich  auf  ilirer 
Drehungsaxe  verschieben  lässt. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  A  der  Drehungsaxe  parallel  zur 
Ebene  der  Rolle  und   sorgt  man   dafür,   dass  sich  die  Richtung 

der  Rollenebene  nicht  ändern  kann,  so  rollt 
die  Rolle  auf  der  Fläche  in  der  Richtung  der 
Rollenebene;  die  Entfernung  des  Punktes  A 
von  der  Rollenebene,  auf  welche  es  nun 
ankommt,  ändert  sich  dagegen  nicht.  Bewegt 
man  dagegen  den  Punkt  A  in  der  Richtung 
der  Rollenaxe,  so  bleibt  die  Rolle  stehen  und  dieAxe  gleitet  ein 
Stück  weit  durch  die  Rolle.  Ich  nenne  diese  Strecke  1. 
Bewegt     man    den     Punkt  A  auf     der     beliebigen     unendlich 
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kleinen  Bahn  ds,  und  sorgt  dafür,  dass  aidx  der  Winkel  a 
welchen  die  Rollenebcne  mit  der  Hewe^jun^srichtung  von  A  bildet, 
nicht  ändert,  so  wird  dl  =  ds  sin  a.  Ändert  sich  der  Winkel 
gleichzeitig  unendlich  wenig,  so  hat  dies  auf  die  Länge  dl  keinen 
£influss.  Bewegt  man  den  Punkt  A  auf  einem  endlichen  Curven- 
stück,  so  wird 

1  =   j    sin  a  ds. 

Durch  passende  kinematische  Verbindungen  hat  man  dann 
wieder  für  die  Herstellung  des  Winkels  a  zu  sorgen. 

Das  einzige  mir  bekannte  Instrument,  welches  auf  diesem 
Princip  basirt,  ist  ein  Polarplanimeter  meines  Vaters  (siehe 
J.  Amsler,  Vierteljahrschrift  1856.) 

Um   die  Wirkungsweise   einer  scharfkantigen  Rolle,   welche 
eine  gewisse  Richtung  fixiren   soll,  einzusehen,  denke  man  sich 
eine   Stange  RA   so    mit    der  Rolle    verbunden,    dass    der    Be- 
rührungspunkt der  Rolle  auf  der  Fläche  sich  nur 
in   der  Richtung    der  Stange    verschieben    lässt, 
und   dass   die  Richtung  der  Rollenebene    gleich- 
f^  zeitig   beliebig    verändert    werden    kann.     Ver- 

N.^         schiebt  man  nun  die  Stange  A  R  parallel  zu  sich 
selbst,  so  dass  A  die  zu  A  R  senkrechte  Bahn  ds 
f  beschreibt,  so  rollt  die  Rolle  in  der  Richtung  ihrer 

Ebene.  Dabei  verschiebt  sich  der  Punkt  R  auf 
der  Stange  um  die  Strecke  dl.  Es  ist  dl  =  tg  a  ds.  Durch- 
läuft A  ein  endliches  Curvenstüek  und  sorgt  man  durch  passende 
kinematische  Verbindungen   für    die  Herstellung  des  Winkels  a, 

so  erhält  man  1  =    j  tg  a  ds. 

Ein  Instrument,  welches  auf  diesem  Integrationsprincip 
basirt,  ist  das  zeichnende  Planimeter  (Intograph  genannt)  von 
Abdank-Abakanowicz. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  wie  man  die  besprochenen  In- 
tegrationsmechanismen angewendet  hat  und  anwenden  kann,  um 
Integrale  von  praktischer  Bedeutung  auszuwerten.  Ich  beschränke 
mich  der  Einfachheit  wegen  auf  die  Anwendung  des  erstgenannten 
Integrationsmittels,  nämlich  einer  Rolle,  welche  auf  einer  Fläche 
teils  rollt,  teils  gleitet,  bemerke  jedoch,  dass  man  dasselbe  auch 
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leisten    könnte    mit    Zugrundelegung    der    andern    Integrations- 
principien. 

Ich  betrachte  zunächst  eine  begrenzte  Gerade  a,  deren  End- 
punkte A  und  B  auf  zwei  beliebigen,  in  derselben  Ebene  liegen- 


den festen  Curven  s  und  s' gleiten.  Bei  einer  unendlich  kleinen 
Parallelbewegung  bestreicht  die  Gerade  a  die  Fläche 

a  sin  a  ds 

wenn  a  den  Winkel  bedeutet,  welchen  a  mit  der  Bewegungs- 
richtung des  Punktes  A  und  ds  die  Länge  der  Bahn  von  A  be- 
deutet. 

Dreht  sich  die  Gerade  a  um  den  Punkt  A  um  den  Winkel  dy , 

a^  d^ 
so  bestreicht  a  die  Fläche — ^-^. 

Finden   beide  Bewegungen   gleichzeitig   statt,   so  ist  das  be- 
strichene Flächenelement 

a« 


dF  =  a  sin  a  ds  4-  -^-  dy . 


Führt  die  Gerade  a  eine  endliche  Bewegung  aus,  so  ist  daher 
die  von  a  bestrichene  Fläche 


F  =  a  j  sin  a  ds  H — ^  f 


wobei  das  Integral  über  den  ganzen  vom  Punkt  A  durchlaufenen 
Weg  auszudehnen  ist;  y  ist  der  Winkel  zwischen  Anfangs-  und 
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Endlage  der  Geraden  a.  Fallen  diese  zusammen,  so  ist  entweder 
^  =  o  oder  =  2k  je  nachdem  die  Gerade  a  während  der  Bewegung 
keine  oder  eine  ganze  Umdrehung  genxacht  hat;  und  es  wird 
dementsprechend 

F  =  a  I  sin  a  dß 

oder  F  =  a  I  sin  a  ds  -[-  a*  ^ 

Sind  Fj  und  F,  die  Flächeninhalte  von  s  resp.  s',  und  nehme 
ich  den  künftig  blos  in  Betracht  kommenden  Fall  an,  dass  A  und 
B  die  beiden  Curven  in  demselben  Sinn  durchlaufen,  so  ergibt 
eine  einfache  Betrachtung,  die  ich  hier  nicht  näher  ausführen 
will,  dass 

F  =F,  — F, 

mithin  F,  —  Fi  =  a  1  sin  a  ds 

oder       F,  —  F»  =  a  [  sin  a  ds  -|-  a*ir. 

Gleitet  der  Punkt  auf  s  hin  und  her,  so  ist 

Fl  =  0  und  F,  =  a  fsin  a  ds. 

Denkt  man  sich  nun,  dass  die  Gerade  a  eine  Stange  vor- 
stellt, welche  eine  Rolle  trägt,  die  auf  der  Zeichnungsebene  ruht 
und  deren  Axe  parallel  zu  a  ist,  so  hat  man  ein  Instrument,  um 
Flächeninhalte  zu  messen.  Wird  nämlich  der  Punkt  A  durch 
eine  kinematische  Verbindung  auf  der  Curve  s  und  der  Punkt 
B  mit  der  Hand  auf  der  Curve  s'  geführt,  so  gibt  die  Rolle  den 

Wert  des  Integrals  f  sin  a  ds  an ,  wenn  die  Stange  a  wieder  in  die 

Anfangslage  zurückgekehrt  ist. 

Bezeichne  ich  wie  früher  die  Rollenabwicklung  mit  u,  so 
hat  man 

u  =  fsin  a  ds 
und  F,  =  au 

Wählt  man  für  die  Curve  s  einen  Kreis,  so  kommt  man  zu 
dem  bekannten  Polarplanimeter  von  J.  Amsler  Laffon*) 

•)  Siehe  J.  Amsler,  Vierteljahresschrift  1856. 
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Ich  nehme  nun  an,  der  Punkt  A  werde  auf  einer  Geraden  x 
geführt.  Für  den  Inhalt  der  Ton  B  umfahrenen  Figur  h^t  man 
wieder 

au  =  a  jds  sin  a. 

Setze  ich  ds  =  dx,  a  sin  a  =  y,  so  wird 

au  =  Jy  dx, 
worin  y  als  Function  von  x  anzusehen  ist 


Durch   die   Substitutionen    y  =  a  sin  a,   dx  =  ds  kann  ich 
umgekehrt  jedes  Integral  von  der  Form 


Jy°  dx, 


welches  sich  über  eine  geschlossene  Curve  y  =  f  (x)  ei'streckt, 
und  worin  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  durch  Integrale 
von  der  Form 


const 


.  fds  sin  ß 


ausdrücken,  also  durch  Integrale,  welche  mit  den  bisher  ange- 
wandten Hilfsmitteln  mechanisch  ausgewertet  werden  können, 
wenn  man  nur  im  Stande  ist,  jederzeit  den  Winkel  ß,  der  eine 
Function  von  a  ist,  durch  einen  Mechanismus  herzustellen.  Macht 
man  jene  Substitution,  so  wird 


Nun  ist 


r  y"  dx  =  a"  r  ds  sin"  a 
für  n  =  2  p  +  1 


(—  ly  2'p  sin'p  +^ a  =  sin  (2  p  -f  l)a  — 


2p  +  l    ;.„ 


sin(2p — l)a4  •  •, 
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und  für  n  =  2  q 

2q 
(_l;,i2»*»-'8in«^a=  cos2qa r^cos(2q  — 2)a  -f  .  .  .  . 

Setzt  man  für  sin"  a  diese  Werte  in  fds  sin"  a  ein,  so  erhält  man 
für  fy"  dx  einen  Ausdruck,  der  nur  noch  Integrale  von  der  Form 

c  j  sin  m  a  ds   oder  c  f  sin  (-^ m  a)  ds    enthält   (m   bedeutet 

eine  positive  ganze  Zahl,  c  eine  Constante),  sodass  also  ß  =  ma 

oder  ß  =  — m  a  wird. 

Ist  mit  der  Stange  AB  eine  zweite  Stange  AB'  bei  A  durch 
ein  Scharnier  verbunden,  und  durch  einen  Mechanismus  dafür  ge- 
sorgt (was  auf  verschiedene  Arten  möglich  ist),  dass  in  jedem 
Moment  der  Bewegung  der  Winkel  ß,   welchen  AB'  mit  der  Ge- 


raden X  bildet,  gleich  m  a  ist,  so  wickelt,  wenn  man  mit  B  die 
geschlossene  Figur  y  =  f  (x)  umfährt,  eine  an  der  Stange  AB' 
angebrat'hte  Rolle  einen  Bogen  ab,  der  gleich  ist 

u'  =  J  sin  ß  ds,  wenn  die  Rollenaxe  parallel  zu  AB', 

u'  =  J  cos  ß  ds,  wenn  dieselbe  senkrecht  zu  AB'  an  der  Stange 

befestigt  ist. 

Zur  Auswertung  eines  jeden  in  dem  für  f  y"  dx  substituirten 

Ausdruck  vorkommenden  Integrals  ist  eine  Stange  mit  daran  be- 
festigter Rolle  erforderlich;  alle  Stangen  müssen  in  A  scharnier- 
artig mit  einander  verbunden  sein  und  jederzeit  mit  der  Geraden  x 

8* 
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einen  Winkel  bilden,  der  gleich  ist  einem  ganzen  Vielfachen  von  a. 
Die  Summe  der  mit  den  entsprechenden  Constanten  multiplicirten 
Rollenabwicklungen  ergibt  dann  den  Wert  des  Integrals 

welches  sich  über  den  ganzen  von  B  durchlaufenen  geschlossenen 
Weg  erstreckt. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  Instrumente  ist  der  Integrator 
von  J.  Amsler-'Laffofi^  welcher  die  Integrale 

r  y  dx,  fy^  dx  und  \y^  dx, 

gleichzeitig  auswertet  (\^ergl.  J.  Amsler,  Vierteljahresschrift). 

Nachdem  es  gelungen  ist,  das  Integral  Jy"dx  mit  denselben 

Hilfsmitteln  auszuwerten,  mit  denen  sich  Jy  dx  mechanisch  be- 
stimmen lässt,  kann  man  sich  fragen,  ob  es  nicht  auch  gelingt, 
durch  Umfahren    oiner  Figur  Integrale    von    der  Form  f  y"  x°  dx 

mechanisch  auszuwerten.  Es  ist  dies  in  der  That  möglich  und 
auch  für  den  Fall  m  =  1  von  der  Firma  J.  Amsler-  Laffon 
und  Sohn  mehHach  ausgeführt  worden  zum  Zweck  der  Unter- 
suchung von  Rotationskörpern  aus  deren  Schnitt  durch  die  Rota- 
tionsaxe  (ballistische  Untersuchungen).  Eine  Beschreibung  dieses 
Instrimients  ist  bis  jetzt  noch  nicht  publicirt  worden. 

Sind  X  und  v  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  ebenen 
Figur,  welche  durch  Rotation  um  die  x-Axe  den  Rotationskörper 
erzeugt,  so  ist  das  Volumen  desselben 

V  =  ^Jy*dx, 

das  statische  Moment  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  y-Ebene 

My  =  TT  J  y^  X  dx, 
das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene 

I,  =  2;rJy^xMx, 

und  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Rotationsaxe 
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Die  Integrale  ei*strecken  sich  über  die  die  RoUitionstliiche 
erzeugende  Ciirve  und  über  die  Rotiitionsaxe. 

Die  Ermittlung  von  V  und  1^^  kann  mit  den  bekannt^»n  Hilfs- 
mitteln geschehen;    anders  verhält  es  sich  mit  M^  und  I,,  welche 

die    Bestimmung    von  Integralen    der   Form  J  y°  x"'  dx  erfordern. 

Zu  diesem  Ende  muss  man  das  bisherige  Integrationsprincip 
etwas  modificiren.  Die  Grösse  v"  x"  als  variable  Function  und  dx 
als  Argument  in  den  Mechanismus  hineinzulegen,  ginge  aus  kine- 
matischen Gründen  nicht  an.  Es  bleibt  daher  nichts  anderes 
übrig  als  y  als  Function  von  x  und  x'"  dx  als  variables  Differen- 
tial zu  verwenden.  Zur  Erläuterung  der  Art,  wie  dies  geschehen 
kann,  diene  die  mechanische  Integration  im  einfachsten  Falle 
Jy*  x  dx. 

Setzt  man  y  =  2a  sin  d,  so  wird 

y2  =  4a*  sin  ^a  =  —  2a*  cos  2a  +  2a* 
und 

J  y*  X  dx  =  —  2a*  J  x  cos  2a  dx  -f  2a*  J  x  dx 

Über  eine  geschlossene  Curve  ausgedehnt  ist  J  x  dx  =  o,  und  es 
bleibt 

J  y*  X  dx  =  —  2a*  J  x  cos  2a  dx 

Um  dieses  Integral  zu  bestimmen,  dient  folgender  Mechanis- 


mus.    In    der  Nuth    eines  Lineals    parallel    zur  Rotationsaxe  xx 
laufen  die   ßäder   zweier  Wägen  Wi   und  W2.     Der  Wagen  Wi 


im  h.  AnmUrt  D^er  iiiM:baoii»cbe  lote^ratkNieii. 

gibt  ein^-r  Stange  «^.-nkrecht  zu  xx  Führung.  Am  Ende  tragt 
die  .Stange  den  Fahrstift  F.  AB  und  BC  sind  zwei  gleich  lange 
Stangen^  welche  in  B  durch  ein  S^.hamier  verbunden  sind.  Die 
Stange  AB  dreht  sich  um  den  Punkt  A  und  dreht  ein  damit 
starr  verbundenes  Zalinrad  Zj.  welches  in  ein  halb  so  grosses  Zahn- 
rad Zj  eingreift.  Letzteres  Zahnrad  trägt  eine  Rolle  R,  deren 
Axe  mit  der  Linie  xx  den  Winkel  2a  bildet,  wenn  AB  (oderBC) 
den  Winkel  a  mit  xx  bildet.  Die  Rolle  R  liegt  mit  sanftem  Druck 
auf  einer  drehbaren  ebenen  S^:heibe  S  auf,  welche  vom  Wagen  Wi 
getragen  wird.  Der  Wagen  W2  wird  vom  Wagen  Wi  in  Be- 
wegung g^.*setzt  und  zwar  so,  dass  sich  die  Entfernung  der  beiden 
Wagen  in  gleichem  Verhältnis  ändert,  als  der  Wagen  Wi  sich 
längs  des  Lineals  bewegt.  Gleichzeitig  erhält  die  Scheibe  S  eine 
Drehung  profiortional  zur  Fortbewegung  des  Wagens  W«.  Es  ge- 
schieht dies  folgendermassen.  .  Am  Wagen  W«  ist  eine  hori- 
zontale Zahnstange  t  befestigt,  welche  auf  einem  verticalen  Zahn- 
rad Pi  ruht,  dessen  Axe  senkrecht  zum  Lineal  vom  Wagen  Wi  ge- 
tragen wird  und  welches  auf  einer  Zahnung  des  Lineals  läuft 
Bewegt  sich  der  Wagen  Wi,  so  rollt  das  Zahnrad  pj  auf  dem 
Lineal  und  treibt  die  Zahnstange  und  damit  den  Wagen  W«  von 
Wi  weg,  so  dass  die  Entfernung  von  Wi  und  W«  proportional 
ist  zu  X.  In  Folge  dessen  wird  auch  die  Entfernung  des  Punktes, 
in  welchem  die  Rolle  R  die  Scheibe  S  berührt,  vom  Mittelpunkt 
der  Scheibe  in  gleichem  Verhältnis  wachsen  wie  x. 

Der  Wagen  Ws  trägt  ebenfalls  ein  verticales  Zahnrad  p„ 
welches  auf  dem  Lineal  rollt.  Von  der  Axe  dieses  Zahnrades 
aus  wird  die  Scheibe  S  durch  ein  konisches  Räderpaar  in  Um- 
drehung versetzt.  Die  Bewegung  des  Wagens  W2  ist  proportional 
zu  X,  also  ist  auch  die  Drehung  der  Scheibe  S  zu  x  proportional. 

Nehmen  wir  an,  die  Rolle  R  berühre  die  Scheibe  S  im  Cen- 
trum, wenn  sich  der  Fahrstift  auf  der  y-Axe  befindet.  Verschiebt 
man  den  Fahrstift  um  die  Strecke  x,  so  wird  auch  die  Entfernung 
der  Rollo  R  vom  Mittelpunkt  der  Scheibe  =  const.  x.  Ver- 
schiebt man  nun  den  Fahrstift  um  dx  parallel  zur  xAxe,  so 
dreht  sich  die  Scheibe  S,  und  zwar  so,  dass  ein  Punkt  des 
Kreises  der  Scheibe  S,  in  welchem  die  Rolle  R  die  Scheibe 
berührt,   einen  Weg   beschreibt,   der  gleich   ist  const.  x  dx.    Da 
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nun  die  Sollenaxe  den  Winkel  2a  mit  xx  bildet,  wird  durch 
jene  Drehung  die  Rolle  um  const.  x  cos  2a  dx  gedreht.  Ausser 
dieser  Drehung  erhält  die  Rolle  noch  eine  weitere  Drehung, 
welche  von  der  relativen  Bewegung  von  Rolle  und  Scheibe  her- 
rührt ;  dieser  Teil  der  Drehung  beträgt  const.  sin  2a  dx.  Bewegt 
man  den  Fahrstift  in  der  Richtung  der  y-Axe,  ohne  x  zu  ver- 
ändern, so  dreht  sich  die  Rolle  um  ihren  Berührungspunkt,  ohne 
jedoch  zu  rotiren.  Bei  einer  endlichen  Bewegung  des  Pahrstifts 
bekommt  man  daher  als  Gesamtrollendrehung 

u  =  const  Jx  cos  2a  dx  -|-  constj  sin  2a  dx. 

Das  Integral  J  sin  2a  dx  lässt  sich  durch  eine  Rolle  ermitteln, 
welche  auf  einer  am  Wagen  Wi  angebrachten  Scheibe  läuft,   so 

dass  nun  die  Aufgabe,  das  Integral  Jx  cos  2a  dx  zu  ermitteln,  ge- 
löst ist 

Die  Auswertung  des  Integrals  J  y"  x"  dx,  in  welchem  m>>l 
ist,  bietet  deswegen  grössere  mechanische  Schwierigkeiten,  weil  es 
nun  darauf  ankommt,  die  Entfernung  des  Wagens  Wa  von  Wi 
so  zu  reguliren,  dass  sie  proportional  ist  zu  x™"*,  was  aber 
immerhin  möglich  ist. 

Es  liegt  nun  nahe  zu  untersuchen,  ob  man  nicht  auch  da- 
durch zur  mechanischen  Auswertung  neuer  Integrale  von  geo- 
metrischer oder  mechanischer  Bedeutung  geführt  wird,  dass  man 
annimmt,  ein  Endpunkt  der  Stange  a,  z.  B.  A  durchlaufe  eine 
geschlossene  Curve  s,  während  die  Stange  selbst  stets  durch  einen 
festen  Punkt  P  geht. 

Trägt  die  Stange  a  (s.  Fig.  nächste  S.)  eine  Rolle,  deren  Axe 
parallel  zu  a  ist,  so  ist  deren  Abwicklung  u,  nachdem  A  die 
Curve  8  durchlaufen  hat,  wieder  gleich 

u  =  r  sin  a  ds  -|-  2  n  b  tc, 

wenn  die  Stange  a  n  volle  Umdrehungen  gemacht  hat. 

b  bedeutet  den  constanten  Abstand  des  Punktes  A  von  der 
Ebene  des  Rollenrandes;  a  hat  die  frühere  Bedeutung. 

Es  seien  r,  y  die  Polarcoordinaten  des  Punktes  A  in  Bezug 
auf  eine  beliebige  durch  P  gehende  feste  Gerade  g  als  Polaraxe 
und  P  als  Coordinatenanfangspunkt.     Der  Winkel  y  soll  während 


1» 
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der  Rerwefmng  roo  a  abnebniea,  wenn  »n  a  posHir  ist ,  waM^hseo, 
wenn  an  a  n^citir  winL     Bei  jeder  unendlicii  kleinen  Bewegung 


Ton  a  besteht  dann  die  Relation 

dn  sin  a  =  —  r  dp. 

Liegt  P  ausserhalb  der  von  A  durchlaufenen  Curve  s,  was 
ich  zunächst  annehmen  will,  so  ist  n  =5  o,  und  die  Stange  a  oder 
deren  Verlängerung  schneidet  die  Curve  s  in  jedem  Augenblick 
in  einer  geraden  Anzahl  von  Punkten.  Ich  fasse  zwei  benachbarte 
Lagen  der  Stange  a  ins  Auf^e,  welche  die  Curve  s  resp.  in  den 
Punkten  A„  A',  und  A„  A',  treffen  mögen.  Durchläuft  der  Punkt 
A  die  Strecke  A»,  A„  so  wickelt  die  ai>  der  Stange  a  angebrachte 
Rolle  einen  Bogen  ab,  der  gleich  ist 

duj  =  dSj  sin  a^  =  —  ri  drp 

wenn  Ai  P  =  Tj,  Aj  A,  =  dsi ,  a^  =  Winkel  P  Ai  A,  gesetzt 
wird.  Durchläuft  A  die  Strecke  A',  A'i,  so  wickelt  die  Rolle  den 
Bogen  ab 

du'i  =  ds'i  sin  a\  =  r\  dy, 

wobei  ds'i,  a'„  r',  ähnliche  Bedeutung  wie  die  nicht  gestrichenen 
Buchstaben  haben.     Es  ist  daher 


^ 
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(lui  +  dii'i  =  dsi  sin  ai  +  ds'i  sin  a'»  =  {v\  —  rj  dy  =  d(p  1  dj 


Fl 


wenn  man  unter  r  den  Radiusvector  irgend  eines  in  dem  Recht- 
eck Ai  A,  A',  A\  liegenden  Punktes  versteht. 


Da  man  in  jedem  Moment  der  Bewegung  dieselbe  Betrachtung 
anstellen  kann,  so  ist  die  Richtigkeit  folgender  Gleichung  evident : 


u  =  I  ds  sin  a  =  j   |  dr  dy 


Das  Doppelintegral  erstreckt  sich  über  die  ganze  von  s  ein- 
geschlossene Fläche.  Setze  ich  noch  r  dr  dy  =c  dw,  so  geht  die 
Gleichung  über  in 


Tdw 
u=J-. 


Da  dw  das  Element  jener  Fläche  ist,  welches  die  Entfernung 
r  von  P  hat,  so  stellt  das  Integral  das  Potential  der  mit  Masse 
von  der  Dichtigkeit  l  belegt  gedachten  von  s  eingeschlossenen 
Fläche  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  dar. 
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Lio^4  P  innerhalb  der  Curve  s  und  ist  n  =  1,  so  ist 

r 

du  =  ds  sin  a    f  hdrp  ==   dy    j  dr  +  bdy,  mithin 

o 

also   ist  u  —  2  b  t:  gleich   dem   Potential   der  von    s  begrenzten 
Figur  in  Bezug  auf  den  Punkt  P. 

Mit  folgendem  einfachen  Instrument  ist  man  daher  im  Stand, 
(las  Potential  einer  ebenen  Figur  in  Bezug  auf  irgend  einen  in 
ihrer  Ebene  gelegenen  Punkt  P  durch  blosses  Umfahren  derselben 
zu  messen.  Eine  Hülse  ist  um  eine  durch  P  gehende  und  auf 
der  Zeichnungsebene  senkrecht  stehende  Axe  drehbar.  In  der 
Hülse  lässt  sich  die  Stange  averschieben,  welche  einen  verticalen 
Stift  A  zum  Umfahren  der  Figur  und  eine  auf  der  Zeichnungs- 
ebene mit  Reibung  aufliegende  Rolle  trägt,  deren  Axe  parallel 
zur  Stange  ist. 

Die  Lösung  des  Problems,  das  Potential  einer  ebenen  Figur 
in  Bezug  auf  einen  Punkt  ihrer  Ebene  mechanisch  auszuwerten, 
führt  unmittelbar  zu  der  Frage,  ob  es  möglich  ist,  den  gefundenen 
Mechanismus  so  zu  erweitern,  dass  man  mit  seiner  Hilfe  das  Po 
tential  auch  in  Bezug  auf  einen  ausserhalb  der  Ebene  der  Figur 
liegenden  Punkt  bestimmen  kann. 

Die  Ijösung  dieser  Aufgabe,  sowie  die  sich  unmittelbar 
daraus  ergebenden  Probleme  den  Flächeninhalt  einer  sphärischen 
Figur  aus  ihrer  stereographischen  Projection,  oder  aus  ihrer  ebenen 
Projection  vom  Mittelpunkt  der  Kugel  als  Projoctionscentrum 
mechanisch  zu  bestimmen,  würde  hier  zu  weit  führen  und  ich 
verweise  daher  auf  die  Originalpublicationen  {A.  Atnsler^  Mechan. 
Bestimmung  des  Potentials  und  der  Anziehung;  CarVs  Reper- 
torium  für  Physik,  Band  XV  und  Alfred  Anisler,  Über  den  Flächen- 
inhidt  und  das  A' olumen  durcli  Bewegung  erzeugter  Curven  und 
Flächen,  und  über  mechanische  Int(^grationen,  Schaffliausen  1880). 

Ich  bemerke  noch,  dass  alle  Sätze,  welche  sich  auf  den 
Flächeninhalt   durch   Bewegung  erzeugter  Curven  in   der  Ebene 


^ 
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beziehen,  auch  noch  Geltung  haben  auf  äerKugel,  wenn  man  dio 
bewegliche  Gerade  durch  ein  Stück  eines  grössten  Kreises  ersetzt. 
Auch  dae  Planinieter  kann  verwendet  worden  zur  Messung  der 
wirklichoD  Flächeninhalte  einer  auf  einem  Globus  gezeichneten 
Figur. 


r\\\ 


Vorstehende  Figur  zeigt  ein  Polarplan imetcr,  welches  zur 
Messung  sphärischer '  Figuren  eingerichtet  ist  (Siehe  /.  Amsler- 
Laffott,  Neuere  Planimeter-Constnictionen,  Zcitschntl  für  In- 
strumentenkunde  1884.) 


Mechanische  Integration  von  Differentialgleichungen 
zwischen  zwei  Variablen. 

Die  bisher  besprochenen  Integrationsniethoden  und  kinema- 
tiscbeo  Verbindungen  lösten  allgemein  die  Autgabe  mit  Hülfe 
eines  Mechanismus  aus  der  Gleichung 

dy  =  f  (x)  dx. 
zu  jedem  Wert  von  x  den  zugehörigen  Wert  von  y  zu  be- 
stimmen, wenn  das  Gesetz  f(x)  durch  eine  gezeichnete  Curve 
gegeben  ist  oder  in  der  Bewegung  eines  Gliedes  einer  kinema- 
tischen Verbindung  Hegt,  und  ausserdem  ein  zusammengehöriges 
Wertepaar  (x,  y„)  bekannt  ist.. 

So  wenig  als  dort  von  einem  analytischen  Ausdruck  für  y 
die   Rede   sein   konnte,   wird   dies    hier    der  Fall  sein,    sondern 
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man  wird  sich  begnügen  müssen ,  für  discrete  Werte  der 
einen  Variablen  jeweils  die  zugehörigen  numerischen  Werte  der 
andern  zu  erhalten;  oder  aber  man  wird  statt  eines  analytischen 
Ausdrucks  entweder  wieder  eine  Curve  erhalten,  die  durch  den 
Mechanismus  gezeichnet  wird,  oder  das  Gesetz  der  Abhängigkeit 
der  beiden  Variablen  wird  wieder  ausgesprochen  sein  in  der  Be- 
wegung einzelner  Teile  des  Mechanismus. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  ersichtlich,  dass  auch  bei  der 
mechanischen  Integration  von  Differentialgleichungen  von  der 
Voraussetzung  ausgegangen  werden  muss ,  dass  die  in  den 
Differentialgleichungen  vorkommenden  Functionen  durch  eine 
kinematische  Verbindung  ausgedrückt  werden  können  oder 
graphisch  gegeben  seien,  was  eigentlich  dasselbe  besagt,  da  in 
letzterem  Fall  die  Hand,  die  mit  einem  Teil  des  Mechanismus 
die  gezeichnete  Curve  verfolgt,  die  kinematische  Verbindung  er- 
setzt. Ferner  ist  klar,  dass  man  mittelst  eines  Mechanismus  nicht 
das  allgemeine  Integral,  sondern  nur  particuläi-e  Integrale  einer 
Differentialgleichung  erhalten  kann,  und  dass  daher  ausser  der 
Differentialgleichung  selbst  noch  so  viele  zusammengehörige  Werte- 
paare der  beiden  Variablen  gegeben  sein  müssen,  dass  im  Integral 
der  Differentialgleichung  keine  willkürlichen  Constanten  vor- 
kommen können. 

Da  die  Mechanismen  zur  Auflösung  der  Differentialgleich- 
ungen der  Natur  der  Sache  nacli  so  complicirt  sind,  dass  sie 
schwerlich  je  in  praktischen  Gebrauch  kommen  werden  und  zu- 
dem für  jede  Ai-t  von  Differentialgleichungen  wieder  ein  anderes 
Instrument  hergestellt  werden  müsste,  will  ich  nicht  näher,  weder 
auf  diesen  Gegenstand,  noch  auf  die  mehrfachen  Integrationen 
eingehen,  sondern  mich  mit  dem  Hinweis  auf  die  diesbezüglichen 
Mitteilungen  in  meiner  Abhandlung  „Über  den  Flächeninhalt  etc.*' 
begnügen. 


über  Instrumente  zur  Harmonischen  Analyse. 

Von  0.  Henrici  in  London. 

Nach  Fourier  kann  jede  periodische  Bewegung  eines  Punktes 
mit  d€»r  Periode  T  in  eine  endliclie  oder  unendliche  Anzahl  von 
einfachen  periodischen  Bewegungen  mit  den  Perioden  T,  V»T, 
'/»T  .  .  .  zerlegt  werden. 

Diese  einfachen  periodischen  Bewegungen  sind  die  Sinus- 
Bewegungen,  wie  sie  bei  den  kleinen  Schwingungen  eines  Pendels 
ausgeführt  wenden.  Sir  Wm,  Thomson  (jetzt  Lord  Kelvin)  nennt 
sie  einfach  harmonische  Bewegungen. 

Bewegt  sich  ein  Punkt  gleichförmig  auf  einem  Kreise,  so 
beschreibt  seine  Projection  auf  irgend  einem  Durchmesser  eine 
einfache  harmonische  Bewegung.  Eine  solche  kann  man  mechanisch 
in  folgender  Weise  hervorbringen.  Eine,  sagen  wir  horizontiile, 
Axe  trägt  (une  exccntrische  Scheibe.  Über  diese  greift  von  oben 
eine  Gabel,  in  der  veiticalen  Ebene  der  Scheibe  liegend.  Die 
Gabel  kann  sich  nicht  vertical,  wohl  aber  horizontal  in  ihrer 
eigenen  Ebene  bewegen.  Wird  nun  die  Axe  gleichförmig  ge- 
dreht, so  beschreibt  jeder  fest  mit  der  Gabel  verbundene  Punkt 
eine  horizontale  einfach  harmonische  Bewegung.  Einen  solchen 
oder  einen  ähnlichen  Mechanismus  wollen  wir  immer  voraus- 
setzen, wenn  in  den  zu  beschreibenden  Mechanismen  von  einfach 
harmonischen  Bewegungen  die  Rede  ist. 

Die  harmonische  Analyse  einer  gegebenen  periodischen  Be- 
wegung besteht  nun  in  der  Bestimmung  der  Amplituden  und 
Phasen  der  componirenden  einfach  harmonischen  Bewegungen 
oder,  analytisch  ausgedrückt,  in  der  Bestimmung  der  Coefficienten 
welche  in  der  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Fourier'sche 
Reihe  auftreten. 
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Sfitzen  wir  die  Periode  T  hier  der  Einfachheit  wegen  gleich 
2«  und  schreiben 

f(t)  =  it,  +  A,  cost  -f   A,  cos2t  -f  .  .  . 

-f  B»   sint  -f  B,  sin2t  -f  .  .  .  , 
so  ist  für  jedes  n 

A„=—   I  f(t)cosntdt,     B„  =  —  I   f(t)  sinntdt. 

^  J    0  ^  J    0 

Es  handelt  sich  also  um  die  Ermittelung  dieser  beiden 
Integrale.  Instrumente  zur  harmonischen  Analyse  sind  daher 
Integratoren,  welche  Integrale  der  obigen  Form  ermitteln. 

Eine  solche  harmonische  Analyse  ist  für  viele  praktische 
Untersuchungen  nötig.  Thomson 's  Instrument  ist  zunächst  er- 
sonnen, um  die  täglichen  Änderungen  der  Temperatur  und  des 
Luftdruckes  zu  analysiren.  Diese  Arbeit  ist  für  eine  Reihe  von 
Jahren  in  der  Meteorological  Office  in  London  ausgeführt  und 
veröffentlicht.  Als  andere  Anwendungen  erwähne  ich  die  Ent- 
wickelung  der  Intensität  eines  alternirenden  elektrischen  Stromes 
in  eine  Fourier'sche  Reihe,  sowie  eine  ähnliche  Entwickelung  des 
Temperaturzustandes  im  Innern  des  Cylinders  einer  Dampfmaschine 
zur  Bestimmung  der  Wärme,  welche  durch  die  Wandung  des 
Cylinders  strömt.  In  letzterem  Falle  ist  das  Indicatordiagramm 
harmonisch  zu  analvsiren. 

W.  Thomson's  Analysator. 

In  Sir  Wm.  Thomson's  (Lord  Kelvin)  Harmonie  Analyser, 
dem  ersten  ausgefühi-tcn  Instrumente  dieser  Art,  ist  die  zu  aua- 
lysirende  Curve  auf  einem  Cylinder  verzeichnet,  der  der  Curven- 
cylinder  heissen  mag.  Während  dieser  gedreht  wird,  erhält  eine 
Zahnstange  durch  passenden  Mechanismus  eine  einfach  periodische 
Bewegung.  Diese  wird  auf  eine  Scheibe  übertragen,  deren  ge- 
zalmter  Rand  in  die  Zahnstange  eingreift.  Die  Scheibe  oscillirt 
also  harmonisch  um  iliren  Mittelpunkt,  und  zwar  n-mal 
während  einer  Umdrehung  des  Cylinders.  In  dem  ausgestellten 
Modell  hat  n  die  Werte  0,  1,  2,  in  dem  Instrument,  welches  in 
der  Meteorological  Office  in  London  gebraucht  wird,  hat  n  auch 
den  Wert  3. 
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Diese  Scheiben  sind  doppelt  vorlianden  mit  Ausnahme  der 
ersten,  für  welche  n  =  o,  ihre  Phasen  unterscheiden  sich  um 
einen  rechten  Winkel.  Die  Axen  der  Scheiben  sind  rechtwinklig 
zur  Cylinderaxe  und  unter  einem  Winkel  (45®)  gegen  die  Hori- 
zontalebene geneigt 

Vor  jeder  Scheibe  liegt,  ohne  sie  zu  berühren,  ein  horizontaler 
Cylinder,  dessen  Umdrehung  die  Werte  der  Integrale  gibt.  Sie 
mögen  Registrir-Cv linder  genannt  werden. 

Zwischen  Scheibe  und  Cylinder  liegt  eine  frei  bewegliche 
Kugel,  welche  mittelst  einer  von  oben  darüber  greifenden  Gabel 
hin  und  her  bewegt  werden  kann.  Der  Berührungspunkt  mit 
dem  Cylinder  beschreibt  hierbei  eine  Erzeugende,  derjenige  mit 
der  Scheibe  den  horizontalen  Durchmesser.  Es  schadet  jedocii 
nicht,  wenn  der  Berülurungspunkt  nicht  genau  den  Durchmesser, 
sondern  eine  Sehne  bestreicht.  Hier  soll  aber  angenommen 
werden,  dass  er  auf  dem  Durchmesser  liegt. 

Wird  die  Scheibe  gedreht,  während  die  Kugel  ihren  Mittel- 
punkt berühi-t,  so  wird  der  Cylinder  nicht  gedreht.  Ist  aber  die 
Kugel  um  die  Strecke  y  vom  Mittelpunkt  der  Scheibe  verschoben, 
so  erhält,  für  eine  Drehung  der  Scheibe  um  den  Winkel  d^, 
der  Cylinder  eine  solche  Drehung,  dass  der  Berührungspunkt  die 
Strecke  y  df   beschreibt  und  der   Cylinder  sich  um   den  Winkel 

d^  =  —  dy  dreht,  wo  c  noch  den  Radius  des  Cylinders  bedeutet. 

Die  Maschine  arbeitet  nun  in  folgender  Weise.  Der  Curven- 
cylinder  wird  mit  der  einen  Hand  gedreht,  während  die  andere 
den  Fahrstift  so  führt,  dass  er  auf  der  Curve  bleibt.  Der  Fahr- 
stift^  der  sich  auf  der  oberen  Erzeugenden  des  Cylinders  bewegt, 
ist  fest  verbunden  mit  einer  horizontalen  Stange,  welche  die  Gabeln 
der  verscliiedenen  Kugeln  trägt.  Wenn  also  der  Falirstift  um  die 
Strecke  y  verschoben  ist,  so  sind  alle  Kugeln  um  die  gleichen 
Strecken  vom  Mittelpunkt  ihrer  Scheiben  verschoben.  Ist  der  Curven- 
cylinder  um  einen  Winkel  ^  gedreht,  so  hat  eine  Zahnstange  die 
Strecke  a  sin  nO-  eine  andere  die  Strecke  a  cos  n^  durchlaufen. 
Die  der  ersten  Stange  entsprechende  Scheibe,  deren  Halbmesser 
b  sei,  hat  sich  daher  um  einen  Winkel  f  gedreht,  so  dass 
b^  B  asinn^  und  bd<p  =  nacosud-d^. 
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Die  Drehung  des  entsprechenden  Kegistrir-Cylinders  ist  also  nach 
«ieni  obigen  für  eine  Drehung  dd  des  Curven-Cylinders 

d(j^  =  r—  y  cos  n^  d^. 

Für  eine  volle  Umdrehung  dos  Curven-Cylinders  ist  also 

1    fST. 
a«  =  —   I   y  cos  n*  d^  =  C  .  (p, 

wo  C  eine  Constante  bedeutet,  welche  von  den  Dimensionen  des 
Instruments  abhängt. 

Die  Übertragung  der  Bewegung  von  der  Seheibe  auf  den 
Registrircylinder  mittelst  einer  frei  beweglichen  Kugel  ist  von 
dem  kürzlich  verstorbenen  Prof.  James  Thomson^  Bruder  Lord 
Kelvin's,  erfunden.  Sie  hat  den  Zweck,  alle  bei  anderen  Inte- 
gratoren auftretenden  gleitenden  Reibungen  zu  vermeiden. 
Dieser  Mechanismus  ist  seitdem  von  Prof.  Hele  Shaw  benutzt 
worden  zur  Construction  vei^schiedener  Integratoren;  auch  von 
Rev.  Fred.  Smith  in  Oxford,  dessen  in  Abteilung  I  ausgestellter 
Integrator  ohne  gleitende  Reibung  arbeitet.  Prof.  Hele  Shaw  hat 
jedoch  gefunden,  dass  seine  bisher  ausgeführten  Instrumente  an 
neuen  Fehlern  leiden.  Diese  rühren  teilweise  daher,  dass  die 
Kugel  eine  bedeutende  Masse  hat  und  daher  bei  rascher  Be- 
wegimg ein  bedeutendes  Moment  erhält,  welches  Gleiten  verur- 
sacht; teilweise  wohl  auch  daher,  dass  die  Berührung  der  Kugel 
mit  anderen  Körpern  nicht  in  geometrischen  Punkten  stattfindet. 
Lord  Kelvin's  Harmonie  Analyser  zeigte  den  Fehler,  dass  sich 
der  Registrircylinder  drehte,  wenn  die  Kugel  bei  ruhender  Scheibe 
hin  und  her  bewegt  wird,  und  zwar  tritt  dieser  Fehler  immer  in 
demselben  Sinne  auf.  Diesem  ward  dadurch  abgeholfen,  dass  die 
Axen  der  Cylinder  durch  kleine  Gewichte  vorwärts,  von  der 
Scheibe  weg,  gedrückt  werden. 

Unter  diesen  Umständen  scheint  es  zweifelhaft,  ob  James 
Thomson's  Mechanismus  wirklich  viel  mehr  leistet  wie  Amsler's 
Instrumente  mit  Registrirrollen,  welche  gleichzeitig  rollen  und 
gleiten,  so  lange  wenigstens,  als  glattes  Papier  benutzt  wird  oder 


0.  Henrici,  Über  Instramonte  zur  Harmonischen  Analyse.  129 

wenn  die  Rollen,  wie  in  Coradi's  Planimeter,  immer  auf  speciell 
präparirten  Flächen  laufen. 

Es  seheint  daher,  dass  die  neuen  zu  beschreibenden  Instru- 
mente zur  harmonischen  Analysis,  das  von  mir  und  namentlich  das 
von  Mr.  Sharp  angegebene,  wenn  sie  sorgfältig  ausgeführt  werden, 
für  manche  praktische  Zwecke  ebenso  brauchbare  Resultate  geben 
werden,  als  die  sehr  viel  teurere  und  nicht  leicht  transportable 
Maschine  von  Lord  Kelvin. 

Neues  Instrument. 
Betrachten  wir  hier  zuerst  die  Integrale,  für  welche  n  =  1  ist. 
Wir  haben  dann,  wenn  wir  noch  t  =  x,  f  (x)  =  y  setzen, 

1  r^""  1  r^" 

Ä,  =  —   I   y  cos  X  dx,      Bi  -=  —   I  y  sin  x  dx. 

^    J     0  ^   J     0 

Um  diese  Integrale  zu  bestimmen,  kann  man  die  Curve 
y  =  f  (x)  zwischen  den  Werten  von  x  =  o  bis  x  =  2  «  auf 
die  Oberfläche  eines  Cvlinders  vom  Radius  1  zeichnen. 

Diesen  Cylinder  denken  wir  uns  horizontal  gelegt  und  um 
seine  Axe  drehbar.  Die  obere  Linie  des  Cvlinders  enthält  dann 
in  jeder  Lage  einen  Punkt  der  Curve.  Die  Curve  läuft  in  sich 
zurück.  Der  dem  Werte  x  =  o  entsprechende  Punkt  soll  der 
Nullpunkt  -  heissen.  Jeder  andere  Punkt  P  der  Curve  ist  dann 
durch  den  Wert  eines  x  bestimmt,  welcher  hier  als  der  Winkel 
d"  erscheint,  um  den  der  Cylinder  gedreht  werden  muss,  um  statt 
des  Nullpunktes  den  Punkt  P  nach  oben  zu  bringen. 

Die  Tangentialebene,  welche  den  Cylinder  oben  berührt,  wird 
dann  horizontal  liegen.  Dieser  Ebene  erteilen  wir  jetzt  eine  hori- 
zontale einfach  harmonische  Bewegung  rechtwinklig  zur  Axe, 
d.  h.  wenn  der  Cylinder  sich  um  den  Winkel  x  gedreht  hat,  soll 
die  Ebene  um  die  Strecke  z  =  c  sin  x  sich  vorwärts  bewegen, 
so  dass  nach  einer  vollen  Umdrehung  des  Cylinders  die  Ebene 
in  ihre  Anfangslage  zurückkehrt. 

Der  Punkt  P  auf  der  Curve  beschreibt  dann  auf  der  Tan- 
gentialebene eine  Curve,  welche  dasselbe  y  hat  als  die  gegebene 
Curve,  während  die  Abscisse  statt   x  den  Wert  z  =  c  sin  x  hat. 

Ein  Flächenelement  der  neuen  Curve  hat  daher  den  Wert 
y  dz  =  c  y  cos  x  dx,    und   die  ganze  Curve   schliesst  die  Fläche 

9 
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U  =  c   I   V  COS  X  dx 


JZ1 
V 
0 


ein.  Diese  Fläche  dividirt  durch  c  n  ist  also  gleich  dem  ge- 
wünschten Coefficienten  Aj.  Hierbei  ist  der  Wert,  von  c  beliebig. 
Derselbe  kann  also  so  gewählt  werden,  wie  es  bei  der  Ausführung 
eines  Instrumentes  passend  erscheint.  Ein  auf  diese  Betracht- 
ungen gegründetes  Instrument  habe  ich  in  folgender  Weise  aus- 
geführt. Eine  der  Cylinderaxe  a  parallele  Axe  ß  wird  durch 
Zahnräder  so  mit  a  verbunden,  da.ss  beide  gleichzeitig  eine  Um- 
drehung machen.  Die  Axe  ß  trägt  eine  excentiische  Scheibe, 
welche  mittelst  einer  darüber  gehenden  Gabel  einer  horizontalen 
Platte  die  gewünschte  harmonische  Bewegung  erteilt.  Die  obere 
Fläche  dieser  Platte  liegt  in  der  Tangentialebene  des  Cylinders. 
Auf  der  Verlängerung  dieser  Platte  wird  also  die  Curve  be- 
schrieben, deren  Inhalt  U  zu  bestimmen  ist.  Dies  geschieht 
mittelst  eines  gewöhnlichen  Amsler'schen  Planimeters.  Der  Pol 
wird  in  die  Platte  gesetzt  und  bewegt  sich  mit  ihr.  Der  Fahretift 
wird  längs  eines  Lineals,  welches  über  der  oberen  Linie  des  Cylinders 
liegt,  so  bewegt,  dass  er  immer  auf  der  Curve  bleibt,  während 
der  Cylinder' gedreht  wird.  Dies  gibt  sofort  U  und  daher  A^ 
Wird  bei  Beginn  der  Bewegung  die  excentrische  Scheibe  um 
einen  rechten  Winkel  gedreht,  so  erhält  man  den  Coefficienten  Bj 
statt  Aj.  Um  auch  A„  und  B„  zu  bestimmen,  setzen  wir  n  t  =  x 
und  erhalten 

2n7r 


1      /^anir 

A„  =  —   I  f  (t)  cos  X  dx 


Hier  ist  t==:x/n.  Wird  die  Curve  y  =  f(t)  in  der  Richtung 
des  t  auf  das  n-fachc  ausgedehnt,  so  wird  eine  neue  Curve  er- 
halten y  =  f  (x),  welche  für  jedes  x  das  zugehörige  y  gibt. 
Diese  Curve  wird  ii-mal  den  Cylinder  umschliessen  und  mittelst 
dieser  können  nun  A„  und  B„  erhalten  werden.  Durchläuft  der 
Fahrstift  diese  Curve,  so  dreht  sich  ß  n-mal.  Dies  kann  man  jedoch 
einfacher  dadurch  erreichen,  dass  man  ß  sich  n-mal  drehen  lässt, 
während  der  Cylinder  mit  der  ursprünglichen  Curve  sich  einmal 
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dreht.     Dies    ist    durch  Einschalten    passender  Kiider    leicht    be- 
werkstelligt. 

Das  ausgefüJu'te  Modell  erlitt  während  der  Anfertigung  ver- 
schiedene Ändeningen.  Dadurch  ward  es  schliesslich  zu  compli- 
cirt  und  arbeitete  nicht  gut.  Es  wäre  aber  leicht,  ein  Instrument 
auszuführen,  welches  diese  Übolstiinde  nicht  zeigt.  Ein  Übel- 
stand ist,  dass  für  jeden  Coefficienten  die  Curve  einmal  mit  dem 
Fahrstift  durchlaufen  werden  rauss. 

Anderes  Instrument. 

Man  erhält  durch  teilweise  Integration  der  Integrale 

r2K  r2K 


V  cos  nx  dx  und 

0 


V  sin  nx  dx 


A„  = 


rnz 


sin  nx  dy  ;    B„ 


0 


im 


cos  nx  dv. 

0 


Der  Mechanismus  zur  Ermittelung  dieser  Integrale  wird  nun 
ein  ganz  anderer.  Die  Anwendung  einer  harmonischen  Bewegung 
ist  nicht  nötig.  Sei  die  Curve  y  =  f  (x)  wieder  auf  dem  Cylinder 
verzeichnet.  Wir  brauchen  dann  die  Summe  aller  dy,  jedes  mul- 
tiplicirt  mit  sin  nx  oder  mit  cosnx,  d  h.  wir  haben  in  jedem 
Augenblick  dy  zu  zerlegen  in  zwei  rechtwinklige  Componenten, 
deren  einer  den  Winkel  Jix  mit  dy  macht.  Bewegt  man  eine 
Rolle,  wie  sie  in  Amsler's  Planimeter  die  Integration  registrirt, 
in  einer  geraden  Linie,  während  die  Axe  der  Rolle  einen  Winkel  d* 
mit  der  Geraden  macht,  so  registrirt  diese  Rolle  die  Länge  1  sin  0*, 
wo  1  die  wirklich  beschriebene  Länge  bezeichnet.  Ähnlich  re- 
registrirt  eijie  Rolle,  welche  ihre  Axe  rechtwinklig  zur  ersten 
hat,  die  Länge  +  1  cos  ^. 

Ein  auf  diese  Princioien  basirtes  Instrument  ist  das  in  Abt.  I 
ausgestellte  von  Henricl  Ein  Wagen,  parallel  der  Axe  des  Cylinders 
beweglicli,  trägt  einen  Eahrstift,  der  die  obere  Erzeugende  des 
Cylinders  bestreicht.  Während  der  Cylinder  mit  der  einen  Hand 
gedreht  wird,  führt  die  andere  den  Fahrstift  längs  der  Curve,  bei 
welcher  Bewegung  der  Wagen  mit  bewegt  wird.  Der  Wagen 
trägt  ferner  an   einer    verticalen    Axe  s  zwei   Registrirrollen  Ri 

9* 
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und  R,,  deren  Axen  einen  rechten  Winkel  elnschliessen«  Diese 
rollen  auf  einer  horizontalen  Platte  und  zwar  immer  auf  derselben. 
Diese  kann  daher  aus  passendem  Material  hergestellt  werden. 
Wird  der  Cylinder  um  den  Winkel  x  gedreht,  so  dreht  sich 
die  Axe  e  durch  passenden  Mechanismus  um  den  Winkel  nx. 
Bei  einer  kleinen  Drehung  des  Cylinders  um  den  Winkel  dx  be- 
wegt sich  der  Fahrstift  um  die  Strecke  dy  parallel  zur  Cylinder- 
axe.  Die  Registrirrollen  drehen  sich  daher  um  die  Winkel 
dy  cos  nx  und  dy  sin  nx.     Sie  geben   also    während   einer  vollen 


Drehung  des  Cylinders  die  Integrale  1  dy .  cos  nx  und  |  dy  sin  nx, 

und  daher  sofort  die  Coefficienten  A„  und  B.. 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  die  Registrirrollen  nur  dann 
richtige  Resultate  geben,  wenn  ihre  Berührungspunkte  in  der 
geometrischen  Axe  von  e  liegen,  oder  wenn  die  Ebenen  dieser 
Rollen  durch  e  gehen.  Sonst  ist  eine  Correetur  nötig.  Wenn 
8  sieh  einmal  dreht,  so  wird  die  Rolle  einen  Kreis  durchrollen, 
welcher  eine  Ablesung  C  ergibt.  Diese  ist  durch  Umdrehung 
um  6  leicht  zu  ermitteln.  Von  der  Ablesung  der  Rolle  nach 
Umfahrung  der  Curve  ist  also  nC  abzuziehen. 

Es  wäre  nicht  schwierig,  mit  dem  Wagen  statt  einer  Axe  e 
eine  Reihe  e»,  6„  e,  .  .  .  solcher  Axen  zu  verbinden,  welche  sich 
1,  2,  3  .  .  .  mal  drehen,  wenn  der  Curvencylinder  eine  Um- 
drehung gemacht  hat.  Trägt  jede  dieser  Axen  ein  Paar  Registrir- 
rollen, so  ergibt  deren  Ablesung  sofort  die  entsprechenden 
Coefficienten  A„   und  B„. 

In  dem  ausgestellten  Modell  ist  die  Übertragung  der  Drehung 
des  Cylinders  auf  die  Axe  e  in  folgender  Weise  hergestellt  Der 
Cylinder  trägt  auf  der  Verlängerung  seiner  Axe  eine  Scheibe  V, 
welche  auf  einer  horizontalen  Scheibe  H  ruht.  Die  Umdrehung 
des  Cylinders  bewirkt  daher  auch  eine  Umdrehung  der  Scheibe  H. 
Um  diese  Drehung  der  Scheibenaxe  auf  die  Axe  e  der  Registir- 
rollen zu  übertragen,  sind  beide  durch  zwei  Gelenkstangen  Ai  A 
mit  einander  verbunden,  welche  in  B  durch  ein  Charnier  ver- 
bunden sind.  Die  Enden  können  sich  frei  um  e  respective  um 
die   Scheibenaxe    drehen.     Diese    Axen    sowie    die    Chamieraxe 


k 
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tragen,  fest  mit  ihnen  verbunden,  Scheiben,  um  weiche  endlose 
Stahlbänder  gelegt  sind.  Schematische  Zeichnung  des  Apparates 
vergl.  TeU  11  pag.  212. 

Es  ist  für  gute  Arbeit  des  Instrumentes  nötig,  dass  die  letzt 
erwähnten  drei  Axen  parallel  sind.  Das  Modell  leidet  hier  an 
dem  Fehler,  dass  diese  Bedingung  nicht  genau  erfüllt  ist. 

Um  endlich  zu  bewirken,  dass  Axe  e  n  Umdrehungen 
macht  bei  einer  Umdrehung  des  Cylinders,  kann  die  oben  er- 
wähnte Scheibe  V  auf  der  Axe  des  Cvlinders  verschoben  werden, 
SO  dass  sie  auf  einem  kleineren  oder  grösseren  Kreise  der 
Scheibe  H  rollt 

Statt  das  die  Curve  tragende  Papier  auf  dem  Cylinder  zu 
befestigen,  kann  man  es  lose  auf  den  Cylinder  legen,  wenn  eine 
Vorrichtung  getroffen  wird,  mittelst  welcher  der  Cylinder  das 
Papier  während  seiner  Drehung  mit  sich  zieht.  Dies  ist  in  Sir 
Wm.  Thomsons  Maschine  der  Fall. 

Man  kann  nun  aber  auch  den  Process  umkehren,  indem  man 
das  Papier  auf  ein  Zeichenbrett  befestigt  und  den  Cylinder  auf 
dem  Papier  rollen  lässt 

Man  könnte  dies  auf  folgende  Weise  realisiren.  Ein  Wagen 
läuft  auf  drei  Rädern.  Das  eine  ist  nur  ein  Laufrad.  Die 
beiden  andern  haben  den  Durchmesser  des  Curvencvlinders  und 
laufen  in  Richtung  der  x-Axe.  Die  zu  analysirende  Curve 
muss  also  ihre  Basislänge  gleich  dem  Umfang  dieser  Räder  haben. 
Der  Wagen  trägt  ferner  die  Axe  e  mit  den  Registrirrollen,  welche 
durch  die  Wagenaxe  getrieben  wird,  ähnlich  wie  im  ausgestellten 
Modell.  Eine  Bewegung  des  Fahrstiftes  treibt  den  Wagen  um 
die  gleiche  Strecke  in  derselben  Richtung  vorwärts.  Eine  Be- 
wegung in  Richtung  dery  dagegen  lässt  den  Wagen  ruhen,  treibt 
aber  die  Axe  s  mit  den  Registrirrollen  auf  dem  Wagen  entlang. 
Die  Registrirrollen  selbst  laufen  dabei  auf  einer  präparirten  Fläche. 

Bei  einer  solchen  Anordnung  hat  man  den  Vorteil,  dass  man 
nur  mit  einer  Hand  zu  arbeiten  hat,  da  die  Bewegung  des  Fahr- 
stifts längs  der  Curve  den  ganzen  Mechanismus  in  Bewegung 
setzt     Dies  wäre  beim  Gebrauch  ein  grosser  Gewinn. 
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Sharp's  Analyser. 

Mr.  Sharp  hat  jedoch  ganz  kürzlich  eine  Modification  dos 
von  mir  ausgestellten  Instruments  ersonnen,  welche  einen  ein- 
facheren Mechanismus  hat  und,  wenn  richtig  ausgeführt,  nicht 
nur  gute  Resultate  erwarten  lässt,  sondern  auch  leichter  zu  hand- 
haben sein  wird. 

Ein  Wagen  läuft  hier  in  Richtung  der  y,  geführt  in  ähnlicher 
Weise  wie  einer  von  Coradi's  Planimet^rn,  oder  wie  dessen 
Integraph.  Er  konnte  vielleicht  besser  auf  einer  Scliiene  laufen 
wie  Amsler's  Integrator.  Dieser  Wagen  trägt  in  Richtung  der  x 
eine  Zaiinstange,  welche  in  dieser  Richtung  sich  frei  hin  und  her 
bewegen  kann.  Mit  dieser  verbunden  ist  der  Falu-stift.  Ein  auf 
dem  Wagen  ruhendes  Zahnrad  Z  greift  in  die  Zahnstange  ein 
und  treibt  direct  oder  durcii  eingeschaltetes  Räderwerk  die  Axe  e 
mit  den  zwei  Registrirrollen.  Letztere  laufen  auf  dem  Papier  oder 
auf  einer  präparirten  Platte,  welche  an  der  Seite  der  gezeichneten 
Curve  auf  dem  Papier  ruht. 

Wird  der  Fahrstift  in  der  Richtung  der  x  um  die  Strecke  x 
bewegt,  so  bleibt  der  Wagen  in  Ruhe,  die  Zahnstange  verschiebt 
sich  um  die  Länge  x  und  dreht  das  Rad  um  einen  Winkel  x, 
falls  der  Radius  von  Z  der  Einheit  gleich  ist.  Eine  Axe  e,  welche 
n  Umläufe  für  einen  des  Zahnrades  macht^  dreht  sich  also  um 
den  Winkel  n  x.  Die  Registrirrollen  registriren  lüerbei  nichts. 
Wird  jetzt  der  Fahrstift  und  mit  ihm  der  Wagen  um  die  Strecke 
dy  verschoben,  so  registriren  die  Rollen  die  Werte,  welche 
dy  cos  nx  und  dy  sin  nx  proportional  sind. 

Ist  nun  die  Basis  der  zu  analy sirenden  Curve  von  der 
Länge   2  tt,  so  geben   die  RegistriroUen   die  Werte   der  Integrale 


dy  cos  nx        und 
o 


dv  sin  nx 

0 


j 
und  daher  die  Werte  von  A«  und  B^. 

Ist  die  Basis  der  Curve,  also  die  Periode  von  y  =^  f  (x), 
nicht  gleich  2  tc,  so  hat  man  sie  dem  Umfange  des  Rades  Z 
gleich  zu  machen,  oder  vielmelu*  die  Curve  in  der  Richtung  der 
X  so  zu  dehnen,  dass  ihre  Periode  dem  Umfange  des  gegebenen 
Zahnrades  gleich  wird. 
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Während  der  Fahrstift  die  Curve  durchläuft,  bewegt  sich  der 
Wagen  bei  wachsendem  y  vorwärts,  b(;i  abnehmendem  rückwärts. 
Die  Zahnstange  aber  geht  immer  vorwärts  in  Richtung  des  x 
weU'hes  immer  wächst,  da  ja  y  eine  einwertige  Function  von  x 
sein  muss,  wenn  eine  ilntwickehing  in  eine  Fourier'sche  Reihe 
möglich  ist 

Dieser  Umstand  ist  sehr  wichtig  für  die  leichte  Handhabung 
des  Instruments.  Wm.  Sharp  schlingt  um  die  Axo  s  eine  Schnur, 
führt  diese  horizontal  über  eine  Rolle  und  spannt  sie  durch  ein 
herabhängendes  Gewicht,  welches  die  Zahnstange  in  Richtung 
der  X  zu  bewegen  strebt.  Es  ist  so  zu  reguliren,  dass  es  der 
Reibung  im  Räderwerk  fast  das  OleichgCAvicht  hält.  Der  Fahr- 
stift kann  also  sehr  leicht  in  der  x-Richtung  bewegt  werden. 
Man  kann  daher,  ohne  die  Leichtigkeit  der  Handhabung  zu  zer- 
stören, eine  Anzahl  Axen  e»,  e»,  e,  .  .  .  anbringen,  welche  sich 
während  einer  Umdrehung  des  Zahnrades  ein,  zwei,  drei .  .  .  mal 
drehen.  Wenn  jede  dieser  Axen  sodann  ein  Paar  Registirrollen 
trägt,  so  ergibt  ein  einnuiliges  Durchlaufen  der  Curve  sofort  die 
Coefficienten  erster,  zweiter,  dritter  .  .  .  Ordnung. 

Lässt  man  alle  Registrirrollen  auf  einer  präparirten  Platte 
laufen,  welche  auf  dem  Papier  ausserhalb  der  zu  analysirenden 
Curve  liegt,  so  dürfte  die  Genauigkeit  des  Instruments  für  die 
meisten  praktischen  Zwecke  vollauf  genügend  sein. 

Der  Coefficient  A«  ist  nicht  auf  diese  Weise  bestinunbar. 
Sein  Wert  ist 


Er  gibt  den  Mittelwert  aller  y  und  erfordert  die  Ermittelung  der 
Fläche  zwischen  der  x-Axe  und  der  Curve  y  =  f(x)  Sie  kann 
also  mit  Hilfe  eines   gewöhnlichen  Planimeters  gefunden  werden. 

In  Sir  Wm.  Thomson's  Analyser  gibt  einer  der  Registrir- 
cylinder  sofort  dies  Int(^gral.  Mr.  Sharp  hat  (ebenfalls  (»ine  Vor- 
richtung angegeben,  welche  denselben  Zweck  erreicht. 

Hat  man  die  Coefficienten  A^,  B„  durch  das  Instrument  ge- 
funden,   so  bleibt   noch   übrig   die  Amplitude  und  Phase  zu  be- 
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stimmen,  welche  die  durch  y  =  A^  cos  nx  -f*  Bn  sin  nx  bestimmten 
Curven  besitzen.     Setzt  man 

An  cos  nx  -f  Bn  sin  nx  =  a^  cos  (nx  -f  a) 
so  ist 

a*„  =  A*„  4-  B*n  und  tana  =  -~,  sin  a  =-^. 

Zur  Bestimmung  dieser  Grössen  a^  und  sin  a  hat  Gen.-Iieut. 
Strachey  einen  Rechenschieber  construirt,  welcher  in  Abteilung  I 
ausgesteUt  ist. 

Man  erhält  also  schliesslich  die  Reihe 

Yj  =  ^  a,  +  «1  cos  (x  +  a»)  -f  a»  cos  (2x  +  «»)+••• 

Ist  diese  erh^Jten,  so  ist  es  von  Interesse,  alle  durch  die  ver- 
schiedenen Glieder  einzeln  repräsentirten,  einfach  harmonischen 
Curven  in  richtiger  Lage  auf  der  Basis  der  gegebenen  Curve  zu 
verzeichnen.  Hierzu  dient  der  gleichfalls  in  Abteilung  I  ausge- 
stellte Apparat  des  Gen.-Lieut.  Strachey,  durch  welchen  einfach 
harmonische  Curven  von  gegebener  Amplitude  und  Phase  ge- 
zeichnet werden  können. 


Zweiter  Teil. 


I.  Abteilung. 

Arithmetik;  Algebra,  Functioncntheoric;  Integrcdrechnung. 


Erster  Abschnitt.     Arithmetik. 
A.    Rechen apparate. 

Beschreibiinf  und   4«ebraueh  der  logarithmiseheii   Reehcnstübe   ete. 
von  J.  H.  Laabert,  Augsburg  1772,  und  Zusfltze  zu  den  log aritlmiisf  hen 
Tabellen  ete.  von  J.  H.  Lambert,  Berlin  1770. 
Ausgestellt  von  Prof.  Ch.  A.  Vogler,  Berlin. 

Sammlung  von  Reehensehlebem  und  Anlcgema.sstilben  aus  dem  Math.- 
mech.  Institut  von  Donnert  &  Pape,  Altena. 

Rechenschieber  von  Albert  Nestler,  Lahr  in  Baden. 

Preise  im  Einzelverkauf: 

Kechenschieber  aus  5ucÄs/k)/z  in  den  Längen     21  em  26  cm     52  cm 

ohne  Läufer A  5. —  Mt,  5.—  A  18 — ; 

desgl.  mit  Läufer „    6. —  „    6. —    „21,—  ; 

desgl.  mit  Läufer  und  Ltfpc   ....     „12. —  „12. —    „30.—  ; 

Rechenschieber  mit  Celliäoidauflage  in  den  Längen  26  cm      52  em 

ohne  Läufer JL  6.—  A    — 

desgl.  mit  Läufer „    7.50   „  36.—. 

Rechenschieber  von  A.  Hasselblatt,   Prof.  am  technologischen  Institut  in 
St.  Petersburg.    Veröffentlicht  1890. 

Dieser  Rechenschieber  ist  aus  vier  auf  einander  geleimten  und  zu- 
sammengepressten  Lagen  Carton  hergestellt  und  duix^h  einen  wasser- 
dichten Überzug  gegen  die  Einflüsse  dor  Wärme  und  Feuc'htigkeit  g«}- 
sehützt.  Er  ist  kürz«'r,  aber  bn'iter  und  dünner  als  die  üblich»»n  Reehon- 
schieber  aus  Holz  (208  X  71  X  5  mm  statt  2G0  X  32  X  10  mm).  Die 
aus  zwei  Cartonlag(Mi  best<*hende  „Zunge'*  tmgt  an  beiden  Rändern  die- 
selbe, einmal  wiederholte,  logarithmische  Teilung  von  100mm  Uinge, 
während    von   den   benachbarten  Rändern   des  „Stabes"  („Linoales**)  der 
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obere  eine  eboiisolclio,  der  untere  eine  logai'itlimiseho  Teilung  im  doppelten 
Masstabe  hat.  Dii^ser  mittlere  Teil  ist  denmaeh  wie  die  Voi-derseite  eines 
gewöhnlichen  Rechenschiebei-s  ohne  Läufer  eingeriehtot.  Die  Teilungen 
für  sin,  tang  und  log,  welche  sich  bei  anderen  Rechenschiebern  ge- 
wöhnlich auf  der  Rückseite  der  Zunge  befinden,  sind  auf  der  Vorderseite 
dos  Stabes  ange))racht  und  noch  lun  eine  Vorrichtung  zur  Bestinimong 
der  Cuben  md  Cubik wurzeln  vennehi*t.  Letztere  besteht  aus  einer,  die 
ganze  Länge  einnehmenden,  logarithmischen  Teilung  und  einer  ihr  gegen- 
über gestellten,  dreimal  wiederholten  logarithmischen  Teilung  mit  nur 
ein  Drittel  so  grosser  Längeneinheit  Die  abgeschrägten  Kanton  des 
Rechenschieboi*s  enthalten  Teilungen  in  Millimeter  und  Sechszehntel  Zoll 
engl.,  auf  der  Rückseite  stehen  mathematische  und  physikalische  Con- 
stantou,  Tabellen  für  Massverwandlungen,  Gewichtsberochnungon  u.  s.  w. 

(Preis  in  Russland  2V«  Rubel.) 

(Hasselblatt,  Mehmke.) 

5  Logarithmisch-graphigchc  Rechentafel  von  Steuerrat  Soherer  in  Cassel. 

Die  Tafel  besteht  aus  einer  Grundplatte  von  Stahlblech  und  einem 
Schieber  von  Glimmer.  Auf  der  Grundplatte  mit  den  Abmessungea 
33X^1  cm  sind  in  20  pai*allelen  Linien  die  10  Stücke  einer  logarith- 
mischen Teilung  von  1,5  m  Länge  zweimal  von  unten  nach  oben  abgetragen. 
Um  in  allen  I^gen  des  Schiebers  ablesen  zu  können,  ist  in  der  Ver- 
längerung jedes  Stückes  das  nächstfolgende  noch  einmal  angetragen.  Eine 
ebenso  grosse  logarithmischo  Teilung  ist  in  Sti'eifen  von  5  mm  Breite  und 
5  mm  Zwischenraum  auf  die  Unterseite  des  Schiebers  gedruckt,  der 
18  X  12  cm  Grösse  hat.  Auf  der  Grundplatte  sind  rechts  und  links  noch 
zwei  gewöhnliche  Masstäbe  von  je  15  cm  mit  Teilstrichen  von  1 — 100 
angebracht,  auf  welchen  man  die  2. — 4.  Stelle  der  Mantisse  des  Logarith- 
men irgend  einer  Zahl  der  Tafel  ablesen  kann,  während  die  erste  Stelle 
unter  der  beti-effenden  Reihe  der  Teilung  angeschrieben  ist.  Der  Apparat 
entspricht  somit  einem  Rechenschieber  von  3  m  Länge  und  einer  vier- 
stelligen Logarithmentafel.  Zur  Berechnung  von  1  sin  a  und  1  cos  a  — 
a  in  Graden  neuer  Teilung  ausgedrückt  — ,  dient  ein  besonderer  Sinus- 
Schieber.  An  der  Innenseite  des  beigegebenen  Umschlages  sind  an  zwei 
senkrechten  Linien  die  Wurzelzahlen  von  0,00  bis  100,00  und  ihnen 
gegenüber  die  Quadratzahleu  masstäblich  aufgetragen. 

Preis  (ohne  Sinus-Schieber)  M.  12—,  Sinus-Schieber  (Kreis  4(X)^).  M.5 — 

(Scherer.) 

6  Thaoher's  Calculating    Instrument    (cylindrical    slido-rule).    Verfertigt 
und  ausgestellt  von  W.  F.  Stanley,  Matli.  mech.  Listitut,  London. 

Das  1881  patentirto  Instrument  beruht  auf  denselben  Principien,  wie 
der  logarithmischo  Rechenschieber  und  wiid  in  entsprechender  Weise  ge- 
handhabt. Die  einmal  wiederholte,  mit  A  bezeichnete  Hauptteilung  ist 
30  engl.  Fuss  =  9,144  m  lang  und  in  zwanzig  gleich  lange  Stücken  zer- 
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k-Rt,  wi'luhi;  au!  (1.T  Ül.i'1-Hiidii'  cinc^s  M.'tÄll-Cyliiicl.TS  jiaiall.'l  niif  iK-ssi'ü 
Axr.  uotorgobi-acht  sind.  l)ii-si>r  ryliiiiliT  .■nNi.neht  dem  „S.-i]ii-l"T"  (tiiT 
„Zungii"')  i'ini«  HiK:lit'ustabi-s,  Aus  awei,  rlunli  zwao/ij;  iiandli'li'  Mi'tnll- 
Kippi'ii    v.Tbimd<'n<'D    lijugm    ist    ein    duruliliroi-lu'ri.'i'    Hdhl.'vliml*'!'    ^n^. 

bildi-t,  <1.T  i iliall.  ^uviiT  f.-st.-[]  HiH«!.  um  si-iji..  .■iki-i)..  (wn^'.'iwlit-J 

Axe  giHlri'iit  wi-nlnn  kaiiu  und  iu  widcliiiin  ilt'r  <'rstgc;iia!]iiti'  Cyltridcr 
siih  viTsHiii'bi-ii   uiiii  (IitIht  liisst.     Ili-r  tJinTschnitt  <'iiii'r  jcdrii  Ki\i\i-' 


ist  i-in  gleichRchenkliiri'ü  Dri'it-ck  mit  naidi  aussen  gi'ki'hrtiT 
S('hi('fi>ii  Sfiti-nlläolii'ii  der  Kipp'n  tr«gi'ii  zwi-i  loj.'srilhuiisfhi'  Ti-ilmi^-.-n, 
von  wi'lclii'D  die  mit  B  bowii'hncti'  au  A  prenzt  und  mit  A  fongrui'iit 
ist,  die  mit  C  bozcifliiicti-,  weitiT  auswn  niit.i'brwbti',  den  ili>|>pi.'lti'n 
Misstab  vOD  B  hat  und  deinnarli  y.a  Jeder  iu  It  nufj.i'!<iieiit.'n  iCalil  die 
Quadratwurzel  lii-feit.     Dif  Teilungen  siud  auf  Pergament  gedi'uekt. 

Preis  M.  150. —  Im  ülirif,i?n  sei  hier  und  ttei  deu  folf.'ondi'u  Ajipa- 
mton  Slnnley'g  auf  dessen  Preisliste  vorwicsou 

(H<'hmkc.) 

Sheppard'B   sllde  mle    Tor   cubinf   quanlltl«H,   aus^^^cRtellt    von   W.  F. 
Stuley,  math.-mech.  lustitut,  London, 

ßec^hensbib  niit  zwei  tielien  einander  |;leitendi'ii  4Selili-berii  zur  angeii- 
bli<;klicheii  Bestinimiuic  eines  l'riHiiii'tes  ans  dvi  Faetciren. 

34"  duodei'imal  ruio  (für  eii);l.  Fuss  uud  Zell),  aus  BuL'hsbautuliolz 
M.  24—; 

11"  decinml  rille  (für  mutrisuhus  Mass],  aus  llurhstianmholz  M.  24—, 

L'niversal-Proporllon-Tablrs,  lli'c;lioDst.'hiulier  in  Kost-  bez.  in  eytindriachor 
Form  naL'h  I,  D.  Everett  uud  Hannyngton,  Aus^'cstollt  von  Prof.  1.  D.  Everett, 

F.  It  S.,  Queens  College,  Belfast,  Ireland, 

1,  Everett'»  Table.  Ein  Reehenscbiober,  von  dem  jeder  der  Imi-Ien 
Teile  aus  einer  Anzahl  parnlleler  Streifen  best.-ht.  Der  bewegiiehe  Teil 
gieift  dabei  in  die  Zwischen räutno  des  festen  Teiles  ein.  Diu  Tafelu  sind 
aus  Carton  (Bristol  board)  mit  ttlierdruct  von  Kuiiferiilatten.    Preis  20  Mark. 

2.  Dieselbe,  eonstruirt  nach  Mqjor  General  Hanuyngton  nun  l[«lz 
mit  AbüadcruugoD,  die  darc-li  das  Uat<.-rial  bedingt  fiind.  Um  die  doii|iello 
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Scala  auf  dem  Schlittou  zu  vermeiden,  ist  die  Scala  auf  dem  festen  Stück 
zum  Teil  vierfach,  ein  beigefügter  Schlitt^'n  gestattet  die  Berechnung  von 
Quadraten  mid  Quadratwurzehi.  Pn'is  in  der  ausgestellten  Grösse  un- 
gefähr 60  Mark.  Die  Rechenschieber  werden  auch  in  grösserem  und 
kleinerem  Masstabe  ausgeführt. 

3.  Dieselbe  in  Oy linder- Form  aus  Eolz.  Die  Scala  auf  dorn 
festen  Teile  ist  doppelt  wie  in  der  gewölmlichen  Form,  die  auf  dem 
S(.'hlitten  einfach.     Niclit  zmn  Verkaufe  construiii;. 

Die  Modelle  1  und  3   wurden  von  Everett  ungefähr  1865  ausgeführt 

und  sind  im  Philosophical  Magazine  beschrieben.     Die  Anordnung    von 

Haunyngton  datiii  ungefähr  10  Jahre  später. 

(Everett) 

9      Prof.  Fnller's  calculating  slide  rale,  ausgestellt  von   W.  F.  Stanley, 

math.-mech;  Institut,  London. 

Die  auf  einem  Cylindermantel  in  einer  Schraubenlinie  aufgetragene 
logarithmische  Teilimg  ist  500  engl.  Zoll  =  12,7  m  laug,  das  Instrument 
entspricht  also  einem  Ri»chenschie])er  von  25,4  m  Länge. 

Preis  M.  60—. 

10  Alex.  £.  M.  Boueher  8  Calculator,  ausgestellt  von  W.  F.  Stanley,  math.- 
mech.  Institut,  I»ndon. 

Die  äussere  Form  ist  diejenige  einer  Remontoir-Taschenuhr.  Die  auf 
4  concentrischen  Kreisen  untergebrachte  logarithmische  Teilung  hat  eine 
Gesamtlänge  von  15  engl.  Zoll  =  38  cm,  weshalb  das  Instrument  an  Ge- 
nauigkeit einem  ß€chens(,'hieber  von  76  cm  Länge  gleichkommt.  Auf  der 
Rückseite  sind  Teilungen  für  goniometrische  Functionen  und  Logarithmen 
vorhanden. 

Preis  in  vernickeltem  Nousilbergehäuse  M.  31,60. 

11  Weber's  Kcelienkreis  von  R.  Weber,  Prof.  Forstakademio  Aschaffenburg 
(jetzt  Univ.  München).  Ausgestellt  von  Prof.  Mehmke,  techn,  Hochschule 
Darmstadt. 

Zwei  niednge  Cylind(^r  von  etwa  13  cm  Durchmesser,  die  unabhängig 
von  einander  um  ilire  g»'meinsame  Axe  gcnlrc^ht  werden  können,  tragen 
auf  ihren  Umfangen  b(»ide  dieselbe  logarithniischo  Teilung.  Bei  auf- 
rechter Stellung  der  Ziffern  ist  die  Axe  senkrecht.  Der  Gebrauch  ist 
dei'selbe,  wie  bei  Somie's  Rechenscheibe. 

12  Rechen  Scheibe  von  Geh.  Baurat  Prof  Ed.  Sonne,  Darmstadt.  Jahr  der 
Veröffentlichimg  1864.     Hergestellt  von  Landsberg  &.  Wolpers,   Hannover. 

Eine  feststehende  Kreisscheibe  von  etwa  14  cm  Durchmesser  ist  von 
einem  um  sie  drehbaren  Kreisringe*  eingeschlossen.  Df^r  Rand  der  Scheibe 
und  d(?r  ihn  b(?nihrende  innere  Rand  des  Ringes  sind  mit  einer  den 
ganzen  Umfang  ausfüllenden  logarjth mischen  Teilung  vei"sehen.  Die 
Scheibe   trägt   noch   einen    concentrischen,   gleichmässig  geteilten  Kreis, 
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weU'her  zur  Bestiainiuiig  lii-r  LofjaritJiiinrii  gi'm'liuncr  Zalili'H  dient.  Ein 
um  doü  Mittelpiiiilit  dtT  Solicibi!  drehbaivr  Zl-ij^it  vi'i'niitddt  dtri  Übi'i- 
gwig  von  irgi'nil  pinur  di'i-  drei  Ti'iluiijii-iL  zu  »'iiiiT  aiidi'iu.  Bit  üolnaiH'li 
ist  d um] eui (,'!■[]  di'K  R<.i;lioiisi-hii'br>i-s  iilinlii'li. 

RMheaschclbe  inU  KenuEilTerziihlwcrk,  vom  dcmsolben.   Hi^rgpsti'llt  lou 

Landaberfl  &  Paris! us,  Hannover. 

DurcbmesHirr  di-r  Sdn'ilHi  ll.äcin.  D'T  f;ir.>ioh]nliHsif;  j^>t;i'iltt'  KroiK 
fohlt.  Eid  ZUhlwuik  );ibt  diu'  Zahl  di>i-  volli-u  Uindn^liuugon  lui,  widche 
i«T  Z<^iß>'r  wilbn^tid  L-iuer  uur  aus  Multiplicationi'ii  und  DivisioaKii  xu- 
saiiimuiigi'SL-Utcu  Küchiiung  gi-iiiaoht  hat  und  dient  so  zur  Bi'stiriunuiig 
der  Btfüeuzalil  des  Ergirhui&si's  der  Rwibnunj;. 

A.  Bejprlen's  drehbarer  Bcebeuscbicbcr  (Reehearad),  U.R.?.  Ni'.  31889, 

von  A.  Beyerlcn  &.  Co.  in  Stutt^'art. 

Zwei  uebcu  siLiander  Ix'liiLdliehi' ,  mittelst  zweier  Uandsebeibi'ii  lun 
ihre  ni'mfi'isanie,  watrereuhte  Axe  dn'hbari'  EUIer  von  125  nun  Duivh- 
messer  tragen  auf  ihren  Stirnen  an  den  inneren  Kanten  i-iiie  h)garith mische, 
an  den  üuRseren  eine  {jleiehiniLssige  Teiluuf;  mit  dem  UmfaiiRp  eiues  ßadex 
al»  lüngeneiahi-lt.  Beim  Dri'hen  der  kleineri'n  Handscheibc  dreht  sieh 
nur  da»  Sad  reehts,  iHriin  Urr'ben  der  (,'i'üsseri'n  hi'Wejjeu  sidi  beide 
Bäd«r  übereiUKtinimend ,    so  dass   ihru  ftegenseitige  Stellung   nriveriindert 


bleibt.  An  einem  festen  Träger  befindet  sieh  vorne,  an  den  Rudern  an- 
liegend, ein  Stiiek  Oelatiue|iapier  mit  einer  zur  Axe  pai'allelen  roten 
Linie.    Uin  \  =    -  e  zu  finden,  dreht  man  erst  beide  ßiider  zusammen 

und  dann  das  rochto  Bad  allein  na,  dass  die  Stulle  a  der  lugarithmisthen 
Teilung  liulu,   und  die  Stelle  b  derjeui(,'ea  rechts  unter  die  rote  Linie 
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kommen,  dann  wioder  beide  zusammen,  bis  die  Stelle  c  der  logarithmischen 
Teilung  rechts  unter  der  roten  Linie  erscheint,  dann  steht  links  hien'on 
das  Ergebnis.  Die  beiden  äusseren  Teilungen  dienen  zum  Addiren  und 
Subtrahiren  wie  auch  in  Verbindung  mit  den  inneren  Teilungen  zur  Be- 
stimmung des  Logarithmus  einer  gegebenen  Zahl  oder  umgekehrt  der 
Zahl  zu  einem  gegebenen  Logarithmus.  Die  Teilungen  sind  auf  Papier 
gedi-uckt. 

Preis  Jlt  20.—. 

15  Zwei   Rechenschieber  zur  Berechnung  specleller  trigonometrischer 
Formeln  von  Oeneral-Lieut.  R.  Strachey,  London. 

Der  erste  dieser  Rechenschieber   dient  zur  Berechnung  der  Formeln: 

q     * 

sinx 
(Vgl.  den  Schluss  des  Aufsatzes  von  Henrici  im  ersten  Teil  des  Ka- 
taloges. 

Der  zweite  dient  zur  Bercchnung  der  Formel: 

i.  sina 

h=    .    .  , -b.ctgz. 

sm  (a'  —  a) 

16—20      Serie  v^on  Reehenschieberny  speciell  für  technische  Zwecke,  aus- 
gestellt von  W.  F.  Stanley,  math.-mech.  Institut,  London. 

16  Ganga  Ram's  slide  rule. 

No.  ].  Zur  Bestimmung  der  Dimensionen  von  Haupt-  und  Querbalken 
für  alle  Spannweiten;  M.  21 — . 

No.  2.  Zur  Berechnung  der  Stärken  von  Stützmauern  unter  den  ver- 
schiedenen Bedingungen;  M.  12 — . 

No.  3 .  Zur  Berechnung  der  Spannungen  in  Trägem  aller  Formen  und 
Spannweiten;  M.  16 — . 

17  Hndson'g  horse  power  scale  zur  Berechnung  der  Leistungen  und  Dimen- 
sionen von  Dampfmaschinen. 

Aus  Buchsbaumholz  in  Futteral  M.  12,60;  aus  Carton  in  Leder- 
futteral M.  6 — . 

18  Hndson's   Computing    scale    for  pumps,   zur    Berechnimg  einfach   und 
doppelt  wirkender  Pumpen,  aus  Carton  in  Futteral  M.  6 — . 

19  Dndson's  Computing  scale  for  giiders,  beams  and  shafts,  zur  Berechnung 
von  Trägem,  Balkon  und  Wellen,  aus  Carton  in  Futteral  M.  6 — . 

20  Fronde's  displacement  slide  rule,  M.  40—. 

Näheres  vergleiche  den  Specialkatalog  von  Stanley. 
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21      Modell  des  doppellogariihinischeii  Reehensehieber»  von  Ing.  F.  Blano 
in  Hamburg. 


lA               *' 

/ 

3E 

"1 

U  J,  ^■ 
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s 

.    1 

I^ 
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Dorselb«^  dient  hauptsächlich  zur  nie<jhanischen  BestiinmuDg  von 
Potenzen  und  Wurzeln  mit  b«'liebigen  Exponenten,  sowie  von  I»garithmen, 
die  zu  einer  boliel)igen  Basis  gi^hÖren. 

Die  beidt-'n  Ränder  (A)  des  Stabes  tragen  übereinstimmende  logaritli- 
miwihe  Teilmigen,  wie  solche  am  gewöhnlichen  I^henschieber  sich 
finden,  so  dass  allgemein  die  Entfeniimg  des  mit  x  bezeichneten  Teil- 
striches von  dem  mit  I  bezeichneten  gleich  log  x  Längeneinheiten  ist. 
Die  Ränder  des  Schiebers  (B)  dagegen  sind  mit  „doppellogarithmischeu" 
Teilungen  vei^sehen.  Bin  der  oberen  dieser  Teilungen  nämlich  beträgt  die 
Entfernung  des  Teilstriches,  an  welchem  die  Zahl  z  steht,  von  dem  Teil- 
striche 10  allgemein  log  log  z  lüngeneinheiten,  wobei  naturgemäss  immer 
z  >•  1  ist;  bei  der  unteren  ist  als  Basis  der  Logarithmen  nicht  10, 
sondern  f^  und  als  Anfang  d<'r  mit  0,1  bezeichnete  Punkt  genommen,  so 
dass  hier  die  an  den  Teilstrichen  stehenden  Zahlen  alle  <  1  sind  und 
übenlies  jede  von  ihnen  gleich  dem  re(;iproken  Werte  der  senkrecht  über 
ihr  auf  der  obenjn  Teilung  stehenden  Zahl  ist  Zur  Abkürzung  sind  bei 
den  Schieberteilungen  die  ganzzahligen  Potenzen  von  10  mit  römischen 
Ziffern  bezeichnet  worden;  so  hat  man  für  I,  II,  HI,  .  .  .  und  -I,  -II,  -III 
...  zu  lesen:  10,  100,  1000  ...  und  0,1,  0,01,  0,001,  . .  . 

Stehen  nun  bei  irgend  einer  Stellung  des  Schieb(»rK  den  Zahlen  x  und  x^ 
einer  Teilung  A  di<»  Zahlen  z  und  Zj  der  angrenzenden  Teilung  B  gegen- 
über, dann  ist  offenbar 

logX   —   logXi   =  log  log  Z   —   log  log  Zj, 

woraus  die  fundamentah*  Beziehung 

x_  Xi 

|/^z   =    Y'ii        oder  auch        z*i  ssz^x 

folgt.  Sind  also  von  vier  in  dieser  Beziehung  st4»henden  Zahlen  drei  ge- 
gebtni,  so  kann  die  vierte  abgelesen  weixlen,  nachdem  der  Schieber  in  die 
richtige  Stellung  gebracht  ist.  Wird  insbesondere  Xj  =»  1  genommen 
und  di(»  gegenüberstehende  Zahl  y  genannt,  so  ist 

woraus  sich  folgende  ll«»g<»hi  ergeben:  1)  Um  die  Potenz  y^  zu  bo- 
rei'hnen,  suche  man  die  Basis  auf  d«'m  Schieber,  stelle  sie  der  1  der 
angivnzenden  Teilung  A  gegenüber,  sucihe  auf  letzterer  Teilnng  den 
Exponenten  x,  dann  steht  diesem  gegenüber  das  Ergebnis;  2)  um  die 
Wurzel 

X 

Y7 

zu  berechnen,   such»»  man  die  Basis  z  auf  dem  Schieber,   stelle  sie  dem 

10 
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Wurzelexponenten  x  auf  der  benachbarten  Teilung  A  gegenüber,  dann 
kann  gegenüber  dem  Striche  1  der  letzteren  Teilung  das  Ergebnis  abge- 
lesen werden ;  3)  um  den  Logarithmus  der  Zahl  z  für  die  Basis  y  zu  be- 
rechnen, suche  man  die  Basis  auf  dem  Schieber,  stelle  sie  der  1  auf  der 
angrenzenden  Teilung  A  gegenüber,  dann  findet  sich  das  Ergebnis  gegen- 
über dem  Teilstriche  z  des  Schiebers.  Behufs  Bestimmung  natürlicher 
Logarithmen  ist  ein  besoiuierer  Teilstrich  für  die  Zahl  e  angebracht.  Der 
Schieber  hat  in  der  Mitte  noch  zwei  Teilungen  für  die  halbe  Summe  und 
halbe  Differenz  je  zweier  senkrecht  über  einander  stehenden  Zahlen  seines 
oberen  und  unteren  Randes.  Mit  Hilfe  derselben  können  auf  Grund  der 
Regel  1)  die  Werte  der  Ausdiücke 

J  (y^    +  y-*)  und  5  (yx  -  y-x), 

und  wenn  man  y  =r  e  nimmt,  die  Werte  der  hyperbolischen  Functionen 

(Jojx  und  @inx  gefunden  werden. 

(Blano,  Mehmke.) 

22  R^grletteg  oalcnlatrices  von  H.  Genaille  und  Ed.  Lucas,  Paris  1885,  aus- 
gestellt von  Prof.  Mehmke,  techn.  Hochschule  Darmstadt. 

a.  Les  riglettta  Nipiriennes ,  neue  Ausgabe  der  von  Neper  1617  be- 
schriebenen, auf  Peter  Apian's  Multiplicationsmethode  beruhenden  Rechen- 
stäbchen, welche  die  Multiplication  mit  einziffrigen  Zahlen  auf  eine  Ad- 
dition zurückführen;  ' 

b.  les  riglettes  multiplicatrices^  stellen  eine  VervollkommnuDg  der 
Neper'schen  Rechenstäbchen  dar,  indem  bei  ihrer  Benützung  die  f)ei  letz- 
teren noch  erforderliche  Addition  in  Wegfall  kommt; 

c.  les  r^^Zc^fe»  mu/fi«ecftn'cc«,  von  ähnlicher  Einrichtung  wio  die  vorher- 
gehenden; sie  liefern  durch  ein  mechanisches  Verfahren  den  Quotienten 
und  Rest  bei  der  Division  einer  beliebigen  Zahl  durch  eine  einziflTrige. 

(Mehmke.) 

23  ReehenmaschiDe  von  Chr.  L.  Gersten  (von  1733  bis  1744  Professor  der 
Mathematik  in  Giessen,  eifuuden  1722,  im  Besitz  und  ausgestellt  vom 
Groiiherzogl.  Hessischen  Museum  in  Darmstadt. 

Die  Maschine  dient  zum  Addiren  und  Subtrahiren.  Man  stellt  den 
einen  Summanden  resp.  den  Minuenden  durch  Drehen  der  Zifferscheiben 
über  den  vorhandenen  senkrechten  SchHtzen  in  der  oberen  resp.  unteren 
wagerechten  Reihe  von  Schaulöchern  ein,  die  zu  addirende  resp.  subtra- 
hifende  Zahl  dagegen  mit  Hilfe  von  Schiebern  in  den  genannten,  seitlich 
mit  Zähnen  versehenen  Schlitzen  und  bewegt  hiemuf  jeden  der  vorhan- 
denen Elfenbeinknöpfe  seokrecht  heiiinter,  so  weit  es  geht,  und  wieder 
zurück,  dann  erscheint  in  den  oberen  resp.  unteren  Schaulöchern  die 
Summe  resp.  Differenz.  Die  addirte  resp.  subtrahirte  Zahl  zeigt  sich 
in  einer  dritten  wagoreohten  Reihe  von  Schaulöchern. 

(Mehmke.) 
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Webb^s  adder«    Additionsmaschino,  ausgestellt  von  Infi^enicur  A.  Beyerlen 
Stutt^'art. 

Additionsmasehine  von  Max  Mayer  D.  R.  P.  Nr.  44398.    Gefertigt   vou 
Meclianiker  A.  Barthelmes,  Mütichcu. 

Die  Masehin«'    dient   zur  Addition    grösserer  ZahlenriMhen.     Jede  der 
neun  vorhandeniMi  Tasten   bewegt  l)eim  Niodordrücken  den  Bügel  a  und 


I  :• 


mittelst  des  an  diesem  ang»'braeht«»n  Srbaltzahnos  h  das  mit  100  Zähnen 
versehene,  in  dor  Zeichnung  punktirt  ang«'d«'utcte  ZahL;nrad.    Glei(.'liz»'itig 

wird  einfT  der  mit  1 — 9  bo- 
r  ~  ^^  Vjl    •  1     zoiolmeten  Stifti' gehoben.  Da- 

^    "  durch,    da.ss    der    Bügel    an 

dit.'stm  stässt  und  stehen  bleibt, 
beschränkt  sieh  die  Bewegung 
des  Ztililenrades  auf   so   viel 
Zäline,  als  die  Ziffer  der  uijxler- 
gedrü(.kt(?n  Taste  angibt    Das 
Zahleurad  wird  in  seiner  neuen 
St(»lluug  festgelialten,  wälireud 
Bügel,  Stift  und  Taste  in  ihro 
ursprüngliehe    Lage    zurück- 
kehren.    Ein    liädchen    zi'dilt 
die  Umdrehungen  des  Zahlen- 
rades und  gibt  so  die  Hunderter 
an.    Siml  mehrziffrige  Zahlen 
zu  ad<1iren,  .so  addii*t  man  ziiei-st  die  Einer,  dann  imt»,T  Beräcksiehtiguug 
des    Uebertrages   die    Zehner  u.  s.   w.     Die    XuUstellung   erfolgt   durch 
Drehung  (b'r  Kiirlnd  und  des  im  Deckel  an^rebraciiten  Knopfes. 
Preis  im  Einzelverkauf  M.  50. 

(M.  Mayer,  Mehmke.) 


nahii*«ehe  Rechenmasehims  nach  der  Erfindung  von  Pfarrer  Hahn  in 
Eohtordingen,  ausgeführt  1809  von  dessen  Sohn,  dem  k.  württembergischen 
Hofjne<^haniker  Hahn  in  Stuttgart.  Im  Besitze  und  ausgestellt  von  Sr.  Durch- 
laucht Wilhelm,  Herzog  von  Urach,  Graf  von  Württemberg  in  Stuttgart. 

Die  Mascliine  (in  Cylinderform)  ist  das  vieHe  Exemjdar  der  Ilahn'- 
8chen  Maschinen ;  sie  gestattet  Bei*echnungen  bis  zu  zwölf  StcUen  und  ist 
nocli  jetzt  in  vollständig  gangbarem  Zustande. 

10* 


I.  Abteilull;:. 


J.  H,  >illcr'»  E*ek«mmmM:Umt,  ferfund-D  1782  vjjo  iogenieuiiiAiiiitmana 
I.K. Miller  in  Oi'-tS"!;.  au-<p'fiihn  in  DanoMadt  li03.  Im  Besiu  and  ans- 
g'^vrllt  v',iii  fircuberz-  HessiKbm  ■■•«■■  to  DvnistKlt. 

Da-  •-yli[i'iH-'-ii>.-  C-'liiiu.->.-  v-,ij  v>-rgc>I>M<-tD  X''^v-if)g  bat  oogefäfar  28,5  cm 
im  Duri-lim'--M-r  iiiid  Dp  ',-ni  Höht-.  IWr  wagi-IwAt«-  Dr>.-kel  besteht  aiLs 
'l'.-iii  'lr>-h>iar>-fi  äiL--''r>.'n  Ring>.-  a  ud<1  di-m  un\i-:wfglii:bea  krcisßrmigpn 
T<'ile  )'  in  'l>-r  Min>-.  Auf  dem  Rinff  a  I'-fiivli-D  !^i>'h  in  zirei  »>ncFa- 
trw-)ii'n  Kr>-iMfn  zw(-i  |{i-ili<-n  von  j''  14  <-oiaillirt>'n  ZahlirDM-^eäbpu.  Ke 
(kl<rin<-r«n)  S"ii<-il>«n  o  d<-r  'inn>-T>-n  Keihc  >ind  mit  dtn  Zifft^m  0,  1  ...  9 
1«— :hrii;l"-n.     Di<-  (grö^v-p'ii)  S-heik-u  f  der  äuvr-ren  Bt-ihe  zeigen  dii-se 


f*> 


KifTern  z 


arit  am  Umfange  iitid  rot  in  einem  inriorpn  Kreisp, 
uml  zwar  letxlcri'  in  verki-hiier  (■)rdmi]Lt;,  wt  dass  ji-do  sohwarzo  ZifTi^r 
mit  <l>'r  im  Kl''ii:lii-M  HallinicssiT  stclii-ndcn  roti'u  die  Summe  9  ergilit. 
An  "Icr  imbi'wcglii'hon ,  gi'krütiimtcti  Si^itcnwand  des  Gehäuses  befinden 
s\i:\i  elKTifalls  14  Zalileiisc-Iieil>i'ii  k.  «''■Icho  auf  Ihrem  emaiilirtun  bmten 
Ilaiid.'  dii'  ZilTcni  0,  1  .  .  .  a  tra(;r-ii,  diu  6  ersten  Schoib<>n  roclitPr  Hand 
aur:h  [KH-Ii  di>'  ZilTeni  10  und  11,  Jcdü  Zalilcnschi'Lbe  kann  mittelst  eines 
Ktiii|)ri-s  h  gmlrclit  werden,  Ins  irgend  eine  gewiiiisciit*'  Ziffer  in  dem  zit 
dieser  S<;heibe  (ii'hüri(;eu  „Fenster"  i  eiiicheint.  Um  zwei  Zahlen  eu 
adUlroii,  (beüw.  von  eiuander  zu  Kubtmbii'eu)  üetzt  man  die  eine  (bezw. 
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ilon  Minut'ndus)  mittelst  schwarzer  (n»ter)  ZlfFoni  auf  den  ScheiluMi  f,  dio 
aiKlen»  mittelst  (i»*r  S<'heib»»n  i^  zusammen  und  dn*ht  die  Kurh«d  K  «nnmal 
h«rum,  dann  zei^  sicli  di»»  Summ«*  (DifftTiMiz)  in  schwarziMi  (n»ten) 
Ziffern  auf  <ien  Scheiben  f.  Di«»  Multiplication  wiitl  ausjjofühi't,  indi*m 
man  die  Zahlenscheihen  f  alle  auf  schwarze  Nullen,  die  S(^heibon  ^  auf 
den  Multiplieandus  stellt,  hicMHuf  die  Kurbel  so  oft  droht,  als  der  Multi- 
plicator  Einer  hat,  (wobei  der  auf  dem  inneren  Teih»  b  des  Deckels  be- 
festige Zeip»r  i'  auf  die  Eiuer-S<'heiben  der  Zahh'nreihen  e  und  f  weisen 
muss),  dann  unter  Heben  der  Falle  m  den  Rinjc  a  dreht,  bis  der  Zeij^er  c 
auf  die  Zehner- Scheiben  des  Rinkes  weist  und  die  Falle  in  den  folgenden 
Einschnitt  n  kommt,  nun  die  Kurbel  so  oft  dreht,  als  der  Multiplicator 
Zehner  hat  u.  s.  w.  Es  bildet  si(?h  hierbei  der  Multiplicator  auf  (hm 
Zahlenscheiben  c  der  innenMi  Reihe.  Bei  der  in  i»iner  wiederholten  Sub- 
trac^tion  Ix^stehendeu  Division  wird  der  Dividendus  mit  roten  Ziffern  auf 
die  8cheil>en  f,  der  Divisor  auf  die  Scheiben  g  gebracht;  der  Quotient 
erscheint  auf  den  Zahlenscheiben  e  der  inneren  Reihe. 

Winl  die  Maschine  gezwungen,  eine  Zahl  von  einer  kl(»inercn  abzu- 
ziehen, so  ertönt  ein  Glöckehen;  ebenso,  weim  man  eine  Summe  oder 
ein  Product  liilden  will,  das  zu  gross  ist,  um  von  der  Ma^^chine  noch  dar- 
gestellt werden  zu  können.  Zum  Zw(»cke  des  I^t-hntMis  mit  benannten 
Zahlen  können  die  6  ersten  Zahlenscheiben  f  r«H.^hter  Hand  herausgeinmmen 
und  durch  solche  ersetzt  werden,  die  anderen  (Jnindzahlen,  als  10,  z.  B. 
4,  6,  9,  12,  entsprechen.  Die  Elfenbeintäfelchen  p  dienen  dazu,  um 
darauf  die  Benennungen  der  Einheiten  zu  schreiben.  .^r  ,i^    k   x 

Belreis'sehe  Reehenmasehlne,  ausgestellt  von  Geh.  Reg.-Rat  Prof.  Reuleaux. 

Techn.  Hochschule  Berliu-Charlottenburg. 

Die  Maschine  hat  einer  der  Sammlungen  des  Hofrates  und  Prof. 
Beireis  in  Heimstatt  (geboren  1730,  gest.  1803)  angehört  und  ist  durch 
den  Aussteller  von  dem  Besit^sor  eines  Teiles  des  Nachlasses  erworben 
worden.  Die  Maschine  ist  verschieden  von  der  Hahn'schen  sowohl  be- 
züglich des  Schaltwerkes  als  der  Zehner -t'beHragung.  Ihre  Bauart  ist 
nicht  nachahmenswert.    B« »achtenswert  ist  <lie  in  der  Urschrift  beiliegende 

Anweisung  zum  Gebrauche  der  Maschine.  /n     i         x 

°  .  (Keuleaux.) 

29      Schuster*(Bahn-)sche  Keehenmaschine ,  ausgestellt   von  Geh.   R(>g-Rat 
Prof.  Reuleaux,  techn.  Hochschule  Berlin-Charlott(mburg. 

Die  Maschine  ist  eine  HaÄn'sche  (Schuster  wai*  der  Schwager  des 
Pfarrers  Hahn  und  Klein  Uhrmacher ,  in  Ansbach  und  fertigte  seine 
Maschinen  genau  nach  den  Hahn'schen.)  Die  ausgestellte  Maschine  ist 
in  den  Jahren  1789-  90  hergestellt  und  war  damals  für  1000  Reichs- 
thaler zum  Verkaufe  ausgeboten.  Die  Maschine  ist  in  vollständig  gang- 
barem Zustand  und  führt  alle  Reehnungsarbeiten  aus^  welche  auf  der 
Thomas' schon  möglich  sind. 

(Reulcaux.) 


I.  AUvilung. 

SGhaiter'{Ilabn-)fcfae  Rerhenmasehliie.    Aus  der  gMdätiseliM  Smaliai 
der  techn-  Hocbachiile  Hinchci. 

Uiu  l<o<-heDmas<*l]iue ,    volLstüailig    ;.'aiJ^bnr.    ist    vun  Chr.  SchUtler  JD 
AnsljBch  in  den  Jahrea  I80T — W^)  verfertigt  udJ  wurde  1821  vom  bayer. 

Staat«  für  10(10  (iuld-o  crworlMjD. 

(M.  a.-hmidt) 


Rech«nmasM'binp  \nn  A.  Birkhardt  in  niashiitt. 

In    Bezug   Hilf   lÜG    Ilandhaliiing    uii'l    Uiik:« 

Maschini?  mit  ileni  Iwkadiitpii  ,,vVtil!]tii(jmotci'" 

Imicro  weLst  jedntli  Verbcsscniiis'tii  unii  Ergiii 


i.  S. 

K  (icstalt  Ntioiint  «lieae 
roiL  Tiioiiiaü  übereil! ,  das 
iiingpn  auf. 


lü-stpilip M.  «75.—. 

(Mehmkt!.) 

l'aterrlffalsraoileH  zur  Thomas'aohrti  RvthcnmaNcliiBr,  aiis^crührt  von 
A.  Burkhard!  in  <^la.'<hiiiti'  i   S.    Kinematische  SammluRB  der  techa.  Hoch- 
schule Berlin- Charlotten  bürg.  Toi-staud  (ich,  lt.  riüfessor  Reuleaux. 
ClreuInrt'iiliMilallnK-Masrhfnc  von  Joseph  Edmondson  ia  Halifax,  Englmid, 
aiisj,fKteUt  von  I'mf,  0.  Henrloi,  City  und  ;;iiilds  of  l/m<l«a  Iiihtilute. 

Mittelst  lloL'Iii^r  Weliii'büi-  wirii  der  MHlti|iIinind  ri's|).  Divisor  aiif  der 
ftutwcicn ,  milMwc-gliuhun ,  haliikri'isföniiigi'ü  Stellplulto  oinROHti'IU .  der 
druhbaru  innere  KreiH  nimmt  f,'lei<;li»'itig  d»H  I'itHlui.t  und  den  Multipli- 
cator  rcsp.  den  Dividenden  und  (JuotiiüitL'ii  auf.  Die  krei-srürinige.  liauart 
ijPKtattct,  ]>do  Ziffer  des  rroduL'tes  (Dividenden)  jeder  Ziffer  der  Stell- 
jilattü  gl 'K"' "'"'''  ■'•"  li'iiigi'n.  wfHlurdi  clas  bi'i  ^eradi'u  Mhsi-Iiitipu  zuneilcn 
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Döthige  ToTsetien  eioer  schoD  eingestellten  Zahl  Tennieden  wird,  sie  er- 
laiibt  ferner  eine  nicht  aufgehende  Division  beliebig  fortzuiietzeii  und 
bietet  noch  andere  Voiteile  dar.    iüt  Hilfe  des  „Äu-sloHcherK'^  liaan  man 


nach  Belieben  alle  ZiSeni  dos  inneren  Kreises,   oder  nur  einen  Teil  der* 
selben,  auf  Nnll  bringen.    Die  Eurtwl  ist  aeitliuh  angebracht 
Preis  M.  500. 

(Mehmke.) 

Ho^ll  tnr  ErlinteniHg  des  Meebanisrnns  der  Edmoadsoii'sehra  Keehes- 

nafiehise.     Ausgestellt  von  Prof.  0.  Henriei ,    City  and  guilds  of  London 
Institate,  London. 

BAttiier'8  Rc<^henmaschine,  D.  R.-P.  Nr.  47243,  ausgestellt  von  der  Firma 
W.  BrOokner  in  Dresden. 


Diese  Bei-heumasthiii  gleicht  uusi>erlioh  der  bekannten  von  Hiomas, 
nimmt  aber  w(  niger  Raum  cm  und  unterscheidet  sich  von  ihr  haupt- 
sachliLh  IQ  folgondeu  liinLton  1  Bei  der  Sublraction  and  Division 
bedarf  ei  Icincr  UmHtouprung  sondern  man  kann  auch  die  Kurbel  rück- 
wkrts  drehoQ    i    auch  der    Quotient    Ij  ist  mit  einer  Toniobtung  eoih 


^ 


'-  l'iteÜTini:. 

.>  >._-■.       -m^vilhi  :  3.  im  „Stellvcrk*'  S  RtC'lx'n  die  Sffem  immt^r  in 
.. ,.    .v>>rB  Uait    3KheiKiiiaudor,    ko  dass  jede  eingestollK  Zahl   un- 
-<~i.'^  UKi--^^-'^  x>-rka  katiD;  4.  daü  ..Lineal"   L   ist  nach  Tora  gc- 
•j.'!.  »»  »•  ■b-cii'.-tit  erleichtert. 

.>«£,:    >i~teili{c U.  32ä.— , 

■i-iteffig M.  4*5,—, 

U-AÜig M.  625.—. 

(Mehtiike.) 

Mia^HMUBttt,BrHUTlra'*  pateotirt,  crfutid«'!)  vonOlIhMr,  hergir^tolU 
1  ftpkai.  Matalit  4  Co-  in  BrauDschn-cig. 

Dk  öne  Zahl  in  die  MaKchine  pinzaführ(>n,  st>^Ilt  mau  diiwlW  mit 
Süt  itr  in  den  Schlit».-ii  dvr  nfhogencu  l)iik|Jatte  bcwcgIk-licD  Helwl 


ein  und  dtvht  liit'rauf  die  Enrlx-l,  wclclio  in  d<-T  Bube  si-Dtri>i.-ht  nach 
unten  atcJit  und  in  dii.wt  StoUniiR  dimJi  •■iiicii  fodeniden  Eingriff  fert- 
gphalten  wird,  oininal  über  vinne  nah  hinten  (im  Sinne  den  oberen 
Pfcilp.s).  Die  Zahl  cixbcint  dann  in  <l<>n  grossen  l.«ch<>rD  des  Ziffor- 
kasten».  Will  man  ein.'  zwoiti-  Ziibl  i'inmal  oder  mehnnolh  m  jenir 
aildiren,  n-sp.  viin  ihr  siibtrahiri'n ,  so  sd'Ut  man  sie  auF  der  Deckplatt« 
ei[i  und  dn-ht  dii-  Kurbel  eb<>tis(i  oft  ini  Siritx-  des  oberen  l>«p.  unteren 
Pti'ile»  h<.-ruin,  daini  findet  siiji  das  Erjii'bnis  wicdi.'r  in  den  grosspii  Ijji.-bt.'ru 
des  ZiffcAastcnH,  in  d«w.-n  kleinen  L&'bi'ni  zugleich  dio  Zahl  der  Dreh- 
ungen  angezei^  n-iril.  Die  Hulti|ilic'atinn  und  Division  eiiedigt  man,  viu 
bei  andern  Reilii-nmaschincn.  dun.b  wii>derbolleM  Addiren  resp.  SuUra- 
liireu;  hei  den  Zcbueni,  Hutidi-rteni  ...  ist  ilann  der  Zifferkasten  um 
1,  2  ...  Stellten  nach  n.'ehl.-i  zu  vei-si.-hielten,  was  untt^r  Niederdriiekr-ji 
des  vorne  angebrachten  Hakens  gi-sehiebt.  Die  Zahlen  iu  den  grossen 
resp.  kleinen  Lilchem  de.s  Zifferkastens  werden  auf  Null  gebrai'ht,  indem 
man  die  Flügclsi'hraulie  auf  der  rei'hleii  resp.  linken  Seife  vnn  vorne 
nach  hinten  dreht.  Dio  Maschine  ist  nur  30  cm  lang,  15  em  breit  und 
13  cm  hof-h. 
Preis  H.  150. 

(Mohmke.) 

ReeheDma.scbiDe  nach  Prof.  Selling,  Uuiv.  M'ürzbut^,',  mnstruirt  vnn  Ihix 

Ott,  Werkstiittc  für  Prikisirmsnicchanlk  in  Münrhen. 

Die  Hascliiiie  verdankt  ihre  Entstehung  der  Absicht,  die  Mängel  der 
Thomas'ticben  ßctchcnmascbine,  —  daü  oinrünnige  Kurbeldreheo  und  die 
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stusswoise  ZehiiPrühcrti'agung  —  EU  umgohon  und  wmyht  sowohl  iii  dor 
Theorie  als  auch  dor  Conirtruction  von  allen  bi«  jotat  vorhauJpiiew 
Keehenraascbinott  wesentlich  ab. 

Sil)  besteht  aus  zwei  getrennten  Mei:liauisnieu,  wolcho  während  des 
ßcuhnouE  abwechselnd  mit  einander  in  Verbindung  gebracht  worden,  und 
zwar  dem  ,.Scherona.vstoni  mit  (Jlaviatur  und  Zahnstangen"  und  dem 
„Zahnradsyoteni  mit  den  ZifTerTadem". 

Zur  HeKtellung  der  Teilproducto  ist  die  Nürnberger  Schere  benützt, 
deren  Kreuzuagspunkte  ihren  Abstand  bekanutlich  proportional  vorändei-u. 


Durch  den  Weg,  welchen  diese  Kreuzungspunkte  (Multiplikand)  zu- 
riitklegen,  wenn  die  Schere  um  einen  gewisnen  Abstand  geöffnet  oder 
geachloBsen  wird  (Multipliratnr)  werden  die  Teilproducto  gebildet  und 
durch  die,  jene  Bewogimg  nufneliniondou  Zahnstangen  auf  die  Eailsysteme 
übertragen.  Zur  Verbindung  der  Zahostaugee  mit  den  hetrefTendon 
Kreuzungspunkten  (Schienen),  d.  h.  zum  Einstellen  des  Multiplikaiidon, 
genügt  ein  Druck  auf  die  Tasten  der  Claviatur. 

Die  Radsystome,  welche  die  Läagsbowcgung  dor  Zahnstangen  aufnehmen 
und  in  eine  rolirende  verwandeln,  bestehen  aus  je  einem  zusammenge- 
hörigen Zahn-  und  Zahienrad  und  sind  sKmtlich  unter  sich  dur<']i  s<)g. 
Planetearilder  (Elemente  von  doppelter  Bewegung)  mit  einander  vejliunden, 
welch   letzlere  die  Zehnerübertragung  vermitteln. 

Entsprechend  dieser  eonlinulriichen  ZehneriibertragUDg  steheu  die 
einzelnen  Ziffern  beim  Ablesen  nicht  genau  am  Indexstrich,  sondern  sind 
bereits  um  sovtele  Zehnte!  vorgerückt,  als  die  nüchstfolgcnde  Ziffer  Ein- 
heiten hat.  Durch  Hochheben  eines  Ringes  wird  diu  Nullstellung  der 
HSdor  vor  Beginn  dor  Hnchuung  bewirkt. 

Durch  die  Vermeidung  von  Federn  und  Ifelieln  Lst  ein  fohlorhaflos 
Functioniren  der  Ma.schine  ausgcsohlossen. 

(M,  Ott.) 
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38      Die  analytische  Maschine  von  Charles  Babbage.    (Nicht  vollendet.)    In 
photogmpliisc.-her  Abbildung   ausgestellt   vom    South    Kensington   üusenm, 

Loudoii. 

Die  Maschine   dient  zur  Berechnung   mathematischer  und  astronomi- 
scher Tabellen.    Sie  liefert  AVorteroihen  beliebiger  Functionen,  indem  sie 
^  deren  Differenzen  reihen  selbständig  bildet  und  addirt.     1823  auf  Kosten 

der  englischen  IxVgicrung  begonnen ,  hatte  sie  bereits  340,000  Mark  ge- 
kostet, als  1833  die  Arbeit  daran  für  immer  eingestellt  wurde.  Sie  hat 
der  Maschine  von  Georg  und  Eduard  Scheutz  zum  Vorbild  gedient 

(Mehmke.) 


li.  Apparat  zur  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

39      Qiiicanxy  zur  Illustration  des  Felllergesetzes,  von  Francis  Galton  F.  H.  S. 

Das  Prineip,  auf  welchem  das  Instrument  !)oruht,  besteht  darin,  dass 
jedes  vun  vielen  Objecten  einer  grossen  Menge  von  kleinen  und  un- 
abhängigen Zufällen  ausgesetzt  wird.  Die  Objecte  sind  hier  fallende 
Schrotkörner  und  die  Zufälle  sind  durch  Reihen  von  Nadeln  bewirkt,  gegen 
welche  die  Körner  fallen  und  gleich  oft  nach  rechts  oder  links  abge- 
lenkt werden.  Einzelne  Körner  können  wieder  und  wieder  nach  derselben 
Seite  abgelenkt  wt^den ;  im  allgemeinen  jedoch  werden  Ablenkungen  nach 
beiden  Seiten  gleich  oft  stattüiuhm. 

Ein  Kasten,  dessen  vordere  Fläche  aus  einer  Glasscheibe  besteht,  hat 
eine  Tiefe  von  ungefähr  5  mm.  Oben  bilden  Oirtonstreifen  einen  Tiichter. 
Unt^>r  der  Öffnung  desselben  sind  Reihen  von  Natloln  senkrecht  in  die 
Rückwand  gestetikt. 

Kine  passende  (Quantität  feinen  Schrotes  liegt  im  Kasten.  Dieser  läuft, 
wenn  der  Kasten  umgestürzt  wird  ,  in  den  am  oberen  Ende 
l)cfindlichen  Behälter  mit  einer  Öffnung  über  dem  Trichter.  Wird  der 
Kasten  wieder  umg(^dieht,  so  fallen  die  Schrotkörner  in  den  Trichter, 
durch  dessen  untere  enge  Öffnung  auf  die  Nadeln  und  in  inti}ressanter 
Weise  durch  diese  abwärts,  bald  rechts,  bald  links  abgelenkt.  Diese 
Nadeln  sind  quicunx-ailig  verteilt,  so  dass  jedes  Schrotkorn  in  jeder 
Reihe  der  Nadeln  eine  trifft.  Beim  llenibfallen  verbreitet  sich  der  Strom 
der  Schrotkörner,  bis  diese  schliesslich  in  den  unten  angebrachten  Fächern 
zui"  Ruhe  gelangen.  Der  Uinriss  der  Schrothaufen  in  diesen  Fächern 
bildet  dann  angenähert  die  bekannte  Fehlercurve  und  reproducirt  sich 
mit  grosser  Tieue  bei  WiedtTholung  des  Expeiiment;?.  Wären  die 
Reihen  der  Nadehi  sehr  zahlreich,  so  wäre  die  Ausbreitung  des  Schrotes 
pro[K)rrional  der  Quadratwurzel  aus  der  Anzahl  der  Reihen;  wol)ei  die 
Ausbreitung  gemessen  wird  durch    den  Abstand    (gleich   dem    doppelten 
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dos  walirschoinli(!hen  Fohlors)  zwischen  donjeni^cn  Vorticalon,  ausserhalb 
welcher  an  jeder  Sr'ito  «»in  Viertel  des  Schrotes  licfjct. 

Eine  zweite  Anordnung  des  Appamtes  illustrirt  das  Gesetz,  wonach 
der  wahrecheinlich«?  Fehler  eines  Systenies,  hervor^aM*ufen  durch  die 
Wirkung  zweier  unabhängiger  Ursachen ,  denen  je  für  sieh  die  wahr- 
scheinlichen Fehler  h  und  k  zukommen,  den  Wert  ]  ii^-f-k*  hat.  Das 
(juiirnox  in  d(T  ersten  Anordnung  wird  durch  eine  auf  halber 
Höhe  angebra<hte  Ixeiho  von  I/<)cheru  in  zwei  Teile  H  und  K  geteilt. 
Denken  wir  uns  nun  diese  Fiieher  zeitweilig  unten  geschlossen.  Der 
durch  TI  fallende  Schrot  wird  dann  in  ihnen  Haufen  bilden,  deren  Höhe 
einem  wahi*scheinlichon  Fehler  h  entspricht.  Wird  jetzt  der  Boden  eines 
dieser  Fächr-r  geöffnet,  so  wird  der  Schrot  durch  K  fidlen  und  in  dem 
unteren  Fächern  eine  Figur  biMen,  die  einem  wahrscheinlichen  Fehler  k 
entspricht.  Dasselbe  tritt  für  jedes  Fa<:h  ein.  Das  Oesamtresultat,  wenn 
alle  oberen  Fächer  geölFnet  werden,  wird  identisch  sein  mit  demjenigen, 
welches  erhalten  würde,  wenn  iler  Schrot  durch  H  und  K  fiele,  ohne 
durch  die  oberen  Fächer  aufgehalten  zu   wenlen,  in   welchem  Falle  der 

wahrscheinliche  Fehler  V  Ir+l^*  «ein  wünle. 

Durch  andere  Variaticmen  des  Apparates  können  andere  Eigenschaften 

des  Fehlergesetzes  illustrirt  wenhm ;  so  die  Identität  des  Kesultates,  wenn 

der  Schrot  durch  H  und  dann  durch  K  fällt,    mit    demjenigen,    wenn   er 

erst  durch  H  und  «lanu  zurüek  dureh  H  bis   zu  »uner  Entfernung  glcieli 

der  Höhe  von  K  fällt.  Dies  würde  zeigen,  dass  \  h*4-k*  gleich  an  wendbar 

ist,  ob  das  System  der  Fehlerqutdlen  aus  der  Sumnie  oder  aus  der  Differenz 

zweier  anderen  zusammengesetzt  ist. 

(F.  (ialton  ) 


Zweiter  Abschnitt,     Algebra,  Functionentheorie. 

C.    Apparate  /air  AuflösuDg  von  Gleichungen   und 
zur  Construetion  functionellcr  Abhängigkeiten. 

40      Apparat  zur  AaflOsung:  Hnearer  GlciehuDgen,  von  Tief.  Veitmann,  I^onn- 
ToppeLsdorf,   ausgeführt   v«»n  Mecjianiker  Wolz    in    Bonn,    Aussteller:    Prof. 

Veltmann. 

So  wie  der  Ap[)arat  hier  ausgeführt  ist,  ist  dtu-selbe  zur  Autlösung 
von  drei  Gleichungen  bestimmt 

Ül)er  einejn  nH-hteckigen  Kasten  CD  FF  habcMi  die  llc-bel  H,,  Hj,  H3 
ihre  Drehpunkte  und  Sdiwerpunkte  in  einer  horizontalen  Linie  A  B  und 
bewegen  sich  in  Ebeiii-n  senkrecht  zu  dieser  Linie.  An  jedem  Hebel  sind 
vier   durch    die  Kreise   angedeutete  Bleeheylinder    von   gbfichem  Durch- 


L  Abteilung. 

itü    ifHQ,  outen  gL»s(?hlo880u,   auf|^(3hängt.     Dio  AufbäDgopuiikte 
-»Lü    utt   <i»Mi  Drehpunkten    der  Hebel    in    gerader  Linie.    Dio 
i-*.i    sii'i  Jdi  j»^leni  Hebel   unterhalb   der  Kreise  mit  den  Nummern 


-  *.. ^ 


0  bis  3  bezeichnet.  Dio  oberhalb  stellenden  Zahlen  bedeuten  die  links 
positiv,  rechts  negativ  zu  nehmenden  Hebelarme.  Dieselben  müssen 
übereinstimmen  mit  den  Coeffic-ieuteii  und  Absolutgliedern  der  aufzulösen- 
den Gleichungen.  Der  Apparat  wäre  also  hier  eing«3stellt  zur  Auflösung 
folgender  Gleichungen : 

—  25  +  20xi  +  llx;ä  +     4x.,  =  0 
1)      +  28  -  16  xi  —  29x2  —  10x3  =  0 

—  20  +  26  xi  —     1  Xo  —     6  X3  =  0 

An  den  Enden  einos  jeden  Hebels  hängt  zur  Tarining  mittels  Ge- 
wichten je  ein«*  (hier  fortgelassene)  Wags<'hale,  deren  Aufhängepunkt  mit 
denjenigen  der  Cylindcr  in  gera<ler  Linie  li«'gt.  Ausserhalb  des  Kastens 
sind  an  der  Wand  C  D  dosselbi^n  ebenfalls  durch  Kreise  auge- 
deutctv,  unten  geschlossene,  oben  offene  vertical  stehende  mit  Masstab 
verseheru;  Glascylinder  b(»festigt.  Je  zwei  glei(^h  nummerirte '  Cylinder 
an  zwei  benachbarten  Hebeln  sind,  wie  dunh  Linien  angedeut»»t  ist,  unter 
sich  sowie  auch  mit  den  Glascylindern  von  gleichen  Nummern  durch 
gläsern«?  Heberröhren  verbunden,  deren  veilicale  Schenkel  bei  horizontaler 
Stellung  der  Hebel  in  die  Cylinder  bis  ungefähr  10  cm  vom  Boden  hinab- 
reichen. J(^  vier  auf  diese  Weise  chirch  Röhren  verbundene  gleich 
nummerirte  Cyhnder  wollen  wir  als  eine  Cylinderkette  bezeichnen.  In 
jeder  der  vier  Cylinderketten  winl  daim,  wenn  eine  Flüssigkeit  in  die- 
selbe gebracht  wird,  diese  wegen  der  Communication  durch  die  Heber- 
röhren in  gleichem  Niveau  stehen.  Die  Röhren  sind  an  einem  (hier 
weggelassenen)  auf  dem  Kasten  stehenden  Holzgestell  befestigt.  Der 
Kasten  wird  so  weit  mit  Wasser  gefüllt,  dass  die  Cylinder  bei  horizontaler 
Stellung  der  Hebel  ungefähr  zur  Hälfte  (»intauchen. 

An  der  Wand  C  I)  des  Kastens  ist  ausserhalb  eine  mit  Teilung  ver- 
sehene Wa8sei*standsröhre    a   angebracht,    welche    mit   dem    Wasser   im 
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Kasten  communicirt.  In  die  Cylinder  wiiil  eino  Flüssigkeit  gebracht, 
deren  specifisches  Gewicht  sieh  zu  dem  des  AVass<.'rs  verhält,  w'm  der 
nassere  Querschnitt  eines  Metallcylindei's  zu  dem  inneren.  Eine  Flüssig- 
keitssiiule  in  dem  Cylinder  (die  H<»b«'rrÖhre  wird  hiebei  nicht  abgerechnet) 
hat  daim  dasselbe  Gewicht,  wie  eine  Wassei-säule  von  gleicher  Höhe 
luid  dem  äusseren  Querschnitt  d(?s  Cyliaders.  Als  Gewichtseinheit  w»'i-do 
eine  derartige  Säule  von  der  Höhe  =  1  cm  angenommen. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ändert  sich  die  am  Aufhüngepunkte 
eines  Cylindei's  angreifende  Kraft  nicht,  wenn  der  Cylinder  mehr  oder 
wenig«?r  tief  eintaucht,  dabei  aber  der  Unterschied  des  inneren  und 
äusseren  Niveaus  constant  bleibt.  Deim  wenn  der  Cylinder  z.  B.  tiefer 
eintaucht,  so  verdrängt  er  eine  höhere  AVassersäule  aus  der  Stelle;  um 
ebenso  viel  hat  aber  auch  die  Höhe  der  Flüssigkeitssäulo  in  dem  Cylinder 
zugenommen.  Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass,  wenn  der  Untei*schied : 
innere  Niveaiihöhe  minus  äussere,  sich  ändert,  die  Kmft  sich  um  eben- 
soviel ändert,  gleichviel  ob  gleichzeitig  die  Tiefe  des  Eintauchens  des 
Cvlindere  eino  andere  wird  oder  nicht. 

Man  bringe  die  Hebel  in  horizontale  Stellung.  Dann  füge  man  in  den 
Gla.scylindem  soviel  Flüssigkeit  zu  oder  nehme  durch  Stechheber  soviel 
weg,  dass  in  allen  Cylinderketten  das  Niveau  mit  dem  im  Kasten  nahezu 
übereinstimmt.  Jetzt  tarire  man  die  Hebel,  sodass  sie  ungeflihr  in  dieser 
Stellung  ins  Gleichgewicht  konunen  und  lese  das  Niveau  in  den  Glas- 
cylindern  sowie  im  Kasten  ab. 

Hierauf  füge  man  in  sämtlichen  Glascylindem  oder  auch  nur  einem 
Teil  derselben  eine  angemessene  Menge  Flüssigkeit  hinzu.  Das  Gleich- 
gewicht wird  hierdurt^h  gestört ;  die  Hebel  entfernen  sich  aus  der  horizon- 
talen Lage  und  zugleich  treten  die  Heberröhren  in  Thätigkeit.  Nach 
einiger  Zeit  stellt  sich  ein  neuer  Gleichgewichtszustand  h«.^,  bei  welchem 
die  Hobel  verschiedene  Neigungen  gegen  den  Horizont  haben  und  die 
FlÜ8.sigkeit  in  den  Cylind(»rn  eines  Hebels  verschied«*n  hoch  steht.  In 
den  C\'lindem  einer  Kette  aber  ist  das  Niveau  wieder  überall  dasselbe 
wegen  der  Communication  durch  die  Heberröhren.  Man  lese  wieth'r  die 
Niveaus  in  den  Glascylindern  sowie  im  Kasten  ab  und  subtrahire  den 
früheren  Überschuss    des   ersteren  über  dem  letzteren  .von  dem  jetzigen. 

Die  Untei'schiede  in  Centimt^tern  seien  resp.  y^,  yi,  y2,  73,  in  den  C>'- 
lindern  0,  1,  2,  3.  Dann  sind  diese  Grössen  die  an  jedem  Hebel  neu  in 
Wirkung  getretenen  Kräfte.  Da  dieselben  an  den  in  der  Figur  angegebenen 
Hebelarmen  angreifend  sich  das  Gleichg(»wicht  halten,  so  genügen  sie 
den  Gleichungen 

-  25yo  +  2()yj  +  lly,  +    Ay,  =  0 
2)           +  28yo  -  IGyi  -  29  y,  -  lOy^  =  0 

-  20  yo  +  2Gy,  -     1  y,  -     (J  y^  =  0 

l'm  also  die  Auflösung  der  gegeben«Mi  Gleichungen  (1)  zu  erhalten, 
ilat  man  nur  zu  setzen: 


=      .  .\j  =      . 

■i:  jiiiaii  sc'iii.     T>ic  F^'hltT  inn;,'^<Mi  f,,  f...  f.. 

-•   A,   4-  f|.  X-  H"  ^"   ^;i  +    T;  ^'"•*-     ^^^^'^'^ 
.1    «'in,  S(i  crliiilt  man 

.    .  *    4  x..)  +  '20  f,  +  11  f,  +    4  fi  =  0 

r'    .  —  10  X;,)  —  li3f,  —  2\)L  -   10  r.  =  0 

:    _  —    G  X;0  +  2«  f,  —     1  fj  —     0  f,  =  0 

^    .    küiiurii    di«?    (.'om.Mtioin'ii   f    ln.'stiniint   wr»r«iiMi. 

_^  i  Gl«Mi:liuugiMi    (3)    mit   dvn   droi    Uii^i'k.imihMi  f 

'. .-.-  \vi«'d«'r  mit    Hilf«»  dos  Apparats   fjjosdiirljt.    J)i«« 

.'     '  kaiiiitffii  sind  dicsclboii    \vi».»   in  dov  Gleichung:  (1); 

:   «/Uiuder   1,   2.   l\   kömicii  als«»   iiiivrräiKkMi;   lilriln-n. 

■   ^iüd   ainlcn*,    iiiimlirh  ^d«M<'li    diMi  Ausdnu-kori  in  d«'n 

i   .  •A'-ii  X,,  Xo,  X;;  clio  i»rlialt<.Murii  NiiluTuiip^wi.'i-ti»  lM.Ml»'iiti'ii. 

-.  :.-   kioiu   si'in,    \\'o\\   <li(>  XälH'nni'rsw'M't«'  x,,  Xj.  Xj.  nahezu 

^-    ^^:It»MiDj:  d«T  UL'icliunp'n  (1)  darstrlli-u.   Man  wird  si»'  etwa 

.  •  ^-.  :■  ut'hmon  nnd  dann  di««  (.Jl(»i«liunp'n  (8)   duroli  Zuriu'kführ- 

i"  ;:i'n«*  (ili»i<'lnin^»'n  in  d«'rs«'llM'n  Wrisr*    mit  Ililfo  dos  Appn- 

-.::.  wii»  voiiior  dio  rdoirhunp'n  (1).     Dii'  t?rlialti.'non  \V«»i1o  ilor 

•I  '■  dann  «dionfalls  10 mal  zu  ;:russ,   müssen    also    duivh  10  divi- 

■iann   zu  d<'n    vorhin    iTlialtfuon    Wortt-n  von  Xj,  x^,  X;.    addirt 

.  ■■.     lliordun-h  i'rhiilt  man  p'nauoro  Worto  dor  x.     I)i<;se  kann  man 

.-  ;N..lln«ii  Wt?iso  hcnutzou,   um  no<;h  ;;,'(.mau»?n'  AVrrü.'  zu  «>rlialtiMi  etc. 

(Veitmann.) 

•i  iluUeU  einos  ApparatcK  zur  Anfltisuiigr  viergrliedriger  (in8bcM)ndere 
> ollst äudlgcr  ciibisclier)  sowie  riinf{?licdrigrcr  Gleichungen.  1881)  vom 
Aussteller  ontworl'i'n.     l*rof.  Mehmke.  tindin.  Hoolisrhul«.»  Darmstadt. 

n«M'  Apparat  ist  aus  iln.-i  parallrlon,  ni«dit  in  einor  Ebono  lii-j^emlon, 
^loiolimiiN>ij:  iiotcilton  Ax«'n  —  >ir  mii<;«'n  die  U-,  V-  und  AV-Axo 
htMsson  —  und  einor  auf  einem  (.■yliinler  m'z«üt;hn«'ten  ruliisolien  Ellipse 
mit  urj.irleichmässigor  T«'ilung  zusammenfresotzt.    Will  mau  dio  Olcicliuuji: 

X-»  -|-  ax-  +  1.x  +(•  =  () 

autlos«Mi .  so  v'M-ltindi't  man  dio  mit  a  rosp.  h  und  e  bt^zifTorten  Punkt«' 
ilor  l'-.  rosp  V-  und  W-Axe  dureh  «'iin*  ElM-n«'.  An  d<'n  Sehnitt- 
punktm  diM>»'ll)i'n  mit  «l«'r  p-nannton  Curv«*  ki'umt'n  «lio  \Vurz«dn  der 
Gli'i'.'liun;:  ab^idfscii  wt-rden. 

IJostimmt  man  die  Lago  ein^^r  venind«Mli<dn'n  El»eno  dun-h  dio  —  von 
den  Nullpunkten  dor  Axon  ;^i'rei;lun'ton  und  mit  liestimmton  Vorzoiohen 
voi>iehonon  —  Abschnitte  u,  v,  w,   widclie  sie  auf  den  Axou  bildet,  su 


4 
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stoUt  eine  lioearo  Gloichung  zwischen  u,  v,  w  einen  Punkt  vor.  Die 
Gleichung  des  mit  der  Ziffer  t  versehenen  Teilpunktes  der  genannten 
cubischon  Ellipse  ist 

ut«  +  vt  +  w  -t-   t^  =  0. 

Zur  Auflösung  einer  viergliodrigen  Gleichung  der  Form 

X»  4-  ax""  -j-  l)x'  +  c  =  0 

benötigt  man  diejenige  eingeteilte  Raumcurvc,  bei  welcher  der  zum 
Werte  t  gehörige  Teilpunkt  die  Gleichung 

ut»  4-  vt'   +  w  +  t"  =  0 

hat.    Um  auf  ähnliche  "Weise  die  fünfgliedrige  Gleichung 

x»  +  ax»  +  bx'  +  ^'x"  +  d  =  0 

aufzulösen,  benützt  man  diejenige  Curvenschar  —  sie  liegt  auf  einer 
Cylinderfläche  mit  zu  den  Axeu  parallelen  Mantellinien  —  bei  welcher 
der  mit  t  bezeichnete  Teilpunkt  der  zum  Parameterwert  X  gehörigen 
Curve  der  Schar  die  Gleichung 

uf"  +  vt«  +  wt"  +  {t°  +  X)==0 

hat.  Man  legt  wieder  durch  die  mit  a  resp.  b  und  c  bezeichneten  Punkte 
der  Axeu  eine  Ebene  und  schneidet  sie  mit  der  zum  Parameterwert  d 
gehörigen  Curve  der  Schar,  dann  lassen  sich  an  den  Schnittpunkten  die 
gesuchten  Wurzeln  ablesen. 

(Mehmke.) 

42      Graphiseh-mechaniseher  Apparat  znr  Anflösnngr  Tiergrüedrigrer  (ins- 
besondere YoUständigrer  cubischer)  Glelchiingren.    1886  vom  Aussteller 

entworfen.     Prof.  Mehmke,  techn.  Hochschule,  Darmstadt. 

Der  Apparat  besteht  aus  einer  Glastafol  mit  einem  auf  der  Unterseite 
eingeritzten  Paar  von  sich  rechtwinklig  kreuzenden  Geraden  und  aus  einer 
Tafel  von  Pergament,  auf  die  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  mit 
gleichmässig  geteilten  Axeu,  sowie  die  Paiabel,  deren  Gleichung  in  diesem 
Systeme  y  =  Jx*  ist,  unverwischbar  gezeichnet  sind.  Behufs  Auflösung 
der  Gleichung 

X»  +  ax*  -f-  bx  +  c  =  0 

zeichnet  man  auf  der  Pergamenttafel  mit  Bleistift  die  zur  Gleichung 
X  =  — a  gehörige  Gerade  G  und  markirt  ferner  den  Punkt  p  mit  den 
Coordinaten  ( — a  -}■  c»  ^)i  legt  das  durchsichtige  Geradenkreuz  auf  und 
bewegt  es  in  der  Weise,  dass  der  Schnittpunkt  seiner  Geraden  beständig 
auf  G  bleibt  und  die  eine  Gerade  immer  durch  p  läuft,  und  zwar  so 
laogo,  bis  die  andere  Gerade  die  Parabel  beiührt.  Dann  lüsst  sich 
am  Schnittpunkt  der  letzteren  Geraden  mit  der  X-Axe  eine  Wurzel  der 


gegebenen  Gleichung  ablesen.    Benützt  iiiao  statt  der  Parabel  die  Cur 
zur  Oliücliuug 


(^r-  L^r 


ao  orgeben  sich  durch  daaaelbe  VorfahreD  die  (a — 2)-tan  Potpozen  v 
den  reellen  Wurioln  der  Gleichung 


TrigBDometer  von  C.  Brean  S.  J.,  Uariascheiii  in  Ungarn,  angefertigt  und 
au!<f[esti:llt  von  der  Falitik  physikalischer  A|)|iarate  von  A.  Krijdl,  Prag. 

Das  TriKononioter  besteht  iu  di-r  Hauptsacha  aus  einer  in  gröBsereni 
Masstab  ausgefülirton  perBpectitriecAen  Projectioa  (A.)  einer  halben  Sugel- 
obcrfläcfae  mit  enginasohigeni  Gradnetz.  Ich  habe  die  steroographiscbe 
Äqaatoreal-Pmjection  dafür  gewählt.  Denn  obgleich  auch  die  ortho- 
graphische, oder  die  globulai-e  [James 'sehe),  oder  unliebe  perspectivische 
Projectionen  verwendet  worden  boiinen,  so  hat  doch  die  Ktereographiaohe 
Kehr  weseatUche  Torzüge,  uarnenthch  die,  das»  sie  nur  Kreislinien  enthält, 
somit  leichter  und  genauer  gezeichnet  werden  kann,  und  dass  die  Linien 
gegen  den  Rand  hin  nicht  so  eng  zusammengedrängt  eraoheinen  wie  bei 
der  orthographischen. 


frier  diosor  Projectioii  liegt,    in  einen   tRtns|>orteur-rörmigen  Rahmen 

(B)  gespannt,    eine    zweite  der  unterou  völlig  gleiche  l'roj>>ction,    welche 
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aber  nur  die  Hälfte  des  Kreises  füllt  und  auf  Pauseleinen  oder  Pause- 
pergainent  in  roter  Farbe  gedruckt  ist,  so  dass  durcb  dieselbe  hindurch 
die  untere  Zeichnung  völlig  scharf  walugenonimen  wird. 

Die  Mittelpunkte  beider  Zeichnungen  sind  in  solider  Weise  durch  eine 
Axo  verbunden.  Die  obere  Zeichnung  kann  somit  auf  der  unteren  con- 
ccntrisch  gedreht  werden,  und  die  Drehung  wird  an  dem  oingoteilton 
liand  mittels  kleiner  Nonicn  abgelesen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  bei  dieser  Anordnung  jeder  Punkt  der  Zeich- 
nung sofort  in  zwei  Systemen  von  Polar-Coordinaten  dargestellt  ei*schoint. 
Die  numoriitou  Parallelkreiso  geben  die  Poldistanz  des  Punktos  an,  und 
die  Meridiane  den  Winkel  am  Pol.  Wenn  also  die  Coordinaton  eines 
Punktes  in  dem  System  der  unteren  Zeichnung  notirt  und  durch  eine 
aufgelegte  Spitze  markirt  werden,  so  gibt  dieselbe  Notirung  gleichzeitig 
in  der  oberen  Zeichnung  die  Coordinaton  in  Bezug  auf  ein  anderes 
System,  welches  gegen  das  erste  unter  einem  beliebigen  Winkel  geneigt 
sein  kann.  Man  kann  aber  die  Autlösung  der  sphärischen  Dreiecke  auf 
eine  Transformation  der  Coordinaton  zurückführen,  und  somit  können  auch 
alle  sphärischen  Dreiecke  mittels  diosor  Vorrichtung  aufgelöst  worden. 

Um  also  ein  sphäiisches  Dreieck,  z.  B.  das  von  Pol,  Zenith  und  Stern 
gebildete  ^PZS  aufzulösen,  wenn  beispielsweise  die  Seite  PZ  (Complo- 
ment  der  Polhöhe),  PS  (Poldistanz)  und  ZS  (Zonithdistanz) ,  also  drei 
Seiten  gegeben  sind,  wird  man  die  oberem  Zeichnung  so  auf  der  unteren 
drehen,  da.ss  der  Winkel  der  beiden  Dun^hmesser  =  PZ  ist  (cf.  Fig.). 
Dann  sucht  man  in  d«r  unteren  Zeichnung  am  Kand  die  Zenithdistanz 
ZS  und  notirt  den  bctrolTenden  Parallelkreis ;  ebenso  in  der  oberen 
Zeichnung  die  Poldistanz  PS  und  notirt  den  zugehörigen  Parallelkreis. 
Dieser  Durchsrhnittspunkt  (S)  ist  der  dritte  Punkt  des  Dreieckes.  Der 
durch  denselben  gehende  Meridian  der  unteren  Zeichnung  gibt  an  dem 
Äquator  derselben  die  Grösse  dos  Winkels  bei  Z  (respective  dessen 
Supplement  Z'  oder  das  Azimuth  dos  Sternes),  und  der  durchgehende 
Meridian  der  oberen  Zeichnung  gibt  an  deren  Äquator  den  Winkel  bei 
P,  d.  h.  den  Stuudenwinkel.  In  ganz  ähnlicher  Weise  kann  .jedes 
sphärische  Dreieck  aufgelöst  werden.  Eine  geringe  Pmxis  reicht  hin,  um 
sich  davon  zu  überzeugen. 

Nur  in  dem  einen  Fall,  weim  die  drei  Winkel  eines  sphärischen 
Dreieckes  gegeben  sind,  reicht  der  Apparat  nicht  aus.  Dieser  Fall  kommt 
übrigens  in  der  Praxis  violloicht  nie  vor.  Nötigonfixlls  kann  man  aber 
auch  dann  sehr  leicht  zum  Zi«d  konimen,  wenn  man  statt  des  vorliegenden 
Dreieckes  das  zugohönge  Polar- Dreieck  auflöst. 

Die  Operationen  gehen  b(»i  einiger  Übung  sehr  rasch  von  Statten 
und  gegtMiübcr  der  Rechnung  kann  damit  eine  sehr  grosse  Zeitei^sparnis 
erzielt  werden.  Die  mittlere  Genauigkeit  betnigt  bei  sorgfältiger  Ablesung 
fünf  Minuten.     (Aus  den  „Math,  naturwissonsch.  Ber.  aus  Ungarn''). 

(P.  Braun.) 
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44      Vier  verschiedeno  Abacns  von  Maurice  d'Ocagne,  ingeuieur  des  ponts 
et  chaussees,  Paris. 

Ein  Abacus  oder  eine  grapliisclio  Rechentabelle  setzt  sich  aus  einer 
Vereinigung  geonietrisdier,  mit  Zahlen  bezeichneter  Elemente  (Punkte, 
Gerade  oder  Curven)  zusammen,  wehihe  ein  mathematisches  Gesetz 
zwischen  melii-ereii  Variab«»ln  darstellt, 'wobei  jedem  System  von  Zalilen 
die  aufeinanderfolgenden  Werte  einer  Variabein  entsprechen. 

Herr  M.  d'Ocagne  hat  neuerdings  eine  allgemeine  Theorie  der  Abacus 
begründet  und  sie  in  seinem  Buche :  ,,Nomograpliie.  I^s  calculs  usuels 
effectues  au  moyeli  des  aba<iues*',  Paris,  Gauthier- Villars  1891,  ver- 
öffentlicht. 

Unter  den  Methoden,  welche  er  aus  der  allgemeinen  Theorie  ableitet, 
ist  jene  der  „isoplethen  Punkte*',  in  Kapitel  IV — VI  des  genannten 
Werkes  enthalten,  sein  speciclles  geistiges  Eigentum. 

Die  hier  ausgestellten  Abacus  sind  Anwendungen  dieser  Methode. 
Man  hat  dabei  durch  die  Daten  der  betreffenden  Aufgabe  auf  dem  Abacus 
eine  Gerade  bestimmt,  deren  Schnitt  mit  einer  geteilten  Scala  die  ge- 
suchte Unbekannt!?  ergibt.  Diese  Abacus  sind  klarer,  bequemer  zu  hand- 
hal)en  und  leichter  genau  zu  intcrpoliron,  als  die  Abacus  der  isoplethen 
Geladen,  aus  denen  sie  dualistisch  abgeleitet  sind.  Ausserdem  gestatten 
sie  einen  mehr  als  doppeltcui  Eingang  (Abacus  3  und  4). 

T"m  auf  dem  Abacus  Gerade  zu  ziehen,  kann  man  sich  eines  IJneals 
oder  eines  feinen  Stiiches  auf  durchsichtigem  Träger  bedienen.  Am  be- 
quemsten ist  es  aber,  einen  dünnen  Faden  zwischen  den  Punkten  zu 
sj)annon,  welche  den  Daten  entsprechen. 

Bezüglich  der  näheren  Ausführungen  vergleiche  man  die  auf  den 
einzelnen  Abacus  angebrachte  Gtd)rauchsau Weisung,  sowie  die  Ent- 
wickelungon  in  Kapitel  IV— VI  (Fig.  28,  ti9,  34  Tafel  Vlll)  des  ge- 
nannten Werkes. 

1)  Abacus  zur  Berechnung  der  Neigung  der  Stützmauer 
einer  horizontalen  Terrasse. 

Mati  habe  das  re<'hteckige  Profil  ABCI)  der  Stützmauer  berechnet. 
Dieselbe  soll  durch  eiiu»  nach  innen  geneigte  BMNC  ei"setzt  werden.  Es 
sei  p  das  Verhältnis  der  (jowiclite  gleicher  Volumina  Erde  und  Mauer- 
werk; 1  =  BM  :  BA;  h  =  AP  :  AD,  dann  mass  zur  Erzielung  gleicher 
Stabilität  die  Bedingung: 

(1  +  1)  h»  +  1  (1  +  p)  h  -  >  (1-1)  (l-2p)  =  0 

erfüllt  sein. 

Diese  Bedingung  wiixl  durch  einen  Abacus  mit  3  parabolisch  ge- 
krümmten Scalen  für  1,  p  und  h  ausgediückt.  Nimmt  man  p  und  1  als 
gegeben   an,    so    braucht   man    nur    die    entsprechenden  Punkte  der  be- 
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treffenden  Scal«'n  mit  einer  Ofradeu  (Fad«*ii)  zu  vorbindon,  dann  schneidet 
diese  die  Scala  der  h  in  dem  g«'su(?ht<'n  Worte  h. 


M    A 


2)  Abaeus  zur  Berci-hn  uiig  des  Verhältnisses  k  der  Profile 

der  j;;eraden  und  der  schiefen  Stütz- 
niau»'r  (ho  zw.  zur  Auffindun;;  der 
Stützmauer  vom  kleinsten  Flächen- 
inhalt des  Profiles). 

Hat  man  zu  einem  gogel)enen  W(?rtepaar 
p,  l  mittels  des  ei-sten  Abaeus  h  gefunden, 
so  lässt  sich  mit  diesem  zweiton  Abaeus  in 
ganz  analoger  Weise  das  Verhältnis: 

.         Inhalt    ABCI)        «»    _.    i         o  ii 
^  =  T~r  iTlübrVM   =  2h    +  l  —  2  hl 

Inlialt  Mm.N 
/^  X       bereeluHM),    welches  mögliebst  gross  wenh'u 
soll. 


3)  Abaeus  der  sphärischen  Distanzen. 

X  und  X'  seien  die  geographischen  Breiten  zweier  Oiie  auf  der  Erde, 
L  ihr  Ijingcnuntei"sehied.  Die  sphHiischo  Distanz  cp  lilsst  sich  dann  durch 
die  Formel: 

2  (?os  9  =  (1  -|-  cos  L)  cos  (X— X')  —  (1  —  cos  L)  cos  (X  +  X') 

ausdrücken. 

Zur  Berechnung  dtM-sclbcn  mittels  des  Abaeus  bilde  mau  X  +  X'  und 
X  —  X',  8u<he  ei-steren  AVei*t  am  linken,  letzteren  am  reehtt^n  Rande 
auf  und  verbinde  die  l>otrclVcndeu  Tunkte  durch  einen  Faden.  Dieser 
weixle  von  der  Senkrccliten,  die  dem  Werte  von  L  an  der  oberen  S<*ala 
ent.**prich t^,  im  Punkte  P  geschnitten,  (leht  man  von  P  in  einer  Hori- 
zontalen an  den  rechten  Ii;ind,  so  liest  man  dort  die  gesuchte  Distanz  9  ab. 

4)  Abaeus  für  die  Aufli'»sung  der  allgemeinen  cubischen 
Gleichung: 

z'*  -f    nz*  -|-  pz   -f  q  —  0. 

Die  Scalen  für  j)  und  «i  sind  am  linken  und  rechten  Rande  des  Abaeus. 
Man  verliindet  die  entsprechenden  Punkte  dun*h  eine  Gerade,  sucht  ihre 
Sc^linitte  mit  derCurve,  die  dem  Werten  entspricht  und  geht  von  diesen 
Punkten  in  einer  Verticah'U  zur  horizontalliegenden  S<'ala  d(»r  z  in  der 
Mitte  des  Al)acus  über,  wo  man  die  jjositiven  Wurzehi  ablesen  kann. 
Die  negativen  l»erechnen  sieh  aus  der  Gleichung: 

•/?  —  nz'  +  pz  —  q  =;  0. 

(M.  d'Ocagne,  Finster  walder.) 
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Trace*CoDi|iDter,  Ai»pttrat  zum  Auftra^on  toq  Cnrien,  deren  Or- 
diuaten  gerebeoe  Functlouen  sewoler  anderer  CnrTen  sind,  von 
F.  Gallon,   F.  K.  S.  Loiulun,  »usfiienUirt  von  BflOk,  LoDdoii. 


Das    Inst r  11  IUP  11 1,    gpgeuwärti);    zum    Kiilwerrrti    nuii    Piiukliren    der 
Duiup{gpaiiiiuug8cu[ve  ans  den  FiitNpiedieiKlen  Ourvpti  it er  Therm oiu«l«r 
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mit  trookencT  und  feurhtor  Kn^ol  btMiiitzt,  kann  zu  ühnliclien  Zwecken 
aller  Art  verwendet  werden,  wenn  man  nur  geeiijnete  modellirte  Tafeln 
fertigen  liwst.  Man  kann  dasselbe  zum  Entwerfen  und  I*uuktiren  einer 
Curve  benutzen,  deren  Ordinalen  jire«j;el)ene  Funotionen  der  Ordinaten 
zweier  beliebiger  anderer  Curven  sind,  während  alle  drei  gemeinsame 
Abscissen  haben. 

Die  Maschine  besteht  aus  drei  Teilen. 

Der  erste  Teil  ist  ein  auf  Sehienen  beweglicher  Wagen  K  (nur  in 
der  ersten  Figur  sichtbar);  die  Bewegung  desselben  wird  durch  Drehen 
der  untersten  von  den  drei  rechts  unt.en  in  der  Zeichnung  befindlichen 
Scheiben  regulirt.  Die  Axe  derselben  ist  mit  einem  Getriebe  versehen, 
welches  in  eine  Zahnstange,  die  am  Wagen  befestigt  ist,  eingreift.  An 
derselben  Axe  ist  noch  eine  zweite  Scheibe  angebracht,  in  der  Figur 
mit  K  bezeichnet.  Diese  Scheibe  i>'t  mit  Nutheu  versehen,  in  welche 
eine  schwache  Feder  als  Sperrhaken  einfallen  kann,  damit  man  den 
Wagen  um  bestimmte  kleine  Strecken  fortbewegen  kann.  Auf  dem  Wagen  K 
ist  ein  Gestell  angebracht,  welches  auf  demselben  auf  und  ab  gleitet, 
wenn  man  den  mit  V  bezeichneten  Seh  rauben  köpf  (rechts  vom  Wagen) 
umdreht.  Dieses  Gestell  hat  Klemmen  p,  p  und  ist  noch  sonst  passend 
arrangirt,  um  eine  Reihe  von  5  Zinktafeln  festzuhalten,  die  mit  P  be- 
zeichnet sind,  und  in  welche  die  Curven  des  trockenen  und  feuchten 
Thermometers  zuvor  mit  dem  von  mir  erfundenen  (Report  1871  p.  31) 
Pnutagraphen  (siehe  pag.  232  dieses  ICataloges)  eingeritzt  wurden.  An  dem 
Wagen  ist  vertical  ein  Rahmenwerk  F  parallel  zur  Vorderseite  des  In- 
struments an  zwei  Ständern  angebracht  (der  äussere  ist  in  der  Figur  mit 
L  bezeichnet).  In  das  Rahmenwerk  ist  eine  lange  Zinkplattc  Q  einge- 
schoben, dazu  bestimmt,  die  von  der  Maschine  punktirte  Curve  aufzu- 
nehmen. Diese  Platte  ist  nur  zum  Teil  in  der  Figur  ausgeführt,  um  den 
dahinter  liegenden  Meehanisnnis  nicht  zu  verdecken.  Es  bewegen  sich 
nun  die  Platte  mit  der  Dampf-^pannmigscurve  und  diejenige  mit  den 
beiden  thermomctrischen  Curven  miteinander,  so  zwar,  dass  alle  drei, 
wenn  sie  durch  eine  zu  den  Seiten  des  Apiuiratos  parallele  Verticalebene 
geschnitten  werden,  Ordinaten  ergeben,  die  zu  gleichen  Abscisscn  gehören, 
und  zwar  befindet  sich  speciell  die  Lage  der  Fadenkreuze  des  Mikroskopes 
M,  das  auf  die  Curve  des  trockenen  Thernmnieters  gerichtet  ist,  und  des 
MikroskropesN,  das  auf  die  Curve  des  feuchten  Thermometers  gerichtet 
ist,  mit  dem  Stift  R,  der  die  Dampt.spannungs(  urve  punktirt,  immer  in 
derselben  Verticalebene,  parallel  zu  den  Seiten  des  Apparates.  Der 
zweite  Teil  des  Instrumentes,  bezüglich  dessen  man  Fig.  2  vergleichen 
möge,  besteht  aus  einer  Tafel  T  mit  gekrümmter  Oberfiäche,  die  gleich- 
falls wieder  auf  einem  Wagen  seitli<rh  verschoben  werden  kann,  während 
dieser  selbst  senkrecht  dazu  auf  Schienen  beweglich  ist.  Der  AVagen  ist 
T  förmig,  an  seinem  Vorsprung  nach  vorne  befindet  sich  eine  Schraube 
m,    durch    deren  Drehung  der  Wagen    sich    auf  den  Schienen  vor-  und 
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röckwürU  bewegt.  Das  Mikroakop  M,  weluheH  Buf  dj«  CoTve  dea 
trockenen  Tliermuinetern  eiugestellt  ist  (dasselbe  l>eeitit  eine  SchlittcD- 
vorrivhlung,  die  mnu  vor  dem  Begiun  der  Operation  eiuatellt),  ist  an 
dem  VorBpruiige  befestigt  und  nimmt  deshalb  an  den  Hin-  nnd  Her- 
Beweguutfen  der  Tafel  T  teil.  Kurz  die  Kewegacg  der  Tafel  in  der  Y- 
RicbtuDg  entapritht  der  Ordinate  der  Curie  des  trockenen  Tbenuo- 
meters  aad  einer  Abseisse,   die  ninn  erbüll,    wenn   die  Curve  durch  die 
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obeu  angedeutete  Vertioalebene  gesehnitfeii  wird.  Ferner  befindet  sich 
an  demselben  VorsprnDge  uooh  etile  iinilere  Schraube  n,  welche  zweier- 
lei Veriithlungen  bat.  Erstens  schiebt  sie  üiis  auf  die  Curve  des 
feuibtrn  Thermomelcrs  gerichtete  Mikruskop  hin  und  her  und  zweitens 
bewirkt  sie  durch  ein  Getriebe  Rin  Ende  ihrer  A.te,  welches  in  eine 
Ziihuslange  eingreift,  die  mit  der  Tafel  T  in  fester  Verbindung  steht, 
daes  letztere  anf  dem  Wa;;en  in  einer  X-Kichlnng  gleitet.  Kurs,  die 
Bewegung    der  Tafel    in    der  X-Kichtung    eut«pricbt    der   Ordinale    der 
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Carve  des  feuchten  Thermometers,  genaa  wie  die  Bewegung  der  Tafel 
in  der  Y-Kichtung  der  Ordinate  der  Curve  des  trockenen  Thermometers 
fär  dieselbe  Al>8ci88e  entsprach. 

Die  Tufel  T  ist  eine  kramme  Oberfläche,  die  sich  ans  den  Tabellen 
nber  Dampfspannung  ergibt:  Angenommen  ihre  rechte  und  linke  Seite 
(Y-Richtung)  würe  nach  Temperaturgraden  von  17^  bis  93^  geteilt  und 
ihre  Vorder-  nnd  Hinterseite  (X-Richtung)  nach  den  gewöhnlichen 
Differenzen  zwischen  den  Temperaturen  der  feuchten  und  trockenen 
Kngel  d.  h.  von  0®  bis  23^,  so  ist  die  Höhe  z  eines  Iteliebigen  Punktes 
der  Fläche,  der  zu  den  Ordinateu  x,  y  gehört,  den  Tabellen  werten  über 
Dampfspannung  proportional  gemacht  worden,  die  der  Temperatur  y° 
des  trockenen  Thermometers  und  dem  Überschuss  von  x^  des  trockenen 
über  das  feuchte  entsprechen.  Die  mechanische  Ausführung  einer  ge- 
eigneten Tafel  fQr  eine  beliebige  Function  von  zwei  Variabein  ist  bei 
der  vortrefflichen  Einrichtung  unserer  Mechaniker  ersten  Ranges  weder 
schwierig  noch  teuer.  Es  werden  circa  400  Locher  mit  einem  genau 
geteilten  Bohrer  eingebohrt  bis  zu  einer  Tiefe,  welche  den  Tabellen  werten 
entspricht  und  die  Fläche  zwischen  denselben  wird  weggefeilt  und  ge- 
glättet. Die  Punkte,  welche  zwischen  den  wirklich  gemessenen  liegen, 
werden  also  thatsächlich  graphisch  interpolirt.  Es  war  Gelegenheit,  für 
dieses  Instrument  zwei  Tafeln  anzufertigen;  beide  wurden  sorgfältig 
geprüft  und  ausserordentlich  genau  befunden*);  trotzdem  kosteten  sie 
nicht  mehr  als  120  Mark  das  Stück. 

Der  dritte  Teil  des  Apparates  ist  oben  in  Fignr  2  deutlich  zu  sehen. 
Er  liesteht  aus  einem  Griffel  Z  mit  einem  Gegengewichte  W,  der  ver- 
tical  nnd  mit  geringem  Dnicke  auf  der  Tafel  stehen  kann.  Der  Griffel 
trägt  oben  ein  horizontales  Rohr,  in  welchem  ein  Stift  R  gleitet.  Auf 
diesen  schlägt,  so  oft  es  nötig  ist,  ein  Hammer  H,  der,  mit  dem  Fusse 
in  Bewegung  gesetzt,  den  iu  Figur  1  pnnktirt  gezeichneten  Bogen  be- 
schreibt;  der  Stift  selbst  puuktirt  auf  der  Platte  G  eine  Curve,  deren 
Ordinateu  sich  wie  die  Höheu  der  Tafel  ändern,  welche  durch  den 
aufsitzenden  Griffel  iu  dem  Momente,  in  welchem  der  Hammer  auf- 
schlägt, markirt  werden. 

Die  Wirkungsweise  des  Instrumentes  ist  nun  leicht  zu  übersehen: 
Der  Wagen  läuft  eine  kurze  Strecke,  dann  werden  die  Schrauben  in 
und  n  gedreht,  bis  die  Fadenkreuze  der  Mikroskope  M  und  N  auf  den 
zugehörigen  Cnrven  stehen  und  schliesslich  veraulasst  ein  Druck  des 
Fnsses  den  Stift,  einen  Punkt  einzustossen.  Das  ist  der  ganze  Vor- 
gang; der  eben  erwähute  Sperrhakeu  Fegulirt  die  Bewegung  derartig, 
dass  die  markirten  Punkte  halbstündigen  Intervallen  entsprechen,   was 


*)  Siehe  Report  1871,  pag.  30  wegen  Beschreibung  der  Prüfung  der  ersten 
Tafel.  Diese  Tafel  wurde  verworfen,  weil  man  die  absolute  Scala,  nach  der  sie 
construirt  war,  ungeeignet  fand.  Sie  wurde  durch  die  jetzt  im  Gebrauche  be- 
findliche, ebenso  genaue  ersetzt. 
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für  den  vorliegendeu  Fall  als  das  zweckinässigsie  sich  ergeben  hat.  So 
entsteht  ra»ch  eine  Pnnktrcihc,  welche  durch  Graviruug  verbunden  die 
Original-Ziukplalte  gibt,  deren  Zeichnung  mit  Wagner^s  Pantagraph 
auf  die  Kupferplatten  des  „Quarterly  Weutber  Report"  übertragen  wird. 
Von  kleineren  Details  des  Apparates  seien  noch  einige  wichtigere 
Punkte  hier  erwähnt.  Es  kann  der  Rahmen  F  die  Platte  Q  in  ver- 
schiedenen Höhen  festhalten,  so  dass  eine  Anzahl  von  Curven  unter 
einander  punktirt  werden  können.  Auf  diese  Weise  enthält  jede 
einzelne  Platte  Q  unserer  sieben  Stationen  die  Dampfspaunungscurven 
der  eingeführten  fünftägigen  Periode.  Ferner  ist  es  mitunter  wünschens- 
wert, das  Instrument  für  andere  Curven  zu  verwenden,  bei  denen  z.  B. 
X  und  y  durch  x  —  w  und  y  —  w  ersetzt  wird ,  wo  w  selbst  variabel 
ist.  Für  diesen  Fall  ist  noch  vorne  am  Wagen  ein  Schlitten  u  ange- 
bracht, an  dem  man  einen  Zeiger  in  derselben  Verticalebene  mit  dem 
Stift  und  der  Luge  der  Ftideukreuze  der  beiden  Mikroskope  anbringen 
und  einstellen  kann.  Angenommen,  es  wäre  z.  B.  die  Neigung  der 
barometrischen  Ebene  durch  drei  Stationen  gegen  den  Horizont  darzu- 
stellen; dann  müssten  drei  Reihen  von  Zinkplatten  (jede  Reihe  für  eine 
Station)  übereinander  gelegt  werden.  Die  Mikroskope  M  und  N  und 
der  Zeiger  müssten  einzeln  auf  die  zuverlässigen  Linien  in  jeder  dieser 
Reihen  eingestellt  werden ;  dann  wären  für  jede  folgende  Stellung  des 
Wagens  drei  Operationen  erforderlich:  erstens  mÜ8i«te  die  Schraube 
(ganz  rechts  in  Figur  1)  gedreht  werden,  bis  das  Gestell  mit  allen 
Platten  sich  so  bewegt,  dass  die  Curve  in  der  untersten  Reihe  unter 
den  Zeiger  zu  stehen  kommt;  dann  sind  M  und  N  bezüglich  auf  die 
Curven  der  oberen  und  mittleren  Plattenreihe  einzustellen  nud  schliess- 
lich ist  die  Punktirung  wie  zuvor  auszuführen. 

(F.  Galton,  aus  dem  Report  of  the  meteorological  comittee 

R.  Soc.  London.  1871.) 
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46      Geometrische    Darstellung    der    Diäcriniinauteu    der    Gleichungen 
dritten  nnd  Tiertcn  Grades,   von  Gymnasiallehrer  G.  Kerschensteiner 

in  Schweinfurt. 

Die  Gleichung  dritten  Grades: 

G3  ee:  x»  +  3ax*   +  3bx  +  c  =  o 
hat  als  Discriminante  den  Ausdruck 

A3  =  c*  —  3a«b'»  -f  4a^c  +  4b'  -  6abc. 
Deutet  man  a,  b,  c  als  Coordinaten,  so  stellt  A3  =  o  eine  Hache  vierten 
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Dh  die  vorcelcgle  Gleichung  eiue  Gldeliung  iillKemtitii 
Art  ist,  HO  kiiau  Hie  nieht  nur  eine  Doppel w ii nsel ,  soiiiU'rll  iiucli  ein 
dreifuclie  Wuixvl  beiiHxen.  Alle  Werte  von  u,  b,  c,  IBr  weiche  (i-^  = 
eine  dreifauhe  Wnrzel  bat,  genügen  den  Gleicbungen 

wovon  man  sieb  □nmittelluir  durch  Subatitntion  dieser  Werte  in  Oj  ^ 
imiuirt  man   ans  dieeon  :i  Gleichungen    die  Gröme  K   t 

!  beiden  Cyliuder 


Graden  dar 


überzeugt. 

erhalt  lunu 


deren  einer  eine  gewfibnliclii',  deren  nnilerer  eine  A'd/'xcbe  Pnnibel  nln 
Leitcnrre  besitzt.  Die  i-UnnilicIiR  Cnrve,  nudi  welcber  sich  üiese  lieiden 
Cylinder  achneideu,  liegt  notwendig  auf  drr  Flüche  Aj  ^  o,  und  da 
die  Gleichung  ffir  die  Cooidinnleu  (lieber  Curve  eine  dreifache  Wnrzel 
hnt,  M>  miiss  dieselbe  eine  Uilckkebrknnie  der  FlÜi^he  nein,  Wir  können 
die  Gleichung  A3  =  o  in  der  Tbut  leicbt  nur  eiue  Form  biingon,  hu 
dnss  diese  Figeuschnll  der  Fläche,  eine  HiU'kkehrknnte  zu  liesiliwn,  nn- 
nult«lbar  zum  Ausdruck  kommt.  Ordnet  ninn  iiiimlicli  1^  ^=  o  mich 
Potenzen  von  c: 

c"  -I-  2c  (2a»  — 3nl.)  -  3a«b'  — 4b» 
und  ergänzt  die  liuke  Reite  zum  vollen  Qnadrat,    so  kommt  als  neuer 
Ausdruck  der  Di 8criniinanl«n fläche: 

i.'l  S  [0  +  a(2.'-3l,)]>  +  4  (b-a'C  -  D 


Die  DisLURsioo  der  Flache  Bellwt  bietet  nunmehr  keiue  Schirierigkeiteu. 
Fig.  1  stellt  das  /niHfheii  a  ^  b  i^  c  =  +  const-  liegende  Slllck 
derselben  dar      Die  Mtithe  t^ill  den  ganzen  Kimm  in  2  Kännie  Kj   und 

•)  Man  beneble,  dai«.  c  +  a  (2  a'  — 3  hl  der  Coefficieut  von  x»  in  der  Co- 
Variante  Q,  h  —  a*  der  Coefflcient  von  x'  in  der  .ffcise 'sehen  Covariaule  H  iht: 
im  Falle  eben  Gj  ~  [x  —  X)*  ist,  verschwindeD  sowohl  Q  als  H  idenliscb. 
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Rii ,  und  für  alle  Puukte  des  Kantnes  Ki  besitzt  die  Gleichung  63  =  0 
eine,  für  die  Punkte  des  Raumes  Rh  drei  reelle  Warzelu,  und  zwar  ist 
im  Räume  Ri   der  Ausdruck  A^  =  positiv,  in  Ru  diigegen  negativ. 

Die  Gleiehnng  vierten  Grades  besitzt  vier  Constant«.  Um  also  deren 
Discriminaute  geometrisch  deuteu  zu  können,  wird  man  sie  vorher  so 
transformiren  müssen,  dass  eine  derselben  einen  bestimmten  Wert  an- 
nimmt.    Für  gewöhnlich  transformirt  man  sie  so,  dass  sie  in  die  Uaupt- 

gleichnng : 

G4  i^  X*  +  6ax*  +  4bx  +  c  =  o 

übergeht.  Die  Discriminaute  dieser  Gleichung  hat  Kronecker  bereits 
vor  30  Jahren  behufs  Untersuchung  der  Realität  der  Wurzeln  geo- 
metrisch discutirt.  Ich  will  im  Folgenden  die  Discussion  der  Dis- 
crimiuantentläche  selbständig  kurz  skizziren.  Bekanntlich  setzt  sich 
die  Discriminaute  einer  Gleichung  G4  aus  den  )>eiden  Invarianten  i  und  j 
der  Form  G4  in  der  Weise  zusammen: 

A4  =  i»  —  27  j» 
In  den  Grössen  a,  b,  c  ausgedrückt,  erhält  man: 

A4  -^  (c  4-  3a)»  —  27  (ac  —  a»  -  b«)« 
Aus  dieser  Form  erkennt  mau,  dass  die  Fläche  A^  =  o  eine  Rückkehr- 
kante besitzt,  welche  sich  als  Schnitt  der  beiden  Cylinder 

c  -f-  3  a'  ^=  o  (Gewöhnliche  Parabel) 
b*  +  4  a»  =  o  (Neil'sche  Parabel) 
in  ihrem  räumlichen  Verlauf  leicht  verfolgen  lässt.  Da  aber  G4  =  o 
auch  zwei  Paar  gleiche  Wurzeln  besitzen  kann,  so  muss  die  Discrimi- 
nanteutläche  auch  eiue  Doppelcurve  haben,  in  welcher  sich  die  Fläche 
selbst  durchsetzt.  In  der  That,  entwickelt  man  in  A4  =  o  die  beiden 
Potenzen,   so  redncirt  sich  die  Gleichung   der  .Discriminantenfläche  auf 

A^  e:^  c  (c  —  Oa^«  —  27 h»  (b*  —  2ac  +  2a»)  =  o 
Daraus  ist  ersichtlich,  dass  die  Fläche  G4  in  der  Ebene  b  =  o  die 
Parabel  c  —  9  a*  =  o  zur  Doppelcurve  hat.  Während  nun  aber  eine 
Rückkehrkante  niemals  isolirt  verlaufen  kann,  ist  das  bei  einer  Doppel- 
curve sehr  wohl  möglich,  und  man  hat  nun  zu  untersuchen,  inwieweit 
aut  dieser  Doppelcurve  die  Fläche  sich  wirklich  selbst  durchsetzt.  Setzt 
man  daher  in  der  zuletzt  cihaltenen  Darstellung  von  A4: 

b  =  (b  +  ß)b  =  o 

c   =  (c  +  7)0  =  9a« 
WO  ß  und  Y  unendlich  kleine  Grössen  sind,    vernachlässigt  alle  Glieder, 
die    höhere  als  zweite  Potenzen    von   ß  und  y    zu  Factoren    haben,    so 
erhält  man  nach  geeigneter  Reduction 

Daraus  folgt,  dass  nur  für  negative  a  zwei  reelle  Fortschrei tungs- 
richtuugen  existiren,  dass  also  für  positive  a  die  Doppelcurve  c  —  9  a'  =  o 
isolirt  verläuft. 
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Weitere  siugulÄre  Curvsn  besitzt  die  Fiäche  uiebt,  da  Gj  =  o  nur 
i]anii  eioe  viitrfache  Wunel  besitzt,  weun  a  =  b  ■■  c  ^  o. 

Auf  Grund  <Ier  HO  eiiuiiti-lf«L  EigeoRcharteu  der  t'ldi'lie  ist  die 
weitere  DiscuwioD  deraelbeii  sehr  eiDfach.  Fig.  2  stellt  das  zwischen 
den  Elieoeo  a  =  b  —  i-  ^  +  i-oust,  lie);eiide  Stück  deraelben  dar. 
Die  Flüche  teill  den  Itaiini  in  3  KAume   Ri   Rh   Kiii>  für  deren  Punkte 


die  Gleit'huug  U^  =  o  der  Reihe  nach :  0,  Ü,  i  reelle  Wurzeln  besitzt. 
Mac  kann  durch  einfiiche  VtiTzeiehencombinationen  der  Ansdrncke  A4, 
it  Dnd  P  :=  c  —  9  a'  ilic  ilrei  Rliame  auch  algebraisch  deflDirea.  Man 
hat  n&mlich : 

Raum      rmlleW.       A     1  a 


Ungleich  schwieriger  wiri 
weun  man  nicht  rtie  oben 
sonilern  die   Gleichung 

In  ilieseiu  Falle  «i 
A'.  ^  (1  —  4  sc 
Dieser  Ausdruck  li 
gestattet  aber  keil» 
Verlauf  derselben, 


jicirendi 
filiminntion 


Cylin 


I  — ,  und  auch  H^  — 

die  DiKcnssion  der  DiscrimiDantenflttche, 
irniitzte  Hauptgleichung  zu  Qriiude  legt, 

nx'  -)-  6bx'  +  4cx   +   1   =  o 

Gleii'hung  dersellwii ; 

")'-27(b+  2abc  — b'-c*— a*)'=  o 

ar  die  Kxistenü  der  Rückkebrkaute  erkeuDen, 

a  priori  elDe  Vorstellung  von  dem  räumlichen 

s  im   vomusgehenilen    Falle    die    beiden   pro- 


er   |£*-'"'ahrlen. 
ilcr  Coordinatcu  a 
tnausführbor  iM,   1 


inu  sich  nun,  da  die  ralionkle 
1  den  Gleichungen  i  ^  o,  j  ™  o 
lei»   siilchen  Cylinder   in  folgender 
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Weise  verschaffen.  Wenn  die  Gleichung  G'4  ^  o  die  dreifache  Wurzel  X, 
die  einfache  Wurzel  p.  besitzt,  so  müssen  die  Beziehungen  bestehen : 

—  4a 
2b 
-4c 
1 


3>.  +  ^ 

).»     4-    'A|t 

X»   -f  3>.> 

/.^|iL 

oder  nach  Elimination 

von  \l: 

1} 

3).  +    \    +  4  a 

2) 

>.-  +  .\   —  2b 

3; 

/3  +   !^-    +  4c 

o 


o 


Aus  2)  folgt:  >.  =  +  Yh  +Yh*  —l 

Die  vier  Ausdrücke,  welche  man  erhält,  wenn  man  diese  Werte  von  X 
etwa  in  Gleichung  3  einfuhrt,  müssen  identisch  verschwinden.  Also 
auch  das  Product  dieser  Ausdrücke,  nämlich 

o  -■■■:  II (X*+CcX+3)  -  II  [(+ r  b  +  V  b^l)*  +4c(4-y  b  ±  Vh^^Vj  +  3] 
Dies  liefert,  den  projicirenden  Cylinder: 

P      (4c2— b(l)«  +  3))*  — (b*  — 1)^  =  0, 

welcher  sehr  leicht  zu  discutireu  ist.  da  diese  Gleichung  sich  nach  c 
bequem  auflösen  lässt.  Sie  stellt  zwei,  )>ezügiich  c  s^'mmetrisch  gelegene 
Schnatielspitzen  dar. 

Um  nun  zum  Ausdruck  der  Doppelcurve  zu  gelangen,  hat  man 
folgende  Cl>erlegung  zu  machen.  Soll  die  Gleichung  G'4  =  o,  zwei  Paar 
Doppelwurzeln  besitzen,  so  muss,  weil  das  constante  Glied  =  1  ist,  so- 
bald ).  die  eine  Doppelwurzel  ist,  die  audere  entweder  -}-  .   oder —  .  sein. 

Im  ersten  Falle  ist  die  Gleichung  G'4  =  o  eine  reciproke.  Dann  ist  aber 
a=  c,  d.  h.,  die  Doppelcurve  der  Fläche  liegt  in  der  Ebene  a  — c=o. 
Die  Discriminante  einer  reciprokeu  Gleichung  vom  Grade  2  n  aber 
lässt  sich ,  wie  ich  an  anderer  Stelle  gezeigt  habe ,  in  sehr  ein- 
facher Weise  durch  die  Discriminante  ihrer  Resolvente  ^  ausdrücken. 
Sind  nämlich  ii  die  Wurzeln  der  Gleichung  G2n,  y,i  die  Wurzeln  ihrer 
Resolvente  ^n,   so  hat  man: 

y^Q  '^  f_j_  2),  f  ( —  2)  nichts  anderes  als  die  Substitutionsresultate  von 
-h2  in  die  Resolvente  ^n   sind. 

Diesen  Satz  benutzend,  erhalt  mau  als  Schnitt  der  Ebene  a  =  c,  in 
welcher  die  Doppelcurve  liegen  muss.    mit  der  Fläche  A*  sofort: 
W  (4a^  -r  -2  —  Ob  *.  (8a  +  Gb  -f  2)  (—  8a  +  6b  +  2)  =  o. 
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Dieser  Schnitt  zerrallt    alao    in    eme  Paral)el  als  Doppelturve  und  ihre 
lieiden  Tungeoten  in  deo  Paiikieo  b^  +  1,  a  =  +  l. 

Die  zwei  Beruh ruug! punkte  lier  Taagenten  HJad  zugleicb  die  Aus- 
gangspunkte der  Rock kehrka nie,  nie  aus  der  Gleichnng  P  -2  o  un- 
mittelbar «isicbllirh  ist.  In  der  Thnt  erhilt  auch  6^  Tür  b  =  1, 
a  =  c  =  +  1  eine  4fache  Wurzel.  Auf  dem  endÜL-hen  BogenatOck 
zniBuhen  diesen  singulären  Punkten  der  Fläche  verläuft  die  Doppel- 
ourve  der  Elieue  a  =^  c  isolirt. 


Im  : 


i  Falle,  \ 


n  G,   =  o  die  Doppelwunseln   4-  i. 


.hopft       Berlitksichtigt  b 


hat.  ergibt  aith  in   ähnlicher  WeiBe,   ilnss  der  iu  der  Ebene  u  4-  c  =  o 
nelegene  ScboitI  die  Form  hat: 

o  =  lluI^^i  +  3b  -  1)  ;_4ar^^+3b-  1)  {2a'  — 3b  -1) 
Die  Fläche  besitzt  alao  uoLh  eine  Parabel  als  DoppeJt.iirTe,  dii   wie  die 
Untersuchung  lebTt    nirgends  uolirt  veiläuft 

Damit  81  ud  alle  Singularitäten  e 
das»  A  (  in  Bezug  aufa 
und  i  8\mmetnB(h  ist 
sowie,  dass  der  Sthnitl 
a  =  o  in  A  t  mit  dem 
Schnitt  c  =  -|-  1  in  Ai 
ilbereinHlimnieu  muss, 
so  findet  man  ohne  wei- 
tere Kechnnng.  dasa  die 
Discriminnutenflnche  die 
Uealalt  der  Fig.  3  hat. 
Sie  teilt  den  Raum  in 
6  im  Endlichen  getrennte 
Teile  R,,  R,i,  R,[i-  in 
welchen  G'  ^  o  der 
Reihe  nach  0,  2,  4 
reelle  Wurzeln  hiit. 
enisprerheud  den  Vor- 
zeichen -}-,  — ,  -j-  fler 
Discriniinunte. 

(G.  Ke,8ci.ensleinn-.) 

Fi«.  3. 

47  Orpsmodell  vun  Sylveslvr')«  Amphisenouit  SurTace,  elD«r  Fläch« 
9.  OrdulID^.  auRgefllhn  und  ausgestelll  von  Pcof.  0.  Honrioi,  Cit;  and 
Gnilds  Central  lustUutiou,  London. 

Prof   Syheater    hat    iu    seiner  grossen  Abhaudlung  ,.Oii  Öu  real  and 
imaginaiy   Roots    of  Algebraical    Eqxinfimis    (Phil.  Trans.  I864)-'  eine 
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¥  *  life  £       7'  —  r.'  --r,     •/  j-r  il...    T.a   >r  'f.  •  riüiimr  :ix   trti  -J.  D.  L 
Xauis    r^ü    ::»-^     »i^-r    .ni.-'.    pr  .c»  r-i  rji^  •Vr'-r— n  x,  j.  i  li.«-  r-r«:ht- 

i  V 


U 


Tvr  W-rr  z,  =z  —  -j  z:rr,  It  =  .  J»  =  2Crte  IL  Ah»rr  D  wird  aaen-ünrh 
kirrk.'.  ZTT-i-Vrf  '»rlaiiiu.  Ik"  VJr^T.^  V  =  o.  wA*.h-  i:«*  F*^- nminjDtra- 
*l>«i:^  h*ii--!i  BiAöT,  h^^r^hr  ■:.*:  Fl*  h-  il-o  Ü£.£?  rLr>*r    ah!^?»  ani  Parah»?l. 

Fir  t  =  cc  -rr*.«!*  rrjir*  L  =  o.  D  =  J*.  «Qt  Pirahiri  in  der  E>i**ih? 
L  =«  0.  lii'-^  U*  ♦  i-pL  Ui-  irr.^  -i-irr  P-i»  he.  liire  >•  hnitü»  ^vben 
•»fj'.rz^i  iftzü'-f  Ar. 

Et-):.'  h  r,Kt  -j  =  —  ^    för  x-I-  hen  W-rr  t—   ^in»i  i—    ver^.-h^nii- 
l^-f..  'nn^  /w»M*»-  <'.*'i.-M'ial'.-ir.'e  mit  «I-d  »jl<f*k-h»iiii:ea 


I —.7="  ,      »'— .,- 


ri 


Jr.re  .S'hf»jU*i  -iri'l  fe^r'^'ßfiCiUrh*:  spitzen. 

])'i(^,'  fi-id»'D  '.'»jn-D,  "Ä-frkhv  der  FU«;he  ihn-o  ^Tiarakter  :r^rb^n.  be- 
rfjhr'-n  im  Afifarj^r-purik*  «J'^r  '••tjrdinat^-n  •ioAnder.  die  Axe  dvr  J  L<t 
ifem"ii»v:hAftli*'he   Tangent»;. 

Im  M'»^]»-!!  i-^t  di*-  Ax-  der  L  v.-rti<^aL  pr^itiv  abwärts,  «üe  der  J  die 
horizontal»*  THng<fIi^•  der  <  *a-|»i'lal';urveü  im  Mittelpunkt.  Die  Axe  der 
I),  w*'I'-h*;  jraiiz  in  der  Hä/h"  lieirt.  i-t  diin;h  eine  rote  Linie  markirL 
In*'.  Üi«4<'riminantenefjene  ist.  dup  h  ein  l^ise  aafgesetztes  Stü^-k  Carton 
v<'rtret*'n,  auf  welchem  die  Axe  d^r  J  und  L  verzeichnet  ist.  Die 
-chwarz  markirte  Cune  i.st  der,  d»jm  in  .Sylvesters  AhhaDdlong  abge- 
bildeten Schnitte  J   =   1  congruente  S-hnitt  .1  =  —  1. 

Im  .M'/J«'ll  kann  man  *ich  au^h  da<iun-h  ori»*ntiren,  das.<  für  den 
fff^il^-rartitr  **miK»rÄt/Mtf«'nden   T-il   .1.  I>,  L    di»*   Zeichen 1-  —   haben. 

K-  ist  au'h  zu  liemerken,  da-^s  mit  »'iii^m  Zeichenwe^--hsel  von  .1  und 
L  au'h  (i  ^ein  Z«:iehen  \v*'<h>elt,  d  h.  die  Flä<:he  G  =  o  fallt  nach 
ein<'r  halben  I'mdrehun^^  um  <lie  I»-.\x»'  mit  ihr»T  urs^priinglich*'n  I-age 
zu>amfncn  und  t^-ilt  daher  tU'ii  Raum    in  zwei  c'»ngruente  Teile. 
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Zur  Construction    wurde    G  J  =  x,  i{  D  =  y,    1024  L  =  z    gesetzt  uüd 
l  Englischer  Zoll  als  Län^'oneinheit  gewählt. 

Das    Modell  ist  bo«rnMizt  durch    die   Khencn  x  =  4-32'2,    y +  31, 

z---l-5()G. 

Kehren  wir  zu  Sylvesters  Theorie  zurück.  J.  D,  L  sind  Invarianten 
einor  linearen  Form  5.  Grades.  Jeder  (Jleichung  5.  Orades  mit  reellen 
Cocfficienten  entspricht  daher  ein  rc^elles  Weilsystem  von  .1,  D,  L  und  (>, 
daher  eiu  reeller  Punkt  im  Kaum  und  zwar  entspricht  ein  solcher  Punkt 
einer  ganzen  Familie  von  Gleichungen,  für  welche  ohigo  Invarianten  die- 
selben Werte  hab«'n.  Aber  auch  für  Gleichungen  mit  imaginären  Coeffi- 
cienten  können  diese  Invarianten  retdl  sein.  Ihnen  entsprechen  also  auch 
reelle  Punkte.  Diese  heisseu  notifaculfativ,  die  andi^en,  welche  Gleich- 
ungen mit  reellen  Punkten  entspr(H?hen,  facultativ.  Die  einen  werden  von 
den  andern  durch  die  Flächt;  G  —  o  getrennt,  wie  im  Modell  die  Fläche 
den  Gips  von  der  Luft  trennt.  Punkte  in  letzterer  nehmen  wir  als 
facultativ  an      Mit  diesen  allein  haben  wir  es  zu  thun. 

Die  Discriminantenebene  teilt  diesen  Raum  in  drei  Teile.  Auf  ihrer 
positiven  Sinte  liegt  die  parabolische,  auf  der  andern  die  doppelt  gekrümmte 
Cuspidalcurve.  Auf  der  positiven  Seite  liegt  ferner  «ler  Teil  d^r  Fläclie, 
welcher  die  Discriminantenebene  berührt.  Der  Luftraum  an  dieser  Seite  wird 
daher  in  zwei  Teile  geteilt,  die  sich  längs  der  I>i?rührungscurve  begrenzen. 
Der  eine  dieser  Teile  ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  zwischen  den  Flächen- 
teilen, welche  an  der  parabolis(rhen  Cuspidalcurve  zusammenhängen,  liegt. 
Dieser  Teil  heiss(»  A,  der  andere  Teil  an  der  positiven  Seite  der  Discri- 
minante  0  und  der  auf  der  negativen  Seite  der  Discriminante  gelegene 
Raum  B.  Dann  hat  man  d<*nSatz:  Liegt  der  einer  Gleichung  5.  Grad(;s 
mit  reellen  Coeffieienten  «entsprechende  Punkt  im  Raum  A,  so  sind  aü«^ 
Wurzeln  reell,  im  Raum  1]  sind  zw(»i  und  in  0  vier  Wurzeln  imaginär. 
In  der  Discriminantenebene  sind  natürlich  immer  wenigstens  zwei  Wurzeln 
einander  gleich.  Sie  wird  durch  du*  Derührungscurve  in  zwei  Teile 
geteilt.  In  dem  Teile,  welcher  den  Raum  A  von  IJ  trennt,  sind  alle 
Wurzeln  reell  und  zwei  gl<Mch.  In  dem  Teilte  zwis(^hen  C  und  D  sind 
zwei  AVurzeln  imaginär  und  zwei  gleich.  Auf  der  Derührungscurve  selber 
sind  zwei  Paare  gleieher  Wurzeln  und  zwar  auf  dem  oberen  Zweig«^  sind 
diese  Wurzeln  reell,  auf  dem  unteren  imaginär.  Im  Coordinatenanlang 
endlich  sind  drei  Wurzeln  einander  j^leich. 

(G.  Ileuric^i.) 


t^' 


48      Drei  Modelle  Rieiiiaiin'Nchcr  FliielMrii.     Nach  Angabe    von   Prof.   H.  A. 
Schwarz,  Univ.  Herlin.     Verlag  L.  Brill,  Darmstadt. 
Spccialkntalog  197—199. 

{19?)  Modell  einer  zieeibläffrigen  einfach  zusammenhängenden  Rie- 
mann  sehen  Fläche^  welche  in  ihrem  Inneni  einen  Windungspunkt  erster 
Ordnung  enthält 
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(198)  Modell  einer  dreiblättrigen  einfach  zusammenhängenden  RU- 
mann'Hthen  Fläche^  welche  in  ihrem  Innern  einen  Windungspunkt  zweiter 
Ordnung  enthält. 

(199)  Mcxiell  einer  dreifach  zusamtnenhängenden  Riemannuken  Fläche 
mit  einer  in  sich  zurückk**hrendcn  fk^grenzungslinie.  (Siehe  Riemann's 
Ciffsammclt**  mathcmatis<;he  W».'rke,  hcraiisgegelx*n  von  H.  W».'bcr,  Seite  89, 

V\\IMT  3.) 

49  10  Modelle  zur  Darstellnngr  Ton  Fonctionen  einer  complexen  Tcr- 
Xnderliclieii.  Im  math.  fnstitot  der  techn.  Hochschnfe  Manchen  aus- 
geführt (188(5;  unti'r  licitung  von  Prof.  W.  Dyck.   Verhig  von  L.  Blifl,  Darmstadt. 

Vergl.  Specialkatalog  173—182. 

Die  vorliegende  .Serie  von  Modellen  ist  entstanden  im  Anschluss  an 
eine  einleitende  Vorlosung  über  Funclionentheorie.  Die  Schwierigkeit 
einer  möglichst  anschaulichen  SchildrTung  des  Verhaltens  einer  Function 
in  der  Umgehung  singuliircr  Stellen  licss  den  Wunsch  aufkommen,  auch  auf 
diesem  Gebiete  und  wenigstens  für  die  wichtigsten  singulären  Vorkomm- 
nisse das  Hilfsmittel  räumlicher  Ans<-hauung  zu  besitzen,  das  schon  auf 
einer  Reihe  anderer  (i»d)icte  so  zweckmässig  und  fördernd  im  Unterricht 
sich  erwiesen  hat. 

Um  <lon  Verlauf  einer  P^unction  einer  complexen  Veränderlichen  in 
der  Umgcl>ung  gewisser  singulärer  Stellen  und  ebenso  den  Oesamtver- 
lauf  gewisstT  Ty|M'n  von  Functionen  einer  comphwen  Vciiindcrlichen  durch 
eine  räumliche  Darstellung  zu  veranschaulichen,  sind,  in  der  iH^kannten 
AVeise,  sowohl  der  reelle  als  auch  der  imaginäre  Teil  der  Fuuctionswerto 
über  der  Ebene  d«'s  complexen  Argumentes  als  Ordiuaten  aufgetragen. 
So  wird  jode  Function  eines  complexen  Argumentes  durch  zwei,  mit  R 
und  I  bezeichnete  Flächen  vei'sinnlicht,  deren  gleichzeitige  Betrachtung 
ein  13ild  des  Functionsverlaufes  liefert.  Zur  genaueren  Charakteristik  der 
Weltsysteme  sind  auf  den  Flächen  Niveaulinien  in  gleichen  Abständen 
(die  Einheit  des  Mnsstabes  =  3  cm)  aufgetragen  und  die  zugehörigen 
Oiihogonaltrajectorien.  Dabei  stehen  die  jedesmal  zusammengehörigen 
Modelle  K  und  1  in  der  Beziehung  zu  einander,  dass  dio  Projectiou  der 
NiveaulinicMi  und  Fallinien  der  einen  Fläche  in  die  Kbene  des  complexen 
Arguments  mit  der  Projectiou  der  Fallinien  bezw.  Niveaulinien  für  dio 
andere  Flä(;he  in  eben  diese  Ebene  identisch  ist. 

Dio  Serie  enthält  folgende  Darstellungen : 

Dio  Modelle  1,  II  und  III,  ausgeführt  von  I/ehramtscandidat  Wüdbrett^ 
veranschaulichen  das  Verhalten  einer  Function  in  der  Nähe  von  Verzweig- 
ungsstellen und  zwar: 

I.  {173.)  Für  \v«  =  z^  —  1. 

II.  {174.)  Für  w*  =  z*-  1. 

III.  {175.)  Für  w*  =  1  —  z». 


Algebra,  KunrHuoButheoiie. 


Die  Modelle  IV  nnd  V,  aiis(ret(ihrt  von  I/'liramtsi'aiididftt  Wildbrett, 
SKistt'Dl  Burkhariit  unil  stud.  KIribfr,   dinnCQ  zur  Dargti'lliing   des  Zu- 


4'«Fi^'  (-t)- 


k'kous  zweier  loganthmiscbur  Unondlii^hkeitspnnkto  in  eioei)  (ein- 
bcheo)  alg<>l>raischeri  und  zwar  gilit  Modell: 

IV.  (176.)  Die  Function  w  =  -  -. 

V.  (177.)  Die  Function  \ 

MimIi'II  vi,  Riifi(,'o führt  von  sluii.  Klriher.  ^\ht  d/is  Vorhaltpn  ciripr  Function 
in  der  llmgcliung  den  <>iiirni:listi;ii ,   u-(<Heiitlii'li   singulüreii  I'unkteü  durch 

VI.  (J7S.)  6  w  =  e  '^  . 

Ili)^  Modvllp  \'M— X,  aus^-criilirt  von  Assistent  BHrkhardl  und  Lehramt.t- 
cnndid.it  Wildbretl,  voran si*1i.iu]jclii>ii  di'n  Vi'rlniif  <tor  elliiitiachen  Functionen 
|i  (n)  und  ji' (u)  (in  dir  WoiorstrtLSB'schen  Normnirorni)  und  zwar  sjiofiell: 

VII,  u.  Vlll.  1179.  im.)  Für  die  Invanaiiti-n  (Jj  =  4,  g,  =  o. 
IX.  u.  X.  (iSi.  182.)   Für  liifi  hu 


In  den  Modolli-n  VII  uml  VI  II  int  die  Syiinni>trie  dor  Flw'li.'n  inner- 
h»]li  de»  i'iTiodi'ni|u;idmtcs  (es  sind  jrd<tsma!  vier  solcher  tnodellirt) 
auRR'T  duri'h  rlii!  Ki'liiti<>n<-ii 

p  (-u)  =  p(u),    |.'C-u=l     -|.'(u) 
durch  die  hier  s|H><'ii>lt  gi-ld'nden  UoziehiiiL>n'n 

p(i.O  =  -p(u).     p'fiu)  =  i|.'(,0 
ln'Xi^iuhnel.     |li<'  MihIcIIo  kenn/cichiien  clwnso  v'v  dii-  folgenden  Nr.  IX 
und  X  in  i-liamkrei'istischi-r  Wriso   dns  Vcrliidten    cini'r  Fiinctinn  in  der 
rmgcbun^  i-inrs  uweitmhcn  |fur  |>  (u)l   hoKW.  dreifachen  [für  |i' (u)|  Un- 
endlich keititpuuktcs. 
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In  den  Modellen  IX  and  X  bat  man  für  di>  Bezeichnung  dor  in  den 

Klä^-hen  «TBi^rhtlichen  Svmirif*trien  dio  Kelationen: 

\t  (t  U)  =  z*  p  (ii).     p'  (z  u)  =  2'  p'  (n), 

wo  £  oine  g^^hstf;  Einheit.« wurzel  h** zeichnet. 

(Dyck.) 


50  Vier  Tafpla  zor  VenrnsekaaliehaB^  4rs  Vrriaafes  der  elliptisehea 
PoDetioneD  p  (u)  und  p'  (ii).  Ausg<^rulirt  (I884;)  von  Assistent  Birkbardt 
und  Lehramtskandidat  Wildbrett  im  Math,  iastitat  der  tecba.  Hocbschofe 
in  Minchen  (Prof.  Dyclc). 

Die  Tafeln  schlif^ssen  direkt  an  die  vorstechenden  Modelle  TU — X  für 
die  Invarianten  g,  =  4,  gs  =  o  und  g.,  =:  o.  K3  =  4  an. 

Vergl.  hiezu  dr-n  Specialkataloy  von  BriU  und  die  den  Mfxlellen  bei- 
gegeliene  Abhandlung. 

51  Darstellung  der  elliptiselieD  FonetioD  ^  =  am  (a,  k)  dnreli  eine 
Flüelie.    AuHgi'führt  im  Mathematischen  Institut   der  technischen  Hoch- 

sehnte  München    nnt<'r  Leitnn«;    von    Prof.  Brill  .    niiH^(*fflhit  von  Btndd. 
uiath.  Knen  und  Wolff  d^XO).     Verlag  von    L    Brill,  Parmstadt. 

Specialkatalog  SO  «pag.  13  und  70). 
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Die  (irösse  <p  wurde  vertieal.  k  und  u  horizontal  aufgetragen 
(MaK8tab  für  k-Axe  wurde  ?  nial  so  gross  als  der  für  die  2  andern 
(irÖHsen  genommen).  Für  k^  <  l  gt*nrigen  zur  Construction  des 
Modelles  die  Legeiidrii'sihen  Tabellen  und  in  diesem  Intervall  er- 
streckt sich  die  Klileht*  auch  in  verticaler  Richtung  in's  Unendliche. 
Zur  (-onslrnction  des  Modells  für  die  Werte  k*  >  1  muss  man  das 
elliptische  Integral : 


'\ 


n  — 


J 


o 


■i-f     ^ 

I  1  — k'sin-'f 


in  ein  anderes  solches  Integral  mit  einem  Modul  X*<  1  transformiren, 

am    besten    durch   die    Annahme   X'  =  -^ .      Es     ergibt   sich    dann, 

k* 

dass   im    Intervall   k*  >>  1    das   Modell   in   verticaler   Richtung   sich 


r\ 
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nicht  ins  rnen<.lliche  eratreokt,  sondern  eine  endliche  H(ihe  hesitzt, 
die  UMi  so  kleiner  wird  ,  je  gnisser  k*  ist.  Nülieres  v^l.  die  dem 
Model)  heij^ejjebene  Ahhundhing.  (Kiien.) 

52  Bogen  und  Scala  zum  AbnioHscn  <lor  nnnieriMchen  Werte  der 
elliptischen  Functionen«  von  Trof.  A.  G.  Greenhill.  rrcsident  London 
iMjith.  Sn<\,  Artill«My  (^»ll«'p»  Wool\vi<'h. 

Dit*  Theorie  dos  Iiistrinnonts  beruht  auf  der  Eigenschaft  von  Bertwidlts 
elaatischer  Curve^  wonach  die  Onlinate  y  und  der  Bogen  s  derselben 
durch  die  liejation  verknüpft  sin<l : 

y  =  2c k  cosam  — , 

während  der  Modularwinkcl  ^  gleich  ist  dem  hall)en  Winkel,  unter  wehdiem 

der  Bogen  die  Sehne  sclmeidet.  ,.,    ^  , .,,  v 

**  ((ireenhill.) 

53  Modell  zur  Theorie  der  elliptischen  Modul funetlonen.  von  F.  Klein 
Univ.  Göttiugcn.  Ausgestellt  vom  Math.  Institut  der  techn.  Hochscliule 
in  HSnchen. 

Das  Modell  strdlt  die  i-eguläre  (1G8  blättrige)  Riemann'sche  Fhu^ho 
(vom  ües<;hlochte  p  =  3)  dar,  weh^he  der  (»alois'si.hen  Resolvento  der 
Modulargloii^hung  für  Transformation  siclM^ntcr  Ordnung  der  elliptischen 
Functionen  entspricht.  Die  2.D»8  (lebieto  der  Einteilung  stosscn  zu  je 
i?.2,  2.J^,  2.7  zusammen.  Die  Anordnung  der  Ool»i«'to  auf  ein  (dun-h's 
ünendli(^h(5  zusamnumliängendes)  Axonkreuz  soll  eine  in  der  (Iruppi*  der 
Modulargleiehung  enthaltene»  Oktaederuntergrui)pe  hcrvorljehen. 

(Dyck.) 

54  Drei  Kug^eln  mit  aunrexciehneteu  qundrntis4^hen  Orthog^onal-rurven- 
Systemen  y  ausgeführt  (181)1}  von  Assistent  J.  Kleiber  im  Math.  Institut 
der  technischen  Hochschule  München  (Prof.  Dyck). 

Transformirt  man  durch  die  Formeln 


a) 

z' 

trrr 

k  e 

f-tj 

b) 

z' 

= 

k-'  . 

1 
z 

<•) 

z' 

—- 

k-. 

az 
e 

az 

e 

+ 

.1 
ii. 

|a  ..-.    1    +  -iil 

das  in  der  OnussVehcn  Ehene  z  ^^r  x  -|-  i  y  gelegene  quadratische 
Cutter  X  ^^  <•/),  y  -=  c'yj,  wo  c  und  <•'  ganze  Zahlen,  yj  die  Lslnge  der 
Quadratscite  bedeutet,  so  eihiilt  man  in  der  Ebene  3  sog.  (luadratische 
OrthogonalMysteme ,  di(*  in  i^ceigneter  Weise  stereographisch  auf  die 
Kugel  projieirt,  au<:h  auf  dieser  je  eine  qnatlratisch  orthogonale  Ein- 
teilung,   im  Fall    a)  von   Loxodromen ,    in    den  Fällen    b)    und    c)    von 

Kreisen  lictern. 

(Kleiher.) 

12* 
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Dritter  Abschnitt.     Integralrechnung. 

B.  Curvometer. 

LiiIeRM«SMr  (CHrrOBetor),   cons-troirt   nnd   «nsgestrfh   too  C  CtnuK, 
Ziriek. 

Ttas  Instmnif'Dl  di<-nt  zixt  Mrntatg  horizontaler  Lmi^mmrfKartanmd 
Plannt.   Dif  Axi'n  <\fT  bi-iili>ii  M'-ssrollen  and  di>r  Fübrongi^aiikt  c  liegm 


in  einer  TJnii>  und  die  Rüudcr  der  beiden  Kollco.  tiiit  welcheD  das  \a- 
stiniiiii.'nti^lK'i]  srnt  rli'iii  l'kti  aufliegt,  haben  gcriau  gli'ichi'O  AbslaDd  vom 
Pimkb'  ■:.  l)i<;  Ti'ilung  bcid'T  Rolli'n  ist  in  gli-icixT  Richtung  beziffert 
Dridit  niflii  nuu  das  IiiNtniiiii'u leben  um  den  Punkt  c,  ohne  ea  TOrwirta 
zu  lieweg'-n,  sn  wird  dii'  SiitnJiie  beider  Abwicklungen  =:  0  sein :  bewegt 
Juan  'lax  Instninienlrhrn  in  gi'rad<T  IJnic  fort,  so  gibt  ji-de  der  Bollen 
dl<-  llälRi-  dis  von  <-  duirlilanf.'iien  W>'K<'s  an.  BiTahrt  man  nun  iigKnd 
•'iui'  <'iirvi-,  indem  man  die  A\<>n  diT  Hollen  seiikn'cht  zum  jeweiligen 
CiineMi'li'mi'nt  biilt  (eine  Aliweidiung  von  diT  8cnkre(;htcn  um  8"  gibt 
erst  eine  Diffcreuz  von  '/"»),  so  wird  dio  Runinie  der  beiden  Ablesungen 
den  vom  Punkt  c  durclilaufcncn  Wi-g  angeU'n;  1  Teil  an  den  Rollen  be- 
deutet 1  Millimeter.  Kig<>ue  Verbuche  ergaben  bei  geraden  linieu  eine 
Genauigkeit  von  ea.   '\t<m. 

(Coradi.) 

Vier  Karteaicler,  D.  G.-P.  Nr.  45727,  construirt  von  E.  FleltohbiMr  in 

(jotba,  ausgeführt  und  ausgi^stellt  von  L.  TeBdsrpf  iu  Stuttgart. 
1.  Beschreibung. 
Dio    wesentlichen  Teile    dieses  Inslniments    zur   Messung    der   Länge 

onregelmäKsig  gestalteter  Linien  ttind: 


IntcgralrechDUiig.    E, 
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l)die  Grundplatte,  an  welohor  die  Halter  für 

2)  die  —  einseitig  gesiiorrteD  —  Bäder  aiigobraolit  sind  uml  welche 
in  ihrem  Mittolpunkte 

3)  den  Fahrstift  trugt;  CL<lli(;h  djeiion 

4)  zwei  FühruQgMStaugun  zur  Handhabung  dos  lustruments. 


Be    den  a  x^eBtelllon  In  t  u  ncuf       s  n  I   d  b(  z    &   un  <   7  Kn  Icr   vor- 
handm      De   Fahrrads  I    n  t   ZITc  II  tto  n      ersel»     und   jo  ein 

we  teres  Rad  wol  he.  t  zcl  atm  he  t  Umetzu  g  o  Fahrrad  aus 
getrieben  w  nl  (Stattet  die  \  olfa  hon  1  r  gai  znn  Roilun  drei  u  {;  ^hlcn 
abzules  Do  glehuWkllitu  den  n  (.cbra  hton  Fal  rr  lor, 
deren  h\  urkrdnre  auf  den    1  aj  er  aull  gen  I  o   m  t  g  gesiierrt     sie 

konn  n  B    h  nur  u    h  auh.  o     1    hc  hn     I  |0  lu  Drt  I  b     cguo^    wcl  he 

e  n  Kad  0  nw  rt    au  fuh  o    w  11     lu    h    I  o  S,  I       I  r  Sj   rrkl    k.., 

de      hn       uuide  Kail    ru  t  l<'t>t'>  '     *'''£    o    |  rt    t     auf- 

gehalten V  rd     D     JO      1  „0  "^ta  d    Ic^  I    t       et      t  d  o  bu    me  dor 
ollbtund  g  n  Able^u  y:     a     Io     d  o    Ilal  uIiImc  k  u 
II    A     lout    nu  dor  Tl  oor  o 
(V).l    d      Auf  atz    o     I     f  Banmer        /o  tsLi      fiir  Inutn    e  ten- 
bunle    9    Jah  |.^n^    Afrl  1K8J     S    IKff)     Hozo    huet   i.    le      W     Ul, 
wel  hen  de  Fahtnchtu  (,  n  t   1  r  Fbc  o   o  lor  Haii  hon   o      chl  usst 

und  du  do  durchlaufene  W  g  iso  st  d  o  ^u  me  der  ItadaUoBUngen 
dur(,h  d  e  Formel 


»(^-01 


gegelicn,  aus  welcher  f^eschlosscti  worlon  kann ,  daüS  jene  1  um  so  un- 
abbän(,'iger  von  \  d.  h.  der  FahrrJuhtuug  wird,  je  ^'is^er  n,  d.  h.  die 
Anzahl  dor  Biidchen  ist. 

Nur  bei  oioer  .sehr  grossen  Anzahl  von  lütdem  würde  lias  Instrument 
ohne  woiteros  tlKiorotisuli  befricdigondo  Kcsultate  gi>l>ru;  nouh  bei  5  Itadi'm 
konnte  bei  einseitiger  llandhahung  im  »■hlinmuiten  Falle  der  regel- 
mässige Fehler  auf  etwaa  über  5**/a  der  durch fahrencn  Länge  steigen,  bei 


.'—  '  -Vrrag   Wroits  auf  */a,    h*n    9   Iiii«lern    aiif 

.^.    ••■::i:i»ig«'ii.     Ab<'r  iiin;li    sohoü  mit  3  KüdurD 

.   :.«''- i"  Kesulüitü  urroichon.     Die  Aunahme,  auf 

^   >■?  Instniiiinnts  hurulit,  ist  fulgciMio :  ist  Nj  der 

.     -,.  -     .::  l'j-üi-,  N.j  ?/rtt'A  Duivlifahruii^  einer  Ix'stiniinten, 

.:::-  .  jj>n  Ny —  N,  --  i\  lijc  Anzahl  der  vou  alleu  Räderu 

.    i-rr  Durchfall runj;  ausgofühneii  Umdrehungen,  so  ist 

■^  •  :•  :i  liknge  proportional. 

III.  Gebrauchs  a  n  w  e  i  s  u  n  g. 

.  j.<r  hat    man    die    CmiHtantv   des    Instruments,    am    heston 

..   ■   .     ■   fin^uder  Art  zu  bestimmen :     Man  führt   den  Fahi*stift  sorg- 

,    .  -rr    i»'n  Umfang  eines  Kreises   von   genau   abge.stochenem  Halb- 

^^r  •.  uQ    einem  Punkte    des  Umfangs    aus    bis    zum    gleichen  Punkte 

>'..!i.    und  wiederholt  zweckmil^sig  sogh'ieh   diese  ümfahrung   in  ent- 

.-;:••  "s;»  letzter  Kiehtung;  vor  und  narh  jt'der  Umfahrun«,'  notirt  man  den 

^'vj ■■;    lex  Zählwerke    und   während    der  Umfahrung    sieht    man    darauf, 

.  fct>   iie  Fühiningsstangen  ihre  Ixichtung  ungtfnhr  beibehalt<?n. 

'2.  Ihm  Bestimmung  der  iJlnge  einer  vorgidegten  unrcgelmässigen  Linie 
■■•ri'v^t  man  das  Instrument  so  auf  «lie  Zeiihnung,  diiss  der  Fahrstift  im 
Anfangspunkt  steht  und  die  FührungsgrilTe  bequem  liegen,  notirt  den 
Stand  der  Zählwerke  und  durehfjihrt  nun  die  gegebene  Linie  so,  dass  die 
FührungsgrifTo  ungefähr  ihre  ursprüngliche  J^ichtung  beibehalten.  Ist  der 
Fahrstift  im  Endpunkte  angelangt,  so  wird  der  Stand  der  Zählwerke  wieder 
abgelesen.  Ist  n  die  Differenz  der  Ablesungssummen  vor  Beginn  und 
nach  Beendigung  der  Durchfahrung,  so  bt  k.n  die  gewünschte  Länge. 
Ks  ist  aber,  da  clor  Apparat  nur  .S  Kader  besitzt,  dringend  zu  raten,  die 
Befahrung  der  Linie  zu  wiederholen,  wobei  das  Instrument  so  zu  logen 
ist,  dass  die  neue,  für  diese  Befahrung  ebenfalls  wieder  ungefähr  bei- 
zubehaltende Richtung  der  Führungsstangen  mit  der  bei  der  ersten  Be- 
fahrung vorhandenen  nahezu  ein<'n  rechten  Winkel  einschliesst.  Man 
erhält  so  eine  zweite  Angabe  für  die  iJinge  der  durchfahrenen  Strecke, 
welche  unter  Umständen  von  dem  ei-sten  Krgebnis  nicht  unerheblich 
abweicht,  während,  wie  man  sich  durch  wiederholte  Befahrung  der  ge- 
gebenen Linie  in  dermihi-yi  I^ige  des  Instruments  überzeugen  kann,  der 
nnrcijvlmämgc  mittlere  Fehler  einer  Befahrung  wesentlich  kleiner  ist. 
Das  Mittel  beider  Bestimmungen  ist  von  dem  weitaus  grüssten  Teil  des 
sich    auf  diese  .\rt  zeigenden    reifclnt(ii<sigt:n  [<  ititieiiifjcn)  Fehlers    bi'freit. 

Preise  iler  Instrumente. 

Nr.     I.  Kartometcr  mit  3  Uullenpiuiren Mt.  "Ih. — 

Nr.    JI.  I)er>ell)e  mit  5  l»ollenpaaren 40. — 

Nr.  III    Derselbe  mit  7  Rollenpiuiren ,,    fiO, — 

(Piopect  T«?silorpf,  Finsterwalder.) 
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F.  Planimetcr. 

57      Zh«[  HyiMM-bellureln  auf  UIuh,  als  PUnimeter  dieutiud,  vou  M.  Kloth 
iu  Oauüliriiik. 

In  den  giiiiilrniiteD  .\C1>  iiml  11CI>  liflitKkii  kU-Ii  Hyperbeln,  ilereu 
je<li:  die  EijEeiiadiiilt  li:lt,  duw  >1us  l'rudiiit  der  Alwliiiule  emes  ihrer 
l'iiiiklB    vou    den    lieideii    Axru    conHlaut    iijt.    ~    Diese    gleicbtioiligeD 


HyperWlii  sind  also  umnielri  sehe  Orte  fdr  die  Eckpunkte  b,  b[,  hj.  .  , 
pleifh  groHser  Dreiecke  nbc  beiw.  »j  b,  Cj  bezw.  a.^  h.jc.j. .  . .,  dereD 
GruDdlinien  parallel  der  Axe  CD  sind.  —  Tragt  mnu  die  Carvenzeich- 
DUDg  trunspareDt  auf  eiae  Olostafel  derart  auf  (Photographie  anf  Glas), 
doss  die  Axe  AB  mit  der  linken  Knnte  der  GlnMnfel  parallel  iat,  and 
versieht  die  Curveii  mit  einer  Be;;if]'erDng,  wekhe  dem  Flächeninhalt 
der  bez.  Dreiecke  entspriclit,  so  bildet  diese  Anordnung  ein  einfaches 
Mittel  grupliiHcher  Flücheuberecbniing. 

Bei  Krmitlelnug  des  riiit'lieniuhalls  eines  Dreiecks  beispielHweiae 
legt  mau  die  Ghl^<lafel  derart  auf  das  Dreieck,  dasn  ab  von  C  O  gedeckt 
wird,  wflhrpiid  n  nnd  C  zusunimeurullen,  und  verei-hiebl  die  Tafel  längs 
eines  an  die  linke  Kante  angelegten  Lineals  soweit,  bis  c  in  CD  lallt; 
sflduun  liest  man  ans  der  Lage  des  l'unktes  b  gegen  das  CurvensyKtem 
den  Fiadieninhult  des  Dreiecks  ab.  —  Bei  Eriuittelang  des  Flächen- 
inhalt eines  Vierecks  bildet  die  eine  der  beiden  Diagonalen  die  Operations- 


1H4  L  Abteiluiig. 

Die  T^£tin    find    in    den    für    geometrücbe  Karten    g^raachlicheu 
H  Mt ihw  Tcrhaltniaaen  entworfen. 

I>er  VcrluafiipreU  beträgt  7  Mark  pro  Stack. 

(Kloth.) 


fHamimeUnr  aaek  Wetli-HaBHea  au.>  dem  m^;«:baaLs<:h-^^pfti>«'hpo  [n.stitute 
T^n  Hcmuia  AMfeld  in  Gotha.  Aav'^^tollt  vom  Getdititebea  lastitiit 
der  teefca.  Hoebtcbile  Miicliea.    (Voi^raad  Pr^f.  M.  Setaidt.) 

Da»  Plaiiiraet^»r  ist  dur^rh  w^•^<*DrIi••h<.•  im  Jahre  l^Mif  dan,-h  Wetli 
angcjrtd/»rii<;  VerU/s-V-TUDirou  df-r  Oppikof er' sehen  Erfindung:  entstanden 
und  unt»Ts«li*'idct  si'-h  von  d^T  or?»tfn  Wetli'^-heu  Conätru«-tion  dan:h 
woit<?re  von  Hofrat  Hansen  und  d»fm  Vt;rf»Tti;rfT  Ausfeld  in  Gotha  her- 
rührende VerUfS.s«,Tun;.'eu.  E»  kann  al>  Linear- Scheihen-Plammeter  be- 
zeichnet wenlen. 

(M.  S<:hniidt.) 

HjperbelpUniBieter,  vou  J.  Stadler.  aus<re>tellt  von  der  Lehrkaazel  fir 
Geodäsie  der  k.  k.  techn.  Hochschule  in  Graz  (Prof  J.  Wastler). 

Dies^.'S  ln.stniment  wurde  in  der  ersten  Hälfte  der  fünfziger  Jahre  von 
Herrn  Josef  Stadler,  Berjrrat  und  Director  der  kaiserlichen  Berg-  und 
Hüttenwerke  zu  Eisenerz  in  Steiermark,  ersonnen  und  im  Jalire  1855 
durch  d»'U  Ik»rg>K.'amteii  Öeorg  Smollin  unter  Stadlers  Leitung  ausge- 
führt. Ein  Aufsatz  ülM?r  dasselbe  aus  der  Feder  des  Erfinders  steht  in 
der  ZcitS4:hrift  ,, Erfahrungen  im  In^rg-  und  hüttenmännischen  Bau-  und 
Aufl>ercitungswesen'*,  h«Tausgeg.  von  Ritfinger,  und  zwar  im  Jahrgänge 
1857.  Obwohl  die  Erfindung  hieniit  der  Öffentlichkeit  übergeben  war, 
blieb  sie  doch  völlig  unlickannt,  und  Stadler  selbst  legte  offenbar  si)äterhin, 
na<;hdem  von  anderer  Scito  einfachere  und  praktisch  brauchbarere  Instni- 
mt;nto  construiil  worden  waren,  auf  die  weitere  Ausnützung  der  dies«»m 
Planimeter  zugrunde  liegenden  Idee  keinen  AVert.  Es  war  ihm  überdies 
eine  andere  Idee  gekommen,  die  in  dem  zweiten  hier  ausgestellten  Instru- 
menta), dem  „Fioll planimeter"  vei'>\'irk licht  wurde.  Welche  Umstindo 
aber  Stadler  gehindert  haben,  dieses  letztere  zu  vollenden  und  bekannt 
zu  machen,  hat  si(?h  nicht  ermitteln  kisscn.  Er  ist  im  Jahre  1871  ge- 
strjrben,  und  die  Modelle,  welche  in  seinem  Nachlasse  gefunden  wurden, 
blieben  bis  zum  .Jahre  1884  im  Besitze  der  Familie,  ohne  dass  srmst 
jemand  etwas  von  ihnen  wusste.  l)anu  wuj'den  sie,  als  histoiisch  merk- 
würdige Stücke,  in  die  lustrumentensammlung  der  Lehrkanzel  für  Geodäsie 
an  der  k.  k.  technischen  Ho<;hschule  in  (iraz  aufgenommen. 

Aus  dem  oben  erwähnten  Aufsätze  geht  hervor,  dass  Stadler,  ohne 
die  Principien  und  die  Construction  der  früher  erfundenen  Planimeter 
von    Wetli  und  Ernst  zu  kennen  ,    auf  die  blosse  Nachricht   hin ,    „dass 
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man  lostrumente  construirt  habe,  welche  den  Flächeninhalt  jeder,  wie 
immer  regelmässig  oder  unregelmässig  begrenzton  Figur  anzuzeigen  ver- 
mögen, wenn  man  nur  den  Umfang  der  Figur  mit  einer  ku  diesem  Zwecke 
an  dem  Instrumente  angebrachten  Spitze  umlahrt,*'  sich  selbständig  an 
die  Lösung  der  Aufgabe  gemacht  habe  „aus  dem  Umfange  einer  Figur 
ihren  Flächeninhalt  abzu- 
leiten'S  Der  Gedanke,  auf 
welchem  das  hierauf  von  ihm 
erfundene  Instrument  beruht, 
ist  folgender.  Es  sei  (Fig.  1) 
die  Umfangsliuie  L  auf  das  ]/ 
rechtwinklige  Coordinaten- 
systom  XOY  bezogeD,OM  =  x, 
Mr=y  seien  Abscisse  und 
Ordinate  eines  Punktes  P  der- 
selben, MM' PI*'e  in  Elementar- 
fläch enstreifen  von  der  Breite 
MM'  =  dx.  K  ist  ein  Ko- 
tationsköri)er,  dessen  Axe 
parallel  der  Axe  OY  ge- 
richtet ist,  oder  etwa  mit  der- 
selben zusammenfallt,  A  B  a  b 
ein  Rahmen,  von  dem  zu- 
nächst angenommen  wird,  dass 

er  stets  parallel  zur  Ebene  der  Figur  verbleibt,  während  der  an  irgend 
einer  Stelle  mit  ihm  fest  verbundene  Fahi-stift  F  die  Linie  L  entlang 
gefühii  wird  und  die  Kante  al)  auf  dem  Rotationskörper  aufniht.  Diese 
Bewegung  des  Rahmens  ist  durch  die  beiden  parallelognimmatischen 
Führungsmechanismou  ABCD,  JUDO,  derart  beschränkt,  dsuss  die  Kante 
ab  stets  der  Axe  UX  i»arallel  bleibt.  Unter  dieser  Voraussetzung  erteilt 
die  Rahmenkante  ab  dem  Rotationskörper  R,  wenn  der  Fahrstift  F  von 
P  nach  P'  rückt,  durch  die  Reibung  eine  Umdrehungsbewegung,  infolge 
deren  der  augenblickliche  Berührungspunkt  T  den  Weg  dx  auf  dem  zu- 
gehörigen Parallelkreise  zurücklogt.     Ist  also  %  der  I^dius  dieses  Parallol- 

kreises,  so  ist 

dx 
düj  =  -  - 

der  AVinkel,  um  welchen  sich  der  R()tationskör])er  dreht.  Will  man  nun 
haben,  da.ss  dieser  Winkel  dem  Flächenstreifen  MM'PP'  =  ydx  pro- 
portional sei,  so  muss,  unter  k*  (»ine  constante  Zahl  verstanden, 


Fig.  l. 


düi  =  -^  =  ^^  .ydx 


also 


4  - 


k*^ 

y 


]8G 
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sein.  Bezeichnet  man  daher  mit  a  die  Entferaiing  der  beiden  parallelen 
Kahmenkanten  AB  und  ab,  mit  Y|  die  Ordinate  (JT  von  T,  so  folgt  aus 
der  angestellten  Betrachtung  die  Beziehung 

?(Y,   +  a)   =  k» 

als  Gleichung  der  Meridiancurve  des  liotationskörj^ers,  und  sie  stellt,  wie 
man  sieht,  eine  gleichseitige  Hyiierbel  dar,  welche  die  Asymptoten 
5  =  0,  Tj  =  —  a  hat. 

Die  obt;n  gestellten  beiden  Forderungen :  1)  dass  der  Rahmen  A  B  a  b 
stets  parallel  der  Ebene  der  Figur  verbleibe;  2)  dass  die  Differenz  MF  —  OT, 
unter  OT  die  Of«linate  «les  Berührungspunktes  T  vei-standen ,  den  coustanten 
Wert  a  behalte,  sind  in  brauchbarer  Weise  mechanisch  nicht  zu  erfüllen. 
Beim  Stadler' Si-hcn  Apparate  dreht  sich  der  Rahmen  AB  ab  um  die 
Kante  AB ;  a  b  ist  eine  di-eh- 
bare  cylindrische  Walze  z 
von  sehr  kleinem  Durch- 
messer. Im  Aufriss  stellt 
sich  dann  die  l-.age  dieser 
wesentlichen  Teile  sche- 
matisch wie  in  Fig.  2  dar. 
Es  sei  darin  p.die  Meridian- 
curve von  R,  T  der  äugen 
blickliche  Berührungs- 
punkt der  Walze  ab  mit  dieser,  mT  =  p»  der  Radius  der  letztem, 
mu  =  a  die  Distanz  der  Walzonaxe  von  der  Drehungsaxe  des  Rahmens, 
F  der  Fahrstift,  von  dem  ohne  wesentliche  Änderung  des  Resultates  an- 
genommen wcnlen  kann,  dass  seine  Axe  durch  die  letztgenannte  Drehungs- 
axe gehe.  Man  kann  nun  nach  der  Gestalt  der  Cune  \l  fragen,  welche 
der  Forderung  genügt,  dass  stets: 

NT  .  OP  =  k* 
ist.     Setzt  man  ON  =  -rj,     NT  =  4,     Pn  =  ß ,   so   ergibt  dies  für  die 
Curvo  [JL  die  Differentialgleichung: 


Fig.  2. 


2  t2   '  ivi   —  k*  —  e  I  - 


4^  >•    V» 


Man  kann  sich  aber  auch  die  Cxjnstruction  so  ausgeführt  denken ,  dass 
der  Rahmen  AB  ab  wirklich  stets  j)arallel  zur  Ebene  der  Figur,  also 
mn||OH  bleibt;  dann  erhält  man  die  einfachere  Differentialgleichung: 


[5h  +  «]-k';J[l  +  (J;'y]= 


Keine    dieser   beiden  Differoutialgleichungen    ist    im    gewöhnlichen  Sinne 
integrabel,  man  kann  ihnen  aber  durch  Reihen  von  der  Form: 


m 
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Y,     -I-     a     =r= 


I-  4iHi) 


60 


genügen,  so  »lass  für  hiiiläiiglicli  kUnuo  4  <liü  (.'urvo  von  ilor  Hyperbel 
belii'big  wenig  abweicht.  An  «lom  vorliegenden  Instrumente  ist  »lie  Mt'Hdian- 
eurve  von  I\  jedoili  aueli  wirklii-h  keine  Ilyporbi?!,  sondern  es  wurde  ihr, 
wie  Sfwllcf'  angibt,  die  exaete  Vovin  (hidureh  erteilt,  dass  nach  beiläufiger 
Ilei-stellung  <ler  gt'forderten  Gestilt,  mit  dem  Faln*stifte  Keehteuko  von 
gemeinsehaftliehrr  Hasis,  denm  Ib'ihen  in  Ix'kauntem  Verhältnis  standen, 
umfahren  und  die  hiebei  ins  Spiid  kommenden  Paralhd kreis«'  des  Uotations- 
körpefs  solang»'  eorrigirt  wunlen,  bis  di«»  Angab«'u  di's  Apparates  d«'n  Ver- 
hältuissi'u  ijntspraehen.  ISchlii'Sslieh  wurde  iler  Jiotatiouskörper  zwischen 
den  fixirtea  Kreisr'ii  gleiehförnng  abg<"dn'ht.  S«Mne  Meridianeurve  ent- 
spricht also  ein«'m  Integrale  der  ersttm  d(?r  beiden  obenstehendeu  Differential- 
gleichung<»n. 

Der  Kotationsk()rp«»r  R  ist  mit  d«'r  in  (lOO  T«m1o  geteilten  Zählscheihe 
Z  verbunden,  welche  durch  das  (betriebe  g  ihn.»  Bewegung  auf  di(?  kleinere 
Zählscheibe  Z    übi'iliägt ,    die    zur   Aldesuug    der    ganzen    Umdrehungen 

von  Z  dient. 

(Lieh  tenf  eis.) 

Kollplauimeter,  von  J.  Stadler,  ausgesttdit  von  der  Lehrkanzel  für  Geodäsie 
der  techn.  Hochschule  In  Graz  (Prof.  J.  Wastler). 

Pas  IIyperbelplanim<'ter  summiii;  direct  die  Eh?mente  ydx  und  könntii 
also  zu  einen\  Integraphen  umgestaltet  wenlen.     Dem   gegenüber   gehört 


Kig.  3. 

das  Kollplauimeter  zur  Olasse  jener  Instnimt'nte,  welehe  einen  Ausdruck 
von  der  Form  ydx  -J-  ^^^  summiren,  wo  u  eine  eindeutige  Ortsfunotion 


Igg  L  AbteiloDg. 

im  lotegratioDSgebiete,  uod  also  Jdu  =  o  ist   Aaf  deo  Schienen  SS  (Flg.  3) 

bewegt  sich  ein  kleiner  Wagen  W,  der  einen  2^pfen  B  trägt,  um  welchen 
die  Stange  J  sich  drehen  kann.  An  dem  einen  Ende  dieser  Stange  ist 
der  Fahrstift  F,  am  andern  die  Messrolle  R  angebracht,  die  aof  der  Ebene, 
auf  welcher  der  Apparat  steht,  ihre  Bewegungen  ausfuhrt.  Bezieht  man 
die  Punkte  der  ümfangslinie  L  der  zu  messenden  Figur,  und  ebenso  den 
Berührungspunkt  R  der  Rolle  mit  der  Ebene  derselben  auf  ein  recht- 
winkliges Axensystem  XOY,  dessen  Abscissenaxe  parallel  zu  SS  durch 
die  Axe  von  B  gelegt  ist ,  nennt  x,  y  die  Coordinaten  von  P,  resp.  F, 
5,ir|  jene  von  R,  setzt  BF  =  a,  BR  =  b,  und  den  Winkel  XBF  =  a, 
so  hat  man  die  Beziehungen : 

4  =  X  —  (a  -J-  b)  cos  a,     iq  =  —  b  sin  ex,     irj  =  a  sin  a, 

woraus :     d5  =  dx-f-(a4-^)siDa.da;    dTq  =  —  b  cos  a  .  d  a 
folgt.     Da  nun  do  =  d^.sina  —  dir). cos a 

die  Componente  des  Verrückungspunktes  R  senkrecht  zur  Axe  der  Rolle 
ist,  und  diese  =  p .  dco,  wenn  p  den  Radius  der  Rolle,  d  u»  den  der  Ver- 
rückung entsprechenden  Drehungswinkel  bedeutet,  so  hat  man: 

p  dcü  =:  d  X  sin  a  -(-  (a  sin*  a  -|-  b)  d  a 

1  asin'a  +  b 

oder:  da>  =  —  ydx-i da. 

ap  p 

Durchläuft  F  eine  geschlossene  Curve,  so  ist: 

/da>  =  —     fydx. 
ap    J 

Wann  das  vorliegende  Instrument  constiiiirt  worden  ist,  lässt  sich 
nicht  angeben.  Es  findet  sich  weder  irgendwo  publicirt,  noch  auch  ist 
irgend  eine  Aufzeichnung  über  dasselbe  vorhanden.  Walirscheinlich  ist 
es  kurze  Zeit  nach  dem  Hyperbelpiauimeter  entstanden.  Dem  Wesen 
nach  ist  es  mit  Coradi's  Rollplanimeter  identisch  und  kann  als  ein,  freilich 
ganz  unbekannt  gebliebener,  Vorläufer  dieses  einfachen  Instrumentes  an- 
geseiien  werden.  Das  vorliegende  Exemplar  ist  nicht  fertig,  die  Messrolle 
hat  keine  Teilung. 

In  der  Gesciiichte  des  Planimeter  haben  die  vorliegenden  beiden  Instru- 
mente keine  Rolle  gespielt.  Sie  geben  jedoch  Zeugnis  von  der  ausser« 
gewöhnlichen  Begabung  ihres  Ei'findei's,  den  ein  ungünstiges  Geschick  in 
eine  weltabgeschiedene  Stellung  verschlagen  hat,  wo  er,  ohne  Verkehr 
mit  der  wissenschaftlichen  Welt  und  mit  Benifsgeschäften  überhäuft^ 
seinen  Lieblingsideen    nicht  frei   nachgehen   tmd  seinen  Leistungen  nicht 

zur  Anerkennung  verhelfen  konnte. 

(Lichtenfels.) 

61  —  64      Vier  Polar-Planimetcr,  erfunden  und  ausgestellt  von  J.  Amtier- Lafföa 
L  Sohn,  Schafifhausen. 

61      Eines  der  ersten  Polarplanimeter  von  J.  Amsler-Laffon  (1854). 
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Planlneter  Nr.  1  (oacb  der  Bezeiubnung  dps  ADisler'schcu  Eataloges,  auf 
welrhea  bezüglich  näherer  Detailaogabea  Diid  dor  Preise  aucb  bei  den 
MgcadeD  Nummeni  verwiesen  si'i);  ausgeführt  seit  dem  Jahre  1855,  gibt  das 
Besaltat  nur  in  nner  besti"imti;n  Maaseinheit, 


PlaBiawter  Nr.  e  (AmaWa  Katalog;  ausgeführt  seit  185G1 ;  gibt  den 
Flächeninhalt  in  mebreren  Masaeinheiten  oder  Maasveibältnissen,  und  dient 
auch  speziell  zur  Messung  der  millterfn  Ordmate  iim  Indiratordiagrammm. 


•e,  welfbe  erlaubt,  den  |Fahr- 
stift  vom  Papier  abzuheben,  ohne 
den  Stand  der  Bolle  zu  ändero; 
es  wird  dadurch  daa  succcssive 
HessoD  mehrerer  Diagramme  vot- 
einfacht. 


PlaHlneter  Nr.  9(Am!>ler'H  Katalog);  conatruirt  seit  dem  Jahre  1882, unter- 
scheidet sieb  von  den  andero  Planimeteni  dadurch,  dass  sein  Spiel  ganz 
unabhängig  iat  von  der  Bi'SchafT'enheit  des  Papiere,  auf  welchem  die  lu 
messende  Figur  gezeichnet  ist. 


Dil'  Inti'(!ririv)!Ii' 
iiiöiutnlrn    Sdii'ili 


L  AUoiluPK. 
liiiift   (rollt  und  ){U'i1 


einer  )ia|ii(-rülii>rzogi'npu 
Intt'grimilli'  im  Allgi'- 
iiLi'ini'n  ni<!lit  siJiiii'idi'l.  Dii^  lot7.t<'ii'  ist  mit.  di'tn  Falirarm  fi-at  viTlimüi'n. 
Tiii'  Dn-Iiiirig  diT  Int<'t,'rirmlli'  ist  jira[ifirtioiiaI  der  Difliung  A'-t  Sclii-iln', 
d^r  Eiitr.'niiinj;  di's  «.Tüliriiunkti-«  ili'r  Rollr  vimi  .Mitt->I|.inikt  d.T  S.;lii-iU' 
lind  i'Hiilifh  ]>ro|»or1iounl  dorn  tVwiniis  di'S  XVinki'ls,  wi'li:licii  liio  Axi"  diT 
Hull.'  mit  d'T  \'.Mi.iiidini(;slint.>  des  »iTiilir|iiiuki.'N  .Iits.-1I..-ii  mit  Ji'in 
ScIn-ilH'nmittclpunktriiiRchliL'Sst. 


Pas  Plftnimvtor  ist  piii  „LmearpUmimi-lfr\  insofi-inf  die  Siihoilii'  nnf 
ciniTii  [ili'iiii'ii  Wagi'ü.  di'Swn  lüidor  in  d<'n  Niithni  eines  Liooals  laiifcH, 
hin  und  h'T  licwogt  wird,  lli'r  Ijiiif  dieses  Wngens  bestimmt  eiue 
K-t'oonlin.ite ,  deiTii  Liitip'  dunih  eine  ti'borwtziing  prn|iörtional  oLs 
Dreliiini;  der  Seheibe  iiljoi1raj;eii  wird. 

Das  Plnnimcter  ist  nacli  glejuhem  Princijin  aiicji  als  I'otarplatdmeler 
(zuerst    1Ö82)    coustiuirt  tPlanimeter  Nr.  8  des  AmsliT"sc;hcii  Katalejjea). 

(Djvk.) 
Pol  or  plant  DI  ot  er  toii  Hiller-Starkc  tirui 

Linea)  p t All  imctor  toii  Hlllor-Breitliaiipt,  orrinidpii  und  aii<;t;eriilirt  1855 
IK-7.VI.  IKlil— f)^  vmi  den  Oiinnt]f4.'M.  Aus<,-estellt  vom  6MdltlSChea  iMlitit 
der  Bergakademei  lu  Leoben  (l'rof.  Lorber). 

1.  Dits  riil.Tr-lMjinimnter. 
Kieses    rintiimeter    wnnie    vnn    dem     iiiitor/eirhnetuii     PTOf.    Miller- 
llnmmfKk  wie  di<'S  diroet  niis  lier  2.  bis  7.   Aullnjic!  di-s  llniidljiielii'N  der 
niwii'Wii   Oondnuio    vmi  Triif.    Kiiodr.  Hartnrr  zu  eril.uehiiiüii  ist,    stdlMtl- 
stiiiidic  i.  J.  18^>  erfunden. 

lu  lueinem  ursjH-iingliehou  Entwurfs  war  dics^  I'Ianinirtiu*  rino  Art 
Kufj'l-  ridi'r  l'nieisi(ins]ilaniiiiotiu',  wie  es  die  vnrstehonilo  l^ktEXC  zoi'.'L 

fc  war  a  liie  besdiwerte  rt.lai-si-lieilM>,  nl-  iler  imierp,  lif  der  ilussiTO 
nlor  Palirarm  mit  dem  Kiilir^tini-  Ik'I  f.  e  wni  ein  oi>niior  I^itig  mit  .t 
»■hriiff-n  Sfahlpliillelifln,  «x-lelie  nu!  oin.ir  fiTÜH.wc.gliehoii  Ilidilkiig.'! 
nilitoii,  auf  deren  »liei-stnai  Punkte  das  (iloitivlllidieu  d  ruhte.  Auf  der- 
sellHTi  A\c  sass  liei  e  die  liählrullc  samt  Zul»eliür.  Die  llolilkugel  ist, 
siiweit  sie  aus  di'iu  liiiige  lu!^^-orHehalll',  suhattirt,  ihr  vom  Riiif^c  ver- 
doeklur,  grJKvster  Jlnrixontal  um  kreis  uW  jurnktirt  an);rdentut.  Si'llist- 
Vfrstiüidlii'h  war  das  tiuleiik  bti  b  dmvh  ein  Itüllcheu  unterstützt. 
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Ich  entwarf  mir  eine  Thoont^  <les  Inst rumon tos,  (iie  ini<.'h  selbst  voU- 
koninion  von  der  Rii^htigkoit  meiner  Constnu^tion  ül)(»rzougt»» ,  teilte  alxT 
meine  Id«?o  df»m  l>efreiuideten  Professor  Hartner  mit,  der  in   die  2.  Auf- 


Fis-  1. 

läge  seiner  früher  erwähnten  Geodilsic»  (Wien  185(3)  S.  429  eine  von 
ihm  bearbeitete  Theorie  aufnalim.  Später  trat  ohne  mein  Zuthim 
Gustav  Starke  in  Wien  an  midi  mit  dem  Antrage  lieran,  das  neue  In- 
strument in  der  me(?hanis(,'lien  Werkstätte  anfertigen  zu  lassen,  wi^lc^he 
damals  unter  der  Ijoitung  seines  Vatei-s  stand  und  bei  welcher  er  ange- 
stellt war.  Ich  war  natürlich  sehr  erfreut  hierülxa*,  weil  si('h  dieses 
Institut  unt«r  Mitwirkung  d(^s  unvergf?ssli(^hon  Professors  Stampfer  zu 
einem  verdienten  Rufe  emporgearbeitet  hatte. 

G.  Starke  änderte  jedoch  die  liSige  der  (Ueitrolle  dahin  ab,  dass  sich 
dieselbe  unmittelbar  auf  der  Zeiehnungsfliw-he  bewege  und  nach  diesem 
Muster  wurden  von  ihm  im  \a\\\U\  der  .lahro  Hunderte  von  Polar[>lani- 
metern  angefertigt. 

Es  fiiuh^t  sich  aucli  in  den  späteren  Aullagen  des  erwähnten  ITartner*- 
schen  Werkes,  von  der  Theorie  begleitet,  die  genaue  Abbildung  dieses 
Instrumentes.  Ebenso  hat  Oberbergrat  F.  I/>rber  in  der  Zeitschrift  für 
Vermessungswesen  1S84  S.  17,  dann  1888  S.  175  und  18(5,  endlich  m 
der  Zeitschrift  des  österr.  Ingenieur-  und  Architekten- Vereins  1884,  S.  8 
die  Theorie  und  die  Fchleruntei"suchungen  ülier  die  voi"S('hiedenen  Polar- 
planimeter  veriifTentlitrht. 

Weder  Prof.  Hartner  noch  (5.  Starke  war  <las  auf  ähnlichem  Principe 
benihende  Amsler'schc  Planimeter  zu  j(Mier  Zeit  l>ekannt,  als  ich  den- 
selben das  von  mir  construirte  Polarplanimeter  mitteilte.  Sicher  hätte 
aber  w(»nigstens  der  ei'store  als  Gendilsio-Professor  der  hervorragendsten 
technischem  Hochschule  einer  grossen  Mcmarchie  darum  wissen  müssen, 
wenn  Amsler's  Idee  schon  bekannt  gewesen  wäre. 

2.  Das  Lineal-Planimeter 

wurde  in  den  Jaliren  18G1  und  62  von  Breitliaupt  in  Cassel  nach  meiner 
Angabe  angi^fertigt  und  ist  das  ausgestellte  Exemplar  das  einzige  seiner 
Art  verblieben.     Es  besteht   aus    eimjm    Lineale    mit  Fülirungsbahn    und 
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einem  darauf  rollenden  Wägelchen,  in  dessen  Mitte  das  eine  Ende  der 
Fahrstange  um  eine  vortieale  Axe  drelibar  iKjf'stigt  ist.  Letztere  enthält 
auch  d(ui  Fahi'stift  und  Zählapparat  dcnirt,  dass  sich  die  Oleitrolle  in  der 
vertic^alcn  Drehungsaxe  liefindet.  Dieselbe  köimte  auch  in  der  Verlänge- 
rung (»der  sonst  w(»  innerhalb  der  matheniatis(;hen  Linie  der  Fahrstange 
angebracht  werden. 

n  r; 

A       ^ly^  P  Jr:  7f'  P'      P"  B 

^<^ ■ ! -7t r 1 


Fig.  2. 

Es  sei  SS"  das  zu  durchlaufcndo  C'urvenolemont,  dann  wenie  die 
Fahi*stange  a  zuei-st  jiaralhd  zu  sich  sr»lbst  von  MS  nach  M'S'  bewegt 
und  «lann  um  W  aus  dm-  Lage  M'S'  na<'h  M'S".  Die  Oleitrolle  (vom 
Kadius  U)  liat  sich  dabei  um  einen  AViukel  d^J'  gedroht 

,  ,         MM'  cos  a 

wenn  a  den  Neigungswinkel  der  Rollo  gegen  die  Gleitlinio  AB  bezeichnet. 

Nun  ist  andororsoits,  wie  diroot  aus  der  Figur  al»zulesen: 

y  =  a  cos  a 

dx  =  MM'  — a  cos  ad a 
und  daher 

5'  d  X  =  a .  M  M'  cosa  —  a'  cos*a  d  a 

=.  a.Ii<l'}  —  a*cos^a<la 

Integrirt  man  also  über  eine  geschlossene  Contour,  so  kommt  das 
zweite  Integral  auf  der  re«'ht(Mi  Seite  in  Fortfall  und  man  hat  diroct 

F  r^Jydx  =  aR.'l 

(A.  Miller  R.  v.  Hauen fels.) 

67      Einfaches  Polarplaulineter   (nach    .\msloi-) ;   ausgeführt,  und   ausgestellt 
von  dtn*  mathematisch- mechanischen  Werkstätte  von  G.  Coradi,  Zürich. 

Im  Specialkatalog  von  ('^»radi  (IHDl)  Cweh.'hen  man  hier  und  im  fol- 
geuflen  aucli  bezüglich  der  Preise  der  Coradi'schen  Instrumente  vergleichen 
woUejmitNr.  39  l>ezei<hnet.  Der  Fahi-stab  A  trägt  eine  Teilung  inV«  uiiti. 
Nonius  und  Index  an  d»M*  Hülse.  Das  Instrument  hat  (wie  a//ff /b/^wJfn 
Polarplanimeter)  einen  Kngelpol  iK  in  obenstellender  Figur).  Control- 
lineal  ist  beigegeben. 
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Roll-  und  PoUrpUuimeter  der  Constraotlonen  Hohniaiiii-Coradl, 
Bus^fführt  iu  iIt  laatbBmatitch-meohanJHhBn  WerkitKtte  vsi  6.  GoradI, 
ZUrlob. 

68,69  Zwet  PrücItilonspolftrplMiliueter,  Constniction  1880-81.  vodJ.IWimui 
io  Spi'yfT  (ji'tzl  RfgitTUii)^-  und  Kieia-Baurat  in  Kt');<>iis)iur);)  und  Q.  Gonuli 
iu  Züriuli.  Eralea  Instrument,  nach  dem  l'atent  von  1880  ausgerührt, 
EigGotum  lim  k,  StrHiaen-  und  Flnatbauante»  Bayreuth,  auBgestellt 
dureh  Reg.-Rat  Hohnann ;  Ziceite  Coagtntctim  (Fig.  Ij,  nusgestellt  vom 
flMditliohea  Institut  der  teebnitchei  Hseheohule  ■Baobea- 

Die  boiüon  Platiimett^r  roiirHsetiliraii  doti  Ty|ius  der  btiäen  äUeaten  Cem- 
gti-uctimm  ron  Hohmann  miil  Coraili.  Eiiito  Ausfuhrung  Patentschrift 
Nr.  12377  (vorn  Ifi.  Juli  ISaO);  Zweite  Ausführung  dargentellt  in  der  Zeit- 
schrift für  Vormpssunf^Nwcscn  (Bd.  9  1881): 


Fig.  1. 
nie  Integrirrollf  M  wiiUt  und  glfitct  auf  eini^r  S^'hoiboS.  Die  Ase 
der  Infpgrirmlli'  suhoeidi-t  immer  diu  Aso  der  Sfhi'lbe.  Die  Drehung  der 
Intcgrirrolii-  M  pmpcirtional  dt'r  Drehung  der  Scheibe  und  dflm  Abstand 
der  Integrirrolle  v.m  <\fr  Axe  der  Schreibe  (Gonolla'seher  Integrationa- 
mechanismus).  Die  Drehung  der  S<;bfibu  S  wird  voraiittelt  durth  das  mit 


Instrument  Nr.  74   a 
Hochiohule  MUiohea. 


I.  Ableiiiing. 
isgeFiteUt  vom  geodltltohan  Institut  dar  teehniubei 


Diese  ürej  lostTumente  repi'üsentireu  das  dritte  Princip  der  Hohmann- 
Coradi'ichen  Conntruetionen.     Man  voigl.   bez.    desselbeo    einen  Aufsats 


I  Prof,  7.öi*fr   {Zoitsohrift   für  Vermossmigswosen    Bd.  XVII,    1888), 
\ie  einen    von  Seiteii    des  „Joumal   des   gckimi^tres"    herausgegebenen 
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Aufsatz  von   V.  Ltfrangois  (GrenoMe  1890),    welcher   auch    die  Theorie 
der  übrigen  Constructionen  Coradi's  umfasst. 

Die  Scheibe  ist  durch  eine  um  eine  horizontale  Axe  drehbare  Kugel- 
Schale  K  ersetzt.  An  die  Stelle  der  IntogrirroUe  tritt  eine  cylindrische 
Integrii*walze ,  welche  gegen  die  Kugelschale  gedrückt  w4rd.  Kugelaxe 
und  Walzenaxe  schneiden  sich.  *)  Die  Drehung  der  Walze  ist  pro- 
portional der  Drohung  der  Kugel  und  der  Entfernung  der  Berührpunkte 
von  Walze  und  Kugel  von  der  Dreh  axe  der  letzteren. 

Beim  Kugelrollplanimeter  erfolgt  die  Drehung  der  Kugelschale  K 
durch  directe  Übertragung  der  Drehung  der  Rollen  R'  R'  auf  die  Axe 
der  Kugel.  Beim  einfachen  Kugelpolarplanimeter  läuft  der  Rand  der 
Kugelschale  direct  auf  dem  Zeichenpapior,  während  beim  freischwebenden 
Kugelpolarplanimeter  die  Drehung  der  Kugel  vermittelt  wird  durch  die 
mit  feiner  Verzahnung  vei'sehene  Axe  a,  welche  in  eine  ebensolche 
Verzahnung  auf  dem  Rande  einer  Polpia  tte  P  eingreift. 

(Dyck,  Finsterwalder.) 

76  Planimeter,  nach  Amsler,  construirt   und  ausgestellt  vom  math.  meoh. 
Institut  von  A.  Ott,  Kempten. 

Bezüglich  der  weiteren  Bes(^hreibung  sowie  der  Preise  der  von  A.  Ott 
gefertigten  Instrumente  sei  auf  den  Specialkatalog  verwiesen. 

77  Zwei  Planimeter   nach  Amsler,   construirt  und  ausgestellt  vom  math.- 
meoh.  Institut  von  Donnert  &  Pape,  Altena. 

Bezüglich  Beschreibung  und  Pi-eis  vorgl.  Specialkatalog. 


G.  Weitere  Instrumente  zur  mechanischen 

Integration. 

78      Zwei  Integrraphen.  System  Abdank-Abal[anowicz.  ConstructionCoradi. 

Grösseres  Modoll  ausgestellt   von  Professor  Lorber,   Bergakademie  Ltjoben, 

kleineres  Modell  aus  der  kinematischen  Sammlung  der  technischen  Hoch- 
schule Mönchen. 

Während  die  Planimoter  durch  Umfahren  einer  gostjhlossonon  ebenen 
Figur  mit  einem  Fahi-stift  den  Flächeninhalt  (oder  andere  auf  die  Fläche 
bezügliche  Integrale)  in  einer  an  der  Integrirrolle  ablesbai'en  Zahl  er- 
geben,   zeichnet   der  Integraph    während   des   Durchlaufens    einer  Curve 

y  =  f  (x)  direct  die  IntegrcUcurve  z  =   f  f  (x)  dx ,     gibt    also   nicht   nur 

das  Endresultat  einer  auf  ein  geschlossenes  Gebiet  ausgedehnten  Flächon- 
bostimmung,  sondern  den  ganzen  Verlauf  des  Integralwertes  als  Function 


♦)  Die  bei  der  Ausführung  auftretende  Abweichung  ist  ohne  Belang. 
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I.  Abtoilunf^. 


dor  oberen  Oronzo.     Dit*  (jrüsse    der   z-Woj-to    kaun    aiisscrdrin  noch  an 
einrrn   Masstalx'  al)p»l('st'ii  wi^rdeii. 

Der  Grurid^^edaiike,  auf  welchem  die  vorliej^eaden  Inte^aa])heii  basircu, 
ist  in  der  im  Teil  1  enthaltenen  Abhandlung  von  Dr.  Amsler  kurz  be- 
zeichnet. Bezüj^lieh  der  manni^^faclu^n  interessanten  Versucdie  und  Um- 
formungen, welche  der  Apparat  von  den  eixten  Formen  bis  zu  seiner 
jetzigen  einfachen  (^«»stalt  erfahren  hat,  vergleiche  man  das  15uch  von 
Ahddnk-Ahakanowicz  ^,Lcs  Integra phes ;  la  courhe  integrcUe  et  ses  appli- 
cations''  Paris,  Üauthier  Villai-s  1889;  in  deutscher  Übersetzung  (mit  Zu- 
sätzen voi-sehcu)  von  E,  Bitttrli,  Leipzig,  bei  Teubner  1889. 


^l-^TOfüllHM 


Fig.  1. 

Das  Instmment  besteht  im  Wesentlichen  aus  zwei  Teilen:  Dem 
Wagen  W,,  der  auf  vier  (bez.  beim  kleineren  Instrument  auf  dnn)  I^auf- 
rollen  sich  auf  der  Zeichenebene  —  in  Rielitung  einer  (in  der  Figur 
vorticalen)  Axe  x  —  bewegt.  Senkrecht  dazu  läuft  auf  dem  Kahmen 
des  Wagens  ein  zweiter  kleiner  Wagen  Wg,  welcher  den  Fahi-stift  F 
trägt.  Beim  Durchlaufen  der  Curve  mit  dem  Fahrstift  erechcint  diese 
somit  auf  ein  Coordinaten-System  x,  y  bez(»g(?ü. 

Der  zweite  Teil  des  Instrumentes  dient  dazu,  ein  Rad  R,  welches  die 

Integralcurve  z  =    f  f  (x)  dx  zu  beschreiben  hat,  mit  seiner  Ebene  stets 

dz 
der  Richtung  =  f(x)   pamllel  zu  stellen:    Um  einen  festen  Punkt  A 

des  Wagens  W^  ist  ein  Lineal  L  drehbar  und  längs  eines  in  demselben 
befindlichen  Schlitzes  vei-schi(?bbar.  Das  Lineal  läuft  ferner  (mit  seinem 
Schlitze)  beständig  durch  einen  festen  Punkt  B  des  Wagens  W,,.  Da- 
durch wiixl  erreicht^  dass  die  Tangente  «les  Neigungswinkels  des  Lint'ales  L 

dz 
g(»gon  die  Richtung  der  x-Axe  stets  propoi-fional  ist  der  Grösse         =  f(x) 

d.  i.   der  y-Onlinate    d(;r    zu    integrinrnilen  Curve.     Durcli  (;in   Parallele- 
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gi^iiiin  P  wini  i-nillii'h  ili>-  Sl.'lliinj;  .1«,  IJm-iJs  L  auf  ili.>  Koll'  R  uIh'i-- 
trap'Q.    DicHi-  li-teliTi-  KiiH  hIsu  Um  Dua-hlaufi'ii  il'-r  t'iirv.>  y  =-:  f(x) 


mit  tliini  FiilirKÜft  in  jiili-iii  Moim  iiti  iii  dor  lIi<hliiiiK  'lor  Tanp-nlit  an 
die  liit.'f;rulL-un-i'.  lliti  llwl  [bt'Z.  ■  in  d  tiiiil  \i  rhimiii-n»  r,  si  itlji'h  p'sti'llter 
Zfic'hfiislift)  lnwhruibt  also  liio  Cum  z  =  J'f(x)<K  Da-  Kail  R  rüLrt 
bei  seiner  Bowl'^uhh   einen    cbeiifalK  auf  dem  Ralnin  ii  dts  Wagens  \V, 
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laufondf^u  kleinon  Wagon  (in  diT  schematischcn  Fij;ur  wi»gg««lasK<'u)  mit 
NoniuK  mit  sich,  d«»r  die  Grösse  der  z-Onlinah;  an  jcdor  Sti'lk»  auf  einem 
auf  (iem  RahnuMi  ang«»bra<^ht«'n  Masstal)  ablesen  lässt. 

Heziiglifh  näherer  Besoiireibuug  sei  auf  das  oben  erwähnte  l^uch  des 
Erfindei-s  verwiesen. 

Die  boigegebenen  Figuren  2  und  3  zeigen  dit)  gogmwärtig  von 
Coradi  ausgeführten  beiden  Mcxlelle  der  lutegraphen. 

(Dyck.) 

79  Tafel  mit  ,Jntep:raleurvon*s  eine  Reihe  von  algebraischen  Singiilaritüten 
darstellend,  mit  dem  Integraphen  von  Abdank-Abakaiiowiez-4'oradi 
gezeichnet  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München. 

Es  ist  nieht  uninteressant  bei  der  Anwendimg  der  A>Mhink-Abakanowi(^z- 
seheu  Integraphen  das  suci^essive  Entstehen  d(?r  Integraleurven  zu  ver- 
folgen und  insl)osondere  das  Entstehen  singulärer  Punkte  derselben. 

Auf  der  Tafel  sind  die  Integrationen  der  folgi^ndim  Haujittypeu  von 
Curven  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  ausgeführt: 

(Irundeurve:  Intograh-urve : 

I.  y  =  ±  X  y  ^  ±  ^^-  x* 
y  =  X  •  V  -    -  -  \' 

y  =  X  '  u.  s.  w.  1      4 

^  v  —    .   X* 

4 

Beaehtot  man,  dass  jeder  Si'hnitt  der  (irundeurve  mit  der  Abscissen- 
axo  einem  Maximum  bezw.  Minimum  der  Integraleurvo  ents])rirht,  jedes 
Maximum  bez.  Minimum  der  Grundcui've  einem  Wendepunkt  der  lutegral- 
curve  hervorruft,  so  kann  man  (wie  dies  die  jedesmal  neben  den  obigen 
Typen  gezeichneten  Übergangsformon  z(Mgon)  das  Entstehen  der  rechts 
stehenden  Integralcurv(»n  ua<'h  der  Zahl  der  ihnen  entsprechenden  (reellen) 
Wendepunkte  und  Doppeltangentcn  an8<-haulieh  verfolgen. 

Noch  interessanter  ist  es,  das  Spiel  des  Apparates  zu  beobachten  für 
die  folgenden  Typen : 

ürundcui've :  1  ntograleu  r  ve : 

II.  y  =  X  » 


y  =  X 


1 

n 


1 

V   =   X* 


-vi 


V    =    X  "    U.    8.    W. 


2 

fl 

3 

v 

■■  ■ 

X 

fc 

3 
3 

4 
B 

y 

4 
4 

X 

5 

i 

v 

■ — . 

— 

X 

b 

5 
5 

y 

() 

X 

Jedem  Aste    der  Grundcurve  mit    verticaler  Tangente  entspricht   ein 
Zweig  mit  Spitze    in  der  Integraleurvo.    Löst   man  nun   die    vorstehend 


I.  AbteiluDg. 

vfir7*i('li(K>ten  Tj-pon  dun-h  lli-rin-niation  liur  Grunii''urve  (jedesmal  wieder 
nf>hL-u  dorn  H&u|)ttyputi  {^Knichtict)  ia  der  Art  auf,  dass  der  Wpadepuakt 
mit  vertit-oloiTaui^uto  Hii.-h  alrändfirt  in  due  Curve  mit  zwei  uiDfachen  vpr- 
tii-alcii  Tun(,r('atoD ;  dioCurvoniit  vioriiuiiktJ(,'ca  vorticulun  TaDgeQt«n  in  oinc 
üuli'lit*,  wolohe  drt'i  cinftM'lic  vcrticale  Taagcntun  beKitzt,  so  i!rgc))en  sich 
U'i  dur  iiiwhanim^lic-ii  Integnitiun  die  bekaDDlita  AuflÜHungcn  der  oMgon 
üinguliiivn  Stellcu  in  Äste  mit  zwei,    mit  drei,  mit  vier  u.  s.  n.  Spitzen. 

(Dyuk.) 

-84     Filnf  luHtriimeute  zur  mechaniacben  Ansftflirung  venckiedener 
iDtoicrattouen ,    oifuudou   und  ausgerüliit  von  J.  Amtler- LalToi  4  Sohn, 
HfliafiliauNrn.    Und  nvar: 
luteKrator  (Humenteuplanlnieter). 
Storeu^rapiiü  meter , 
lutegrrireuder  l'aplordlckeDineBser. 
lute^rirFuiler  TVitriiiean8d«hnaiigitiiietitier. 
PriiciHluiiH^ufiflliiieüstap  parat. 

Integrator  (Momeuteiiplaiii[nel«r). 

liistrunii'nt  zur  BestiLiniiiiiig  des  £Jäckeninhalla  cintT  Figur,  sowie  des 
elfitüvheii  Mommta  und  des  Träi/htdtimioments  in  Bozug  auf  irgend  eine 
Monienteuaxu. 


Das  Instrument  besteht  im  Wt«eull leben  aus  einem  Wagen,  dessen 
Rilller  in  der  geradlinigen  Nutli  eines  Lineals  liiufoTi.  Der  Wagen  trttgt 
dri'i  Zahniilder,  dcn-n  Diii'eliinessrr  und  Ziilinezahlen  ho  gewählt  sind, 
dikss,  wenu  das  mittlere  Zalmrud  um  einen  Winkel  a  gedreht  wird,  das 
iiiissi-ru  Zahnrad  sieb  itm  2  a  und  das  innere  Zaliurad  um  3  a  dreht.  Die 
beiden  Meinen  Zabiiiiidor  tmgen  die  auf  der  Zi'iuhnungselwno  sanft  auf- 
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liogondjTi  MossrolliMi  M  und  1.  Am  mitth-nMi  Zahnrad  ist  ein  Arm  au- 
gohrarht,  wch'lirr  cbi'nfalls  eine  auf  dor  Zciclinmigstliichc  lautV-ndo  Mrss- 
rollf  A  trägt. 

liin  (.'in».'  Fij^ur  zu  messen,  \v^t  man  das  J .ineal  so  auf  diu  Zeirlimin^s- 
tlilrh«',  diuss,  \v«'mi  di(5  (.Jiicrstürke  der  beiden  llilfsarme  in  dur  Nuth  des 
Lineals  lie^'on,  ihre  Spitz<'ir  auf  di<*  Mnmentenaxc  x  x  fallen. 

Nun  setzt  num  den  Fahrstilt  des  Instruments  auf  einen  J*unkt  der  zu 
messentlon  Fij;ur,  liest  iUm  Stand  der  Ivollrn  A,  M,  1  al»,  deren  Ables- 
un,tren  resp.  a,,.  m^,  i,,  sein  inöj;en,  umfahrt  die  Fijjjur  mit  dem  Fahi"stift 
und  liest  die  Koilen  wi(»der  ab. 

Sind  die  Kndaldesungiwi  aj,  m,,  i^,  s(»  ist  dann 
F'läeheninhalt  A  =-.  0,1  (aj  —  a^,)  (rm* 
Statisches  Moment  M=0,(i  (m^  —  ni^)  cm  .  cm^ 

Trägheitsmoment  1  =  10  (a^  —  a„)  —  4  (ii  —  ij  cm- .  cm^. 

T  h  e  0  r  i  «^ : 
Uekanntlich  gelten  für  die  verlier  juit  A,  M,   1  bezeiehneten  (jrössen 
die  Formeln 

A  =^  J  y  dx 
M  =-  V^  J  y*  ^ix 

L  -  -  v^  J  y'  dx 

worin  x  und  y  die  Ordinaten  dt-r  eine  Fläche  begrenzenden  geseldossenen 
Curve  bedoutoii. 


♦?.  >..4 


BezuguehnnMid     auf    v(n*st«'liend<*    Figur    kann     man    di««     (M'dinate   y 
aus<irü(!k(»u    dunli  die  constante  iJinge    c    und    den    varialden    Wiukel  a. 
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Es  ist 

V  =  c  sin  a. 

V 

Substiiuirt  man  diesen  Ausdruck  für  y  in  obigen  Integralen,  so  be- 
kommt man 


A  =  c  J  sin  a  dx 
M  =  -^  f  sin  *a  dx 

I  =  -K-  J  sin  'a  dx 


Bekanntlich  ist  nun 


2  "^2 

3  sin  a        sin  3  a 


sin  'a  = 


4  4 

Diese  Werte  in  obige  Integrale  eingesetzt,  gibt 

A  =  c  J  sin  a  dx 

^  =  -^^^1^(1-2.)^.  +  ^^^. 

I  =  -^  J  sin  a  dx  —  j^  i  smSadx. 

Da  die  Curve,  auf  welche  sich  die  Integi*ale  beziehen,  geschlossen  ist, 

so  sind  in  dem  Integral   f  dx  ebenso  viele  negative  als  positive  Elemente 

dx  enthalten  und  es  ist  daher  f  dx  =  o. 

Die  Construction  des  Integratore  ist  nun  derart,  dass  die  Axen  der 
mit  A ,  M ,  I  bezeichneten  Rollen  mit  der  Momentenaxe  x  x  die  resp. 
Winkel  bilden 

a,     (^  —  2  a),     3  a 

wenn  der  Arme,  welcher  den  Falirstift  ti"ägt,  mit  der  Linie  xx  den 
Winkel   a  bildet 

Wenn  der  Fahrstift  F  auf  der  Linie  xx  liegt,  so  sind  die  Axen  der 
Rollen  A  und  I  parallel  zu  x  x  und  die  Axe  der  Rolle  M  ist  senkrecht  zu  x  x. 

Man  denke  sich  nun  an  Stolle  der  wirklichen  Curve  s  ein  Polygon 
aus  unendlich  kleinen  geradlinigen  Stücken,  welche  teils  parallel,  teils 
senkrecht  zu  x  x  sich  unendlich  nahe  an  die  Curve  s  anschmiegen. 

Ein  solches  Polygon  hat  bis  auf  unendlich  Kleines  denselben  Inhalt 
und  dieselben  Momente  wie  die  von  s  eingeschlossene  Fläche.  Bewegt 
man  den  Fahrstift  auf  dem  unendlich  kurzen  zu  x  x  parallelen  Stück 
Po  Pi  =  dx,  so  drehen  sich  die  drei  Rollen  A ,  M ,  I  um  Beträge ,  die 
gleich  sind  resp. 

kj  sin  OL  dx,     ko  sin  (—  —  2  a-\  dx,      k^  sin  3a  dx 
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wobei  kl,  ko,  ks  Constanten  bedeuten ,  welche  von  der  Länge  c  und  den 
Rollendurchmessern  abhängen.  Bewegt  man  den  Fahrstift  von  Pj  nach 
Po,  80  führen  die  Rollen  Drehungen  aus,  welche  nicht  in  Betracht  fallen, 
da  sie  wieder  aufgehoben  werden,  wenn  der  Fahi-stift  im  weitereu  Vor- 
lauf sich  von  P3  nach  P4  bewegt  und  also  der  Mechanismus  genau  die- 
selbe Bewegung  im  umgekehrten  Sinn  ausführt,  wie  beim  Durchlaufen 
des  Stückes  Pi,  Po. 

Dieselbe  Betrachtung  liesse  sich  für  jedes  Element  des  Polygons 
durchführen.  Es  weiden  mithin  die  Drehungen  der  3  Rollen,  welche 
früher  mit  ai  —  Oq,  mj — m„,  ii  —  io  bezeichnet  wurden,  gleich  sein 


ai  —  »0  =  kl  f  siu  a  dx 

m,  —  m„  =  ko  J  siu  (— 
ij  —  io  =  ks  f  sin  3  a  dx 


2a)dx 


and  folglich 


(A.  Amsler.) 


81      Stereogrraphometer. 

Instrument  zur  Bestimmung  des  wirklichen  Flächeninhalts  einer  sphärischen 
Figur  aus  ihier  stereographischen  Projection. 


Das  Instrument  besteht  im  Wesentlichen  aus  den   drei  Stangen  a,  b 
und  p,  den  zwei  ineinandergreifenden  Zahnrädern  z^  und  z.^,  und  der  vom 
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Zahnrad  z^  gotragonen  Messrolle  R ,  wolcho  mit  sanfter  Reibung  auf  der 
Zeich nungstlächo  aufliegt.  \)\o  Stange  p  trägt  einerseits  an  einem  Tiäger 
die  beiden  Zahnräder  z^  und  z^ ,  von  denen  Z2  doppelt  so  viele  Zähne 
hat  als  z,.  Am  andern  Ende  trügt  die  Stange  p  Führungsrollen,  welche 
die  Stange  a  rechtwinkelig  zu  p  führen.  Bei  P  ist  eine  mit  dem  Trager  der 
Führnngsrolien  starr  verbundene  Nadelspitze  angebi-acht,  welche  in  die 
Zcielinungsflächi'  gedrückt  wird.  Um  die  Nadelspitze  als  Pol  dreht  sich  das 
ganze  Instrument.  Die  Stange  b  ist  an  einem  FiUde  am  Zahnrad  z^ 
befestigt  und  dreht  sich  mit  diesem  um  die  AxeCo.  Auf  der  andern  Seite 
gleitet  die  Stange  b  in  einer  Hülse  S ,  welche  drehbar  mit  der  Stange 
a  veibunden  ist.  letztere  ist  bei  F  mit  einem  Fahi*stift  versehen, 
mit  welchem  man  die  zu  messende  Figur  umfährt.  Ändert  man 
durch  Drehen  der  Stange  b  den  Winkel  ^,  so  ändert  sich  die  Richtung 
der  Rolb^naxe  um  das  Doppelte.  Die  Rolle  ist  so  mit  dem  Zahnrad  z^ 
verbunden,  dass  der  Winkel  zwischen  der  RoUenaxe  und  der  Linie  Cj  P 
stets  gleich  ist  20". 

Setzt  man  die  Nadelspitze  P  auf  den  Fusspunkt  des  Perpendikels, 
welclies  man  vom  Projectionsmittolpunkt  aus  auf  «lio  Zeiclinungsebene 
fälli'n  kann  und  umfährt  die  Zeichnung  mit  dem  Fahrstift  F,  so  gibt  die 
Umdreliung  der  Rolle  R  mit  einer  C/Onstanten  multipli^iirt,  den  Flächen- 
inhalt der  sphärischen  Figur,  deren  Projection  man  umfaliren  hat. 

T  h  <»  0  r  i  e  : 

Man  denke  si«'h  ein«?  um  M  als  Mittelj)unkt  beschriebene  Kugel, 
web.'he  di(*  Zeiohiuingsebene  im   Punkt  P  berührt. 

Ol  P  sei  tler  Kugeldurchmesser,  welcher  senkrecht  auf  der  Zeichnungs- 
ebeue  steht. 


Irgend  ein  Pnnkt  F  der  Figur  s  in  der  Zeichnungsebene  ist  dann  das 
stereograj»hisch(;  Bild  des  Punktes  F'  auf  «ler  Kugeloberfläche. 

Bezeichn«»t  man  mit  \s.  den  Winkel  P  M  F'  und  mit  <p  den  Winkel, 
welchen  die  Ebene  P  Cj  F'  mit  einer  festen,  durch  P  Ci  gehenden  Ebeue 
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„cinsc'hliosst,    so  ist  bokaimtlioh  (1(T  FliKtliciiiiihalt    vuwr  Figur  s'   auf  (I<t 
Kuj^cl  gleich 


A'-  ^  Jco>;|Ml'f 


worin  die  lutegratiun  über  «l»ii  jj;afizen  rnifang  der  Figur  zu  erstrecken  ist 
Beaebtet  man.  dass  \k  —  2  0-,  ko  erhält  mau  auch 

A'-r   Jj' J  eos  2  iV  d'f . 

Ist  F|  ein  auf  der  Curve  hegcnd«'r  zu  F  benachbarter  Punkt,  so  ist 
offenbar  Winkel  F  P  F,  —  d'f.  Nun  cbMike  man  sieh  das  I)reie«k  P  i\  F 
in  die  Zeiohuungseb(Mie  heruntergeklappt  un<l  die  E(tkpunkte  d<'sselben 
mit  den  gleiehbezeichneten  Punkten  P  <'i  F  des  Instruments  identiüeirt. 
Bewegt  man  den  Punkt  F  auf  der  gezeichneten  Curve  s  in  eine  benach- 
barte I^age  Fl,  so  ist  wieder  <^  F  P  P\  =  <l'f . 

S<*hen  wir  nun  zu,  wie  gross  die  Abwi<;klung  d<'r  Rolle  U  wird,  wimui 
sich  F  nach  Fi  bewegt.  Statt  den  Fahrstift  F  direct  nacli  Fj  zu  führen, 
bewege  ich  denselben  zu<»i*st  auf  «'inem  Knasbogen  FF.^,  dessen  Winkel- 
öffnung d'f  ist  und  da»m  ei-st  von  F^  nach  Fj.  Denkt  man  si(;h  die  g;uiz<* 
Curv«'  s  in  dei"selben  Art  durehwaiubM-t ,  so  besehreibt  der  Fahrstift  eine 
(^urve,  deren  Inhalt  von  demjenigen  der  Curve  s  nur  unendli<:h  wenig 
verschii'den  ist.  Dasselbe  wird  der  Fall  sein  mit  dnn  correspondirenden 
Punkt  V"  auf  der  Kugel. 

Bewegt  sich  F  nach  Fg,  so  dreht  sich  das  ganze  Instrument  um  den 
Punkt  P;  die  relative  Stellung  d<T  v<'i*schi«'denen  Teile  des  Instrumentes 
bleibt  dabei  unverändei-t.  Wird  die  Entfernung  «b's  B«M'ührungspunktes 
der  Kolle  R  vom  Pol  P  mit  1  bezeichnet,  so  bewegt  sich  R  auf  dem 
Kreisbogen  1  d'f,  wem»  sieh  F  nach  Fm  bewegt.  Dabei  dreht  sich  die 
Rollo  um  den  Betrag  1  siiia«l'f,  wenn  Winkel  P  li  (\  ^^  a. 

Bewegt  sich  F  von  F^  nach  F,,  so  fnnh-t  k«'ine  Drehung  um  den  Pol 
P  statt;  nur  die  Stange  b  droht  sich  um  den  Winkel  ^  um  <len 
Punkt  O2;  dies  hat  eine  Drehung  2  «li>  ih's  Zahnrad«'s  Zj  zur  Folge 
und  die  Rollo  dreht  si(rh  daher  um  don  IJetmg  R(',  2  di)*.  Dabei  ist  zu 
beachten,  da.ss  K  Cj  eine  konstante  ist. 

W^cnu  sich  dor  Fahi-stift  von  V  nach  Fi  bewogt,  so  ist  mithin  die 
Drehung  dor  Rolle  glei(;h 

du  =  lsinoidf -|-RC,  2dlf 

und  hat  der  Fahrstift   die   ganze  <-urve  du reh laufen ,   so  wird   die  resul- 
tirende  KoUendrehung 

u  =  Jlsinad'f  +2RC,  Jdi^. 

Wie  aus  der  Figur  ersichtlich,  ist 

lsina  =  R(\-f-P(:,cos2(> 
oder  da  P  (\  =  p  ist, 

1  sin  a  =  R  Ci  -|-  p  cos  20",  mithin 
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u=  RC,  Jd^+  p  Jcos2^dcp  +  2RCt  JdO- 

Liegt  der  Pol  ausserhalb  der  Curve  s  so  ist  J*  dcp  =  o,  liegt  er  inner- 
halb der  Curve,  so  winl  fd^  — 2ir.  Da  die  Stange  b  am  Ende  der 
Bewegung  wieder  die  Anfangslage  annimmt,  so  ist  ofiFenbar  unter  allen 

Umständen    rd»)-  =  o  und  folglich 

u  =  p  r  cos  2  ^*\'^,  wenn  P  ausserhalb  der  Curve  s  liegt  und 

u  =  2  ir  R  Ci  -r  1>  r  t-os  2  tJ-d'f ,  wenn  P  innerhalb  der  Curve  s  liegt 
Vergleicht   man   diese   hier  gefundenen   Ausdrücke    mit   der   für  den 
Flächeninhalt  A'  der  sphärischen  Figur  aufgestellten  Formel,  so  erhält  man 

A'  =  -^  u   oder  A'  =  -V  n  — ^-— ^r — 
4  4  z 

je  nachdem  der  Pol  P  ausserhalb  oder  innerhalb  der  Curve  s  liegt.     Die 

Grössen  -l-  und  p  — tt — -  sind  Constante  des  Instruments. 
4  2 

(A.  Amsler.) 
lutegrirender  Papicrdickeumesser. 

Dieses  Instrument  dient  zur  Bestimmung  der  mittleren  Dicke  eines  Papier- 
oder dünnen  Blechstreifens. 


Wird  ein  Papieretreifen  von  bestimmter  Länge  über  eine  Cylinder- 
fläche  gelegt,  so  hat  der  Papiei-streifen,  auf  der  convexen  Seite  gemessen, 
eine  grössere  Länge,  als  auf  der  concaven  Seite.  Der  Längen  unterschied 
hängt  ab  von  der  Krümmung  der  Cylinderfläche  und  von  der  Dicke  des 
Papiei"s.  Diese  Thatsache  wird  in  dem  Instrument  venvertet  zum  Messen 
der  Papierdicke.  Der  zu  messende  Pai)ierstreifen ,  dessen  Länge  man 
übrigens  nicht  zu  kennen  braucht,  wird  zwischen  zwei  gegeneinander 
liegenden  Rollen  durchgezogen  und  zwar  so,  dass  sich  der  Streifen  ein 
Stück  weit  auf  eine  der  beiden  Rollen  auflegt.  Diese  Rollo  misst  dann 
die  Länge  der  concaven  Seite  des  Streifens,  die  andere  Rolle  dagegen 
misst  die  eonvexe  Seite.  Sind  die  Rollendurchmesser  bekannt,  so  be- 
stimmt sich  die  Papierdicke  aus  dem  Verhältnis  der  Rollenumdrehungen. 
Es  sei  ri  der  Radius  der  Messrolle  Rj,  r^  der  Radius  der  Rolle  R2,  d 
die  unbekaimte  Dicke  des  zu  messenden  Papiers,  91  die  Drehung  der 
Rolle  Rj  und  cp.,  die  corrospondircnde  Drehung  der  Rolle  Rj.  Dann  hat 
mau  die  Gleichung 

?i  (''i  +  ^)  =  T3  h 
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woraus  sich  ergibt 


d  = 


Wie  aus  (Ji<»8er  Formel  ersichtlich  Ist.  kommt  es  zwar  auf  die  Länge 
des  Papierstreif<»ns  nicht  an;  derselbe  soll  jedoch  so  lang  si'in,  dass  ^j  und 
<p.>  merkli(!h  verschieden  werden. 

Der  ausgestellte  Apparat    ist    ein  Versuchsapparat   und    soll    nur  «las 

Princip  veranschaulichen. 

(A.  Amsler.) 


83      Inteirrlreiider  Wilrmeaasdehnungsmesser. 

Dieses  Instrument  dient  zur  Bestimmung  der  relativen  AusdehuungscoöfTi- 
cienten  von  Metalh'n,  von  don(ui  man  nur  ganz  kleine  Stücke  zur  Ver- 
fügung hat. 


Dreht  man  eine  nin«le  Sc^heihe,  auf  deren  Rand  eine  zweite  drehbare 
Scht'ihe  mit  schwacher  Ifeihung  aufliegt,  so  wiixl  die  zweite  Scheibe  von 
der  ersten  auch  in  Drrhung  versetzt  un<l  zwar  verhalten  sich  die  Dreh- 
ungen der  beiden  Scheiben  umgekehrt  wie  ihre  Umränge.  Sind  die  beiden 
Scheiben  aus  <l(»mselb(»n  Material  gemacht  und  haben  sie  unter  sich  gleiche 
Temp<Tatur,  so  wiiil  sieh  das  Verbältnis  dor  Umfange  der  beiden  Scheiben 
ni<iht  ändern,  wenn  man  die  Temperatur  ändert,  das  Verhältnis  der  Dreh- 
ungen winl  daher  nach  wie  vor  «lasselbe  bleiben. 

BesteluMi  flagegen  di<*  beid»'n  S(;heibeii  aus  vei'schietlenen  Materialien, 
deren  Ausdebnungscor'ffi(.'ient«Mi  verschi(*den  sin<l,  so  ändert  sich  bei  einer 
TempiM-atuninderung  auch  das  Verhältnis  der  Umfsinge  und  es  wird  sich 
in  Folg«?  dessen  auch  dns  Verhältnis  tlvr  Dn^hungen  ändern.  Diese 
Änderung  d<'s  Verhältnissos  der  Drehungen  bei  verschiedenen  Temperaturen 
gibt  nun  ein  Mass  zur  relativen  Bestimmung  des  Ausdehnungscoi^fficienten 
der  beiden  ScluMben.  Zu  l>emerken  ist,  dfws  es  gar  nicht  nötig  ist,  dass 
die  beiden  Seheiben  genau  rund  sind. 

Das  Princip  des  Apparats  kann  auch  angewendet  werden,  um  Temi>e- 
raturen  zu  messen;  ferner  liesse  es  sieh  zweckmässig  anwenden  zur 
genauen  Hegistrirung  der  Durchschuittstemperaturen  während  längerer 
Zeit.     Man   würde    zu    diesem  Zweck    die  Scheibe  S^   des  Apparats    von 
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der  Minutenaxe  einer  gewöhnlichen  Uhr  antreiben ,  die  andere  S.^  aus 
einem  andern  Material,  dessen  Ausdehnungseo<"fficient  von  demjenigen  der 
Scheibe  Sj  stark  vei-scliieden  ist,  auf  der  Scheibe  Sj  laufen  lassen. 

Der  ausgestellt'  Appamt  soll  nur  das  Princip  veranschaulichen.  Ein 
für  genaue  Messungen  tauglicher  Apparat  müsste  sorgfältig  in  einem 
WäiTiiekasten  eingeschlossen  sein,  dessen  Temperatur  man  nach  ßelielxm 
^  reguliren  könnte. 

Um  den  Apparat  als  genaues  Thermometer  zu  gebrauchen,  müsste 
man  die  relativen  Tourenzahlen  der  beiden  Scheiben  bei  zwei  genau  her- 
stellbaren Temperaturen  (z.  B.  beim  Gefrierpunkt  und  beim  Siedepunkt 
des  Wassei-s)  beistimmen  und  so  die  Constanten  des  Apparats  feststellen. 

A.  Amsler.) 

84  Praeisionsgefnilmessapparat. 

Dieses  Instniment  dient  zur  genauen  Ermittlung  der  Niveaudifferenzen 
an  verschiedenen,  nahe  bei  einandorliegendeu  Stellen  eines  fliessenden  Ge- 
wilssers,  gleichgiltig,  ob  dessen  Oberflä<0ie  ruhig  oder  wellig  sei.  Die 
Beobachtungsstellen  wählt  man  beim  praktischen  Gebrauch  10  bis  50  Meter 
von  einander  entfernt.  Das  Instrument  kann  daher  unter  anderem  auch 
zweckmJLssig  zum  Studium  der  Variationen  des  Wassei*standes  im  Quer- 
proül  eines  Flusses  und  überhaupt  in  Fällen  verwendet  werden,  wo  sich 
directes  Nivellement  der  Kleinheit  der  zu  messenden  Höhenunterschiede 
wegen  oder  wegen  AVellenbewegung  nicht  ausführen  Ijlsst 

Der  Apparat  basirt  auf  dem  Princip  der  communicinMiden  Röhi'cn. 
An  den  beiden  Stellen,  deren  Niveaux  verglichen  weixlen  .sollen,  werden 
die  Enden  von  zwei  Röhren  bis  auf  den  Grund  des  Gewässers  ver- 
senkt, die  Mündung  nach  abwürbe  gerichtet.  Am  Ufer  werden  die 
beiden  Bohren  unt(Mi  an  zwei  verticale,  oben  communicirende  Glas- 
röhren angeschlossen.  Nun  wird  die  Luft  so  lange  aus  dem  Röhren- 
system ausgepumpt,  bis  in  den  Glasröhren  Wassersäulen  sichtbar  werden. 
Die  llöhenditferenz  dieser  beiden  Wassei'säulen  ist  daim  gleich  der 
NiveaudiiTerenz  der  beiden  beob.ichteten  Stellen  des  Gewässers. 

(A.  Amsler.) 

85  Sinith's  Integrator  speciell  zur  Auswertung  der  Arbeit  in  Verbind- 
ung: mit  Dynamometern  oder  Ergrometern  bestimmt«  Construirt  von 
Prof.  F.  J.  Smith,  Triuity  College  Oxford. 

Dies  Instrument  besteht  wesentlich  aus  drei  Teilen,  einem  horizon- 
talen Cylindor  C,  einer  Halbkugel  H  und  einer  der  Axe  dos  Cyliuders 
parallelen  Stange  S.  Der  Cylinder  wird  von  einer  Axo  getragen,  die  sich 
mit  ihm  dreht,  während  der  Cylinder  selbst  sich  frei  auf  der  Axe  hin 
und  her  bewegen  kann.  Die  Halbkugel  kann  sich  um  einen  verticalen 
Durchmesser  und  ebenfalls  um  ihre  horizontal  liegende  Symmetiieaxe 
drehen. 


Iiit''j;ralrfdLnunR.     0. 


Die  Staugo,  wclelio  siuh 
bewegon  kann,  tragt  roclit winklig 


eigoiicD  Eiclituiig  hin  und  her 
iliiw  Utiii^riohtang  einen  Ann  mit 


einem  Schütz,  in  dctn  oin  Tost  mit  dor  Syramotrioaxc  dor  ünlbkugcl  t 
bandenor  Slifl  E  ),'loitcu  knnti.   Wird  die  ätatigo  um  eino  Lunge  -r]  v 


wÄrts  geschoben,  so  drp)it  sich  die  ITnlbkBgol  nm  die  verticaio  Axe  um 
einen  Winkel  f,  so  dasa  a  sin^  =  y.  wo  a  die  Entfenmng  des  Stiftes  rom 
Ceatrum  der  Halbkugel  ist  Zugleii;h  wird  der  Cylinder  auf  seiner  Axe 
vorschoben.  Wiiil  uuu  die  Halbkufoil  um  die  Symmotrieaxo  um  den 
Winkel  dy  gedroht,  so  droht  sieli  der  Cylindor  um  eioeu  Winkel  48  so 
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dass  c  d0  =  R  d^J»  wo  R  =  r  siiif  =—  y,  r  der  Radius   der    Halbkugel, 

a 

c  der  Radius  des  Cylinders  ist.    Wir  erhalten  also  d  0  =  —  y  d4'. 

ac 

Die   Drehung  der  Halbkugel  wird  durch  eine  Schnur  bewirkt,  welche 

um    eine   am    Rande   der   Halbkugel   eingeschnittene    Rinne   läuft.     Der 

Winkel  d^'ist  daher  proportional  der  Strecke  dx,  um  welche  die  Schnur 

sich  bewegt  hat    So  folgt: 

dB  =  Aydx  und 


; 


ydx  =  BO 


wo  A  und  B  von  den  Dimensionen   des  Instrumentes  abhängende  Con- 
stanten bedeuten. 

9  wird  durch  ein  Zählwerk  an  der  Cylindoraxe  gemessen. 

Die  besondere  Ai-t,  in  welcher  x  und  y  dem  Integrator  zugeführt 
werden,  ist  dadurch  bedingt,  dass  das  Instrument  bestimmt  ist  in  Ver- 
bindung mit  einem  Erg-messer  benutzt  zu  werden,  und  zwar  ist  dann 
y  die  Kraft,  x  der  unter  der  Wirkung  der  Kraft  zurückgelegte  Weg. 

(F.  J.  Smith.) 

86  Harmonie  Analyser  von  Lord  Kelvin  (C  William  Thomson),  Universität 
Cambridge. 

Bezüglich  der  Beschreibung  des  Apparates  sei  auf  den  im  ersten  Teil 
befindlichen  Bericht  von  Hennci  über  Harmonische  Analysatoren,  sowie 
auf  die  im  ei-sten  Teil  der  ,, Natur al-Philosophy"  von  Thomson  (2.  Auf- 
lage, Cambridge  187H)  enthaltenen  Aufsätze  über  „Continuirliche  Rechen- 
maschinen** (abgedruckt  aus  den  Procecdings  der  Royal  Society)  verwiesen. 
Diese  Aufsätze  umfassen  die  folgenden  Beschreibungen: 

1.  Flutrochnungs-Maschine. 

2.  Maschine  zur  Auflösung  eines  Systems  linearer  Gleichungen. 

3.  Eine  Integrirmaschine  mit  neuem  kinematischen  Princip:  „Scheiben-, 
Kugel-  und  Cylinder-Integrator**. 

4.  Instrument    zur   Bereclmung   des    Integrals   aus   einem    Product 
zweier  gegebener  Functionen. 

5.  Mechanische   Integration   linearer  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  mit  variablen  Coeflficientcn. 

6.  Mechanische  Integration    der   allgemeinen    linearen   Differential* 
gleichung  von  beliebiger  Ordnung  mit  variablen  Coefficienten. 

7.  Harmonischer  Analysator   zur  Berechnung  der  Flutconstituenten ; 
zweite,  dritte  Flutconstituenten. 

87  Tide*Prediet4>r  (Flvtberechnnngrsmasehine),  von  Lord  Kelvin  (W.  Thomson), 

Universität  Cambridge;  Photographische  Abbildung,  ausgestellt  vom  Sonth 

Kenainoton  Mnsenm. 
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Man  vergleiche  hierzu  ebenfalls  den  im  1.  Teil  euthaltenou  Aufsatz 
von  Henrioi,  sowie  die  genannten  Aufsätze  in  Thonison's  Natural  Philosophy 
und  den  Bori(^ht  von  H.  Scott  und  R.  11.  Curtis  in  den  Procoedings  of 
the  Royal  Society. 

James  Thomson's  ^»Ball  and  Diso  Monveinenf  Photographisehe  Ab- 
bildung des  Scheiben-Kugel'  und  Cylinder-Integrators  von  Jain(>s  Thomson 
Ausgest<;llt  vom  South  Kensington  Museum  London. 

Man  vergl.  hiozu  die  Ausführung  in  den  Aufsätzen  von  Amslor  und 
llcnrici  in  Teil  I  dieses  Kataloges. 

Instrnment  znr  Anfoeichnnng  harmonischer  Canren  von  Liout 
General  R.  Straohey,  London. 

Vergl.  den  mehrfach  gcnaunton  Aufsatz  von  Honrici  in  Teil  I  dos 
Eatalogos. 

Harmonlseher  Analysator,  von  Prof.  0.  Henrioi,  city  and  goilds  of  London 
Institute. 

Man   vurgleicho   hiozu   den    Aufsatz   von  Uenrici  über  Harmonische 

Analysatoren  im   L  Teil  dieses  Kataloges,  sowie  die  naolLstohendo  Figur, 

die  noch  kurz  im  folgenden  erläutert  sei: 


Ein  Wager\  W  läuft  mit  zwei  Rädern  auf  der  Schiene  SS,  ein  Lauf- 
ratl  L  dient  als  dritte  Unterstützung.  Der  Wagen  trägt  die  Axe  e  mit 
den  Repistrirrollcn  R^  und  Rj,  welche  auf  der  Platte  P  n)llen,  und  den 
Fahrstift  F,  weh^her  immer  di<'  obere  Erzeugende  des  ( Vlinders  bestreicht. 
Die  Axe  der  S<^heihe  U  Ist  mit  der  Axe  e  durch  die  Stangen  A,  A  ver- 
bunden, welche  durch  ein  Cliamier  um  B  frei  beweglich  sind.  Die  Dreh- 
ung des  Cylinders  C  winl  flurch  das  vertical  stehende  (auf  der  Axe  ent- 
sprechend verschiebbare)  Rad  VV  auf  die  Scheibe  II  übertragen.  Durch 
die  endlosen  Stahlbänder  wird  dann  weiter  die  Drehung  der  S(;heibe  H 
auf  F  übertragen.    Im  Modell  liegt  die  Schiono  S  unter  der  Platte  P. 

(0.  Uenrici.) 
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HirBi»Di§eher  Anaijsfttor,  cunstruirt  von  den  Herren  A.  SsniBerftoM 
UD(1  E.  Wlechert,  verfi'rtigt  in  dirr  iiiotliunintischeu  Abteilung  des  physi- 
taltschea  InstltiitK  /.ii  Kotit^^lwrf,'  unter  Leitung  von  Herrn  Prof.  VolknHUii 
vou  di'in  Mei'liuniki'r  de»  InstiliiU  llcrru  GroSt  im  Laufu  dea  Maea  mOOt 
«ugeiiteUt  vuni  PhyillialiubM  ■■ititut  der  Ualv.  Kfiaigabarg. 

Diu  Maw-Iiino,  wolebu  in  der  SitKun^  der  ITij-sikaliscli-ütononiiseben 
Gcacllschull  zu  KikigHbcrg  im  Miü  IH'Jl  deinonstrirt  uud  zum  oretoa- 
malo  iu  den  Si'hriHeu   derHellmu,   Uuid  'M  SitxurigslKir.  {lag.  28,  vorüffent- 


1  bt  wurd  hat  die  V  ft,ai 
j,obLDOD  Werten  o  ncr  w  IllurI  1  < 
ihre  Fottner  sehen  E  tmekelwtg 
in  der  (iloichunt,- 

y  =  a«  +  ai  cos 


Beoba  htung  go- 
f  (t)  d  0  Corfjktenten 
b    de  Grossen  au    bu 


in  X  +  aj  cos  2  X  +  bä  sio  2 1 
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Es  geschieht  dieses  durch  Auswertung  der  bestimmten  Integrale: 
an  =  —  I  f  (x)  cos  nx  dx,  bn  =  —  1  f  (x)  sin  ux  dx ; 

*/    0  */       0 

als  spccioUer  Fall  tritt  die  einfache  Integration  auf  bei  dem  Coüfficienten 

1  r'" 

ao  =  s~  I  H-^)  ^' 


1  r'" 

^       0 


Zu  Beginn  ist  die  Curvo,  welche  die  vorgelegte  Fimction  darstellt, 
auf  eine  mit  Papier  beklebte  Walze  aufzuzeichnen;  sodann  werden  die 
Coüfficienten  nacheinander  bestimmt.  Hierbei  können  zwei  Proccsse  un- 
terschieden werden,  welche  in  praxi  gl<:ichzeitig  stattGuden :  1)  die  Con- 
struction  der  Curve  z  =  f  (x)  cos  nx  btizw.  z  =  f  (x)  sin  nx  aus  der 
gegebenen  Curve  y  =  f  (x),  2)  die  Integration  dieser  neuen  Curve,  d.  h. 

zdx.     Diejenigen  Teile,    welche    der  Construction 

0 

dienen,  liegen  vorn,  d.  h.  dem  Arbeitenden  zugekehrt;  (in  Figur  1  be- 
findet sich  die  vordere  Seite  rechts);  sie  gruppiren  sich  um  eine  vor- 
ticale  Axe,  welche  Constructionsaxe  genannt  werden  soll.  Diejenigen 
Teile,  welcho  der  Integration  dienen,  liegen  um  eine  hintere,  gleichfalls 
verticale  Axe,  die  Integrationsaxe  (auf  der  linken  Seite  der  Figur  1). 
Ein  oben  befindlicher  Schieber  übernimmt  die  Vermittelung  zwischen  den 
vorderen  und  hinteren  Teilen.  Zur  Vereinfiichung  der  Beschreibung 
werden  einige  uimötige  Annahmen  über  Grösse  und  liage  einzelner  Teile 
gemacht,  auf  welche  später  hingewiesen  worden  wird. 

Construction. 

Vergleiche  Fig.  2,  welche  eine  Ansicht  von  oben  darstellt. 
C  und  J  sind  die  Durchstossungspunkte  der  Constructions-  und 
Integrationsaxe  mit  der  Ebene  der  Figur.  Die  Walze  ab  cd,  welche  die 
gegebene  Curve  trägt,  hat  eine  lünge  von  210  mm  und  einen  Um- 
fang von  200  mm.  Ihre  Axe  liegt  bei  den  sogleich  zu  beschreibenden 
Bewegmigen  stets  in  derselben  horizontalen  Ebene  und  schneidet  die 
Constructionsaxe.  Die  Cur\'e  ist  bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem,  dessen  y-Axe  ef  der  Walzenaxe  parallel  und  dessen 
x-Axe  auf  einem  durch  C  gehenden  Kreise  die  Walze  umläuft  Durch 
einen  von  der  Walze  wenig  abstehenden  Faden  ef  wird  die  jeweilig 
höchste  Linie  auf  der  Walze  markirt.  Der  Schnitt  P  desselben  mit  der 
gegebenen  Curve  bestimmt  in  jedem  Augenblicke  zu  dem  in  Frage  kom- 
menden X  das  zugehörige  y  =  CP.  Ein  zweiter  Faden  g  h,  dicht  über 
dem  ersten,  ist  an  dem  Schieber  ghik  befestigt.  Der  Schieber  ist  nur 
in  der  Richtung  CJ  bew<»glich;  diese  gibt  die  z-Richtung  der  zu  con- 
struinMiden  Curve  an  und  zwar  sei  im  Punkte  C  die  z-(,>)ordinat4^  gleich  0. 
Ist  nun  der  Winkel  ^  zwischen  Walzenaxe  und  z-Richtung  in  jedem 
Augenblicke  gleich  n  x  bezw.  nx  —  J  ic,   wobei   n   den  Index   des  auszu- 
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wertenden  CJoefficienten  bedeutet ,  so  wird  CQ  =  f  (x)  cosnx  =  z  bezw. 
CQ  =  f(x)  sin  nx  =  z.  Die  Ordinate  der  zu  construirenden  Curve  ist 
also  gegeben  durch  dii^jeuige  Strecke,  um  welche  der  Faden  gh  aus 
seiner  „Null-Stellung^^  g'  h'  vin-schoben  werden  muss,  damit  er  durch  den 
ausgeschnittenen  Cur\'enpunkt  P  hindurchgeht. 


Fig.  2. 

Um  dem  Winkel  cp  die  verlangte  Grösse  zu  geben,  wird  die  Walze 
in  zweifacher  Weise  gedroht ;  erstens  um  ihre  eigene  Axe,  so  dass  x  sich 
mit  der  (ieschwindigkeit  V  ändert,  zweitens  um  die  Constructionsaxe  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  W  =  nV.  V  ist  proportional  mit  V*,  der  Winkel- 
geschwindigkeit der  Walze  b(?i  ihrer  Drehung  um  ihre  eigene  Axe.  Das 
Verhältnis  von  V  und  V'  hängt  ab  von  dem  Masstab,  den  man  bei  der 
Zeichnung  der  Curvo  für  x  benutzt.  Die  Anfangslage  der  Walze  ist 
parallel  oder  senkrecht  zur  z-Kichtung,  je  nachdem  es  sich  um  ein  Cosinus- 
oder Sin  US- Glied  handelt. 

Integration. 

Wollte  man  an  dem  Schieber  einen  Zeichenstift  befestigen, 
so  würde  dieser  auf  (»inen  mit  der  Geschwindigkeit  V  bewegten 
Papierstreifi»n  die  Curve  z  =  f(x)  cosnx  bezw.  f(x)  sin  nx  aufzeichnen. 
Statt  dessen  wird  die  Integration  direct  angeschlossen,  indem  an  Stelle 
des  fingirten  Stiftes  ein   Integrationsrüdehen  v  angebracht  wird,    wie    es 
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vou  Atnsler's  Plauimetor  Iut  bokatint;  ist.  Üiosos  ist  um  seino  in  (Ut 
z-Richtuug  gi'h'gene  Axü  ItMcht  bowo^'lich.  Ks  ix)llt  auf  oiinT  Schi'iho 
aus  Spiegelglas,  der  luti'gnitioiisscheilu»,  welche  um  die  lutegmtionsaxe 
mit  der  Winkelgeschwindigkeit  U  rotirt.  V  und  V  sind  einander  prüpor- 
tional.  K  bedeutet  den  Berührungspunkt  des  liadunifangi's  mit  der 
Scheibe.  Ändert  sioh  x  um  dx,  so  dreht  die  Scheibe  sich  um  den  Winkel 
U/ydx.  l)adun,h  wii*d  dem  I^ädcheu  eine  Drehung  übermittelt,  welche 
projMutional  ist  erstens  zudx,  zweitens  zu  JK,  dem  Abstände  des  Kiidcheos 
vom  Scheibeamittelpuukte.  Es  soll  angenommen  wenlen,  dass  r  in  J  be- 
rühre, wenu  der  Faden  des  Schiebei*s  gh  durch  0  geht.  Dann  ist 
JK  =  C(^  =  z;  die  Drehung  des  Kädchens  wird  proportional  zu  zdx  und 


J2TC 
zdx. 


seine  Gesamtdrehung,  während  x  um  2  it  wächst,  proportional 

*/   0 
Um  also  den  Wert   des   gesuchten  Intogmles  (bis  auf  einen  Factor,  der 

besonders  bestimmt  wird),  zu  erhalten,  hat  man  nur  die  Zahl  der  Um- 
drehungen dos  lutegratiousrädchens  abzuh.'sen,  was  vermittelst  einer 
Teilung  auf  dem  Käd(;hen  und  zweier  Zählscheiben  bis  auf  5  Stelleu  gtv 
scheheu  kann. 

Herstellung  dos  verlangten  Verhältnisses  zwischen 

U,  V,  W. 

Hierzu  Fig.  3,  welche  eine  Seiteuansicht  der  voixiereu  Teile  darstellt.  Um 
die  Bedingung  W  =  nV  zu  erfüllen,  ist  auf  der  Walzenaxe  ein  Stahlrad 
mit  dem  Radius  s  angebi*aeht.  Dieses  liegt  auf  der  oberen,  ebenen,  hori- 
zontalen Fläche  eines  Eisenringes  T  auf,  der  mit  der  Coustructionsaxe 
conceutrisch  ist  und  sich  um  diese  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  K 
dreht.  Der  Al)stand  des  Autlagepuuktos  von  d^»r  Oonstructionsaxe  sei 
S.  Dann  wird  vermittelst  des  Rades  s  der  Walze  die  Rotationsgeschwin- 
digkeit V  erteilt,  die  der  relativen  Ges(;hwindigkoit  R — W  des  Ringes  in 
Bt.'zug  auf  die  Walzenaxe  proportional  ist,  V'  =  S/s  (R  —  W).  V'  steht 
in  coustantem  Verliältnis  zu  V  und  zwar  wählt  man  meistens  V  =  4  V. 
Aus  der  Bedingung  W  =  nV  folgt  also  eine  Bedingung  für  das  Verhältnis 
von  R  und  W.  Dieser  in  praktischer  Weise  zu  genügen,  war  die  eigent- 
liche Schwierigkeit  hei  dem  Bau  der  Maschine. 

Es  sind  an  der  Oonstructionsaxe  2  verschiedene  Systeme  beweglicher 
Teile  zu  unterscheiden,  ein  inneres  und  ein  äusseres^  mit  den  boz. 
Rotatiousgeschwindigkeiten  W  und  R.  Zu  dem  inneren  gehört  die  Walze 
mit  dem  Stahlrad  s,  die  Stahlaxe  A  und  auf  dieser  Ix; festigt  das  Rad  n, 
zu  dem  äusseren  der  Ring  T,  das  „t'bertragungsrad"  0,  die  Kapsel  K, 
welche  r^  umschliesst.  An  K  und  ü  ist  ein  Gehäuse  H  befestigt,  in 
welches  ein  Hollonpa<ir  (r-j,  r4)  mit  gtMnoinsamer  Axe  a  eingcs(;hoben 
werden  kann;  r^  logt  sich  gegen  rj,  r3  gegen  den  feststehenden  Klotz  G, 
der  ein  Rad  ra  repräsontirt.  Jn  dem  Klotz  befindet  sich  die  Kernspitze, 
auf  der  die  äusseren  Teile  laufen.   Die  Spitze  der  Axe  A  für  die  inneren 


Teile  liegt  auf  tler  Baam  von  K  auf.  Dein  äusseren  System  wird  Dun  die 
Wiukult'CKuhiviiiüi^^kt^il  K  [iriuiür  uileilt.  Wuil  ^ub  r3  K'^g'^n  das  feste 
Und  rj  aulugt,  kutniut  aunserdiiin  L-iiie  Oreliuug  des  HoUunjiaares  utii  üie 
Axo  a  mit  der  \Viiikelg('si,liwindii;kt'it  R  -"  xu  Stande.  Weil  gicli  foruor 
r,  mit  dem  bewcgliehfu  Bad  n   berührt,  wird  diesem   und   gleichioitig 

dem  gosamteii  iunercn Sjstum  oiuo  Witikulgi^scbwiDdigkoitW=  (l — -Jr 

erteilt.  Man  kaun  mm  die  Griissi-  vou  r^  und  r,  so  iH^Ntimmoo,  ilass  das 
oben  eiwälmtü  Voiliiillnis  zH-iaulioii  W  und  K  stattündet.    Die  Bestimmung 
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Ausserdem  war  verlaugt,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  Ü  der 
lotegratioossclieibe  proportional  sei  zu  V  oder,  wass  dasselbe  ist,  zu  R. 
Um  dieses  zu  erreichen,  ist  an  der  lutcgrationsaxo  ein  Kad,  das  ,,zweito 
Übertraguugsrad''  iHjfestigt,  welches  sich  gegen  das  erste  Obertraguugsrad 
0  aulegt.  Dann  verhalten  sich  U  und  K  wie  die  Radien  der  Über- 
tragungsräder. 

Bei  sämtlichen  Geschwindigkeitsübertragungen ,  von  denen  die  Rode 
war,  kommen  Beibungsräder  und  nicht  Zahnräder  zur  Anwendung. 
Zahnräder,  welche  ebenso  genau  arbeiten,  wie  gedrehte  Roibungsräder, 
würden  ausserordentlich  kostbar  sein  und  höchst  wahrscheinlich  ihre  Ge- 
nauigkeit bald  einbüssen.  Andererseits  wurde  vor  der  Anwendung  der 
Reibungsräder  festgestellt,  dass  dieselben  tadellos  functioniron ,  wenn 
1.  der  Druck,  mit  dem  sie  aneiuaudergepresst  werden,  genügend  gross 
und  2.  der  Widerstand,  der  sich  ihrer  Bewegung  entgegensetzt,  g(»nügend 
klein  ist. .  Diesen  Bedingungen  musste  übemll  Rechnung  getragen  werden. 
So  werden  die  beiden  Übortraguiigsräder  durch  eine  Feder  aiieinander- 
gepresst;  eine  andere  Feder  drückt  da.s  Rollenpaur  (rj,  r^)  gegen  die 
Räder  rj.  r^.  Die  zweite  Bedingung  eines  geringen  Widerstandes  wird 
b*i  der  Genauigkeit,  mit  welcher  die  Maschine  gearbeitet  und  justirt  ist, 
und  der  geringen  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sie  gedreht  wird,  von 
selbst  erfüllt. 

Gebrauch  der  Maschine. 

Zur  Orientiruug  dient  Figur  4.  Auf  derselben  erblickt  man 
links  ein  Uhrwerk  mit  Gewichten,  welches  die  Maschine  in  Bewegung 
setzt.  Zwar  ist  eine  gleichmässige  Geschwindigkeit  der  Bewegung 
theoretisch  nicht  erforderlich ,  da  immer  nur  die  Verhältnisse 
von  Geschwindigkeiten  in  Frage  kommen,  aber  praktisch  dennoch  wün- 
schenswert, weil  die  schweren  Metall massen  zu  träge  sind,  um  plötzliche 
Geschwindigkeitsänderungen  fehlerfrei  mitzumachen.  Der  Arbeitende  bo- 
ßndet  sich  nicht  unmittelbar  an  der  Maschine,  sondern  beobachtet  durch 
ein  Femrohr  in  der  Entfernung  von  3  m.  Hierdurch  wird  einmal  die 
Bequemlichkeit  ausserordentlich  vermehrt,  andererseits  worden  parallaktische 
Fehler  bei  der  Einstellung  des  Schiebers  vormieden.  Über  dem  Faden 
des  Schiebers  befindet  sich  ein  Spiegel,  in  welchem  der  Beobachter  das 
Bild  der  Walze  und  der  beiden  Fäden  erblickt.  Seine  Aufgabe  ist  es, 
den  Schnittpunkt  der  Fäden  beständig  auf  die  Curve  einzustellen.  Zu 
diesem  Zwei-ke  dreht  er  mit  seiner  Rechten  eine  Kurbel,  durch  die  ver- 
mittelst einer  Uebertragungsstange  und  einer  Schraube  der  Schieber  be- 
wegt wird.  Eine  Schnur  zu  seiner  linken  führt  zu  einer  Bremse  des 
Uhrwerks.  Durch  diese  kann  das  Uhrwerk  angehalten  oder  sein  Gang 
verlangsamt  werden.  Das  letztere  ist  wichtig,  wenn  die  Curve  sehr  steile 
Partien  hat  oder  gar  unstetig  verläuft,  so  dass  es  bei  unverminderter 
Geschwindigkeit  derselben  zu  folgen  schwierig  bez.  unmöglich  wäre. 

Als  ein  Vorzug   der  Maschine   darf  es  angesehen  werden,   dass  die 


I.  Abteilung. 

Aufeei(AnHng  der  Ourvu  mit  dor  Maschine  selbst  geschehen  kano,  ohne 
datjs  HS  nötig  würu,  nuut;  Hilfstnittt;!  z\x  bciiutzcu.  Zu  diesem  Zwecke 
wird  (lio  Wulzi'  in  di;r  Z-Iüi.-htuug  feHtgestellt ,  in  glijic'hcr  Richtung  ein 
Masstah  an  dt^ni  Ui'sti'll  di-r  Masi^hint;  augi'bracht.  Auf  dem  Schieber 
bciindut  sich  eine  Mürbe,  wclithi'  sich  gegen  den  Uasatab  anlegt;  man 
sti'llt  mit  diese)'  diti  V-(JoordiuaU'  des  zu  zeiuhDendcn  Curvonpaalctus  ein. 
Für  die  Ginstullung  der  X-Coordinatu  wird  das  Übertragungsrad  0  benutzt, 
auf  dum  uine  Teilung  aogobracht  ist  Dreht  mau  dieSüs  um  einen  Sealen- 
teil vorwärts,  80  bewegt  sich  die  Walze  um  ein  bostimmtes  entsprechendes 
Stück.  Der  an  di>m  Schieber  befestigb)  Zeichenstifl:  ist  eigcDtümlich 
conKtruirt.  Er  ist  in  einer  Hülse  drehbar  und  wird  durch  eine  Feder 
von  der  Walze  abgehoben.  Will  man  einen  Curvenpunkt  markircn,  so 
drückt  mau  den  Stift  herunter   und   erteilt  ihm   eine  Rotation   um  seiue 


Fig.  i. 

Axc.  Fr  wird  im  Allgemeinen  eincD  kleinen  Kreis  zeichnen,  deseon 
Mittelpunkt  in  jedem  falle  den  richtigen  Punkt  darstellt.  Auf  diese 
Weise  werden  Fehler  wegi-o  excentrischer  Ijige  des  Stiftes  oder  nn- 
gleicb massiger  Abnutzung  der  8|iitzi>  mühelos  vermieden.  Mehr  noch 
würden  ins  Oewicht  fllllen  Fehb'r,  welebe  durch  Verzerrung  oder  Ver- 
blendung des  I'a|iiers  hervovgerufi.'n  viinlen  müsslen,  wenn  man  die  Zeich- 
nung etwa  auf  dem  Keishrette  ausführen  und  das  Papier  oacbtriiglich 
auf  die  Walzo  bringen  wollte.  Diese  sind  bei  der  besuhriebenen  Methode 
von  vom  herein  ausgcBchloSsen. 


r\ 
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Ist  die  Curve  aufgezeichnet,  so  kann  man  zur  Coefficientenberechnung 
schreiten.  Man  setzt  zunächst  das  zu  dem  botn»fifonden  Gliede  gehörige 
RoUoDpaar  ein ,  giebt  der  Mikrometei-schraub«»  die  entsprecht»nde  ein  für 
alle  Mal  bestimmte  Stellung,  rogulirt  die  Anfangslage  der  Walze  und 
zwar  in  verschiedener  Weise,  je  nachdem  v'm  Sinus-  oder  Cosinusglied 
berechnet  werden  soll;  endlich  liest  man  die  Stellung  des  Integratjons- 
rfidch(»ns  vor  und  nach  der  Integration  ab;  die  Differenz  der  Ablesung 
ergibt  bis  auf  einen  Fa<^tor  den  gesuchten  Coefficienten. 

Was  die  Justirung  betrifft,  so  ist  es  nur  nötig,  die  folgenden  3  Axen: 
die  Integrationsaxo ,  die  Drehungaaxe  des  oben  beschriebenen  äusseren 
und  die  des  innenm  Systemes  parallel  zu  stellen,  die  beiden  letzteren 
Axen  zu  centriren  und  die  Schienen  zu  reguliren,  zwischen  denen  der 
8<!hieber  gleitet.  Dagegen  ist  es  z.  B.  nicht  nötig,  dass  die  Axe  der 
Walze  und  der  Kreis  y  =  o,  wie  der  Einfachheit  der  Beschreibung 
wegen  angenommen  wurde,  durch  die  Constructionsaxe  hindurchgeht,  ein 
Umstand,  welcher  bei  der  Einrit^litung  der  Mi krometorsch raube  benutzt 
ist;   auch    ist  die  genam^  Ijagemng  d«is  Planimeterrädchens   gleichgültig. 

Um  von  der  Qenauigkeit  ein  richtiges  Bild  zu  erhalten,  fasse  man  die 
Int^grationszahlen  g«»ometrisch  als  Amplituden  der  betreffenden  Sinus- 
(Co.sinus-)  Function  auf.  Sie  lassen  sich  dann  in  Millimetern  angeben 
und  zwar  liegt  ihr  Wert  bei  den  I)iinension«»n  der  Maschine  zwischen  0 
und  100  mm.  Der  Felder  ist  dabei  fttets  kleiner  als  '/lo  mm.  Eine 
etwaige  Ungenauigkeit  in  der  Bewegung  des  Räderwerkes  ist  an  einem 
Teilkreise  zu  erkennen.  Dieselbe  wird  durch  Interi)olation  zwischen 
2  Beobachtungen  leicht  herausgeschafft. 

Unterschiede  mit  Sir  W.  Thomson's  Harmonie  Analyser. 
Dieselben  bestehen  hauptsächlich  in  folgenden  Punkten:  a)  Während 
bei  dieser  Maschine  die  einz(»lnen  Glieder  nacheinander  berechnet  werden, 
liefert  die  Thomson'sche  Maschine  die  Coefficienten  gleichzeitig.  Der 
dadurch  erzielten  gröss(»rc»n  Schnelligkeit  steht  alltM'dings  eine  bedeut«?nde 
Complication  dos  Baues  gegenüber.  Denn  es  sind  dort  gewissermassen 
so  vi»'l  besondere  Integrirmaschinen  neb(»n(Mnander  gesetzt,  als  Coefficienten 
bestimmt  werden  soll»*n.  b)  Thomson  wendet  die  Cyliuder-Kugel-Integra- 
toren  J.  Thomsons  und  nicht  das  Planiineterrädt^hen  an,  weil  das  Gleiten 
des  Küdchens  in  d(T  zu  seiner  Ebene  senk  reichten  Richtung  zu  Fehlem 
Veranlassung  gebe.  Die  hier  benutzte  Einrichtung  wird  von  diesem  Vor- 
wurf wohl  nicht  getrofTen,  weil  die  gleitende  Bewegung  des  Rädchens 
gegen  die  rollende  bedeutend  zurücktritt,  was  durch  passende  Wahl  des 
Durchmessers  der  Übertragungsräder  möglich  war.  c)  Thomsons  Analysator 
wertet  die  Glieder  bis  zu  n  =  3  aus,  hier  ist  diese  Beschränkung  bei 
flei"stellung  d»»r  nötigen  Roll»>npaare  nicht  vorhanden,  d)  Thomson  benutzt 
bei     Gescliwindigk«»itsübertragungen     Zahnräder,     hier    sind    principiell 

Reibungsräder  eingeführt  worden. 

(A.  Sommerfeld.) 
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Zum  Instrument  von  Sommerfeld  und  Wiechert.*) 

Dies  Instrument  unterscheidet  sich  wesentlich  von  den  bisher  be- 
schriebenen. Die  Integration  wird  durch  eine  Amsler'sche  Registrirrolle 
bewirkt,  welche  auf  einer  geschlifiPeuen  Glasplatte  läuft.  Zugleich  ist  das 
Gleiten  dieser  Bolle  möglichst  vermiudert  Der  von  Sir  Wm.  Thomson 
gerügte  Fehler  dieser  Rollen  wird  jedenfalls  nur  sehr  gering  sein. 

Die  Curve  y  =  f  (x)  ist  auf  einen  Cyliuder  verzeichnet.  Die  Zer- 
legung von  y  geschieht  hier  nicht  durch  eine  harmonische  Bewegung, 
sondern  dadurch,  dass  sich  der  Cylinder  während  einer  Umdrehung  um 
seine  Axo  zugleich  um  eine  zur  letzteren  senkrechte  Axe  dreht 

Das  sinnreiche,  vorstehend  genau  beschriebene  Instrument  wird  un- 
zweifelhaft grosse  Genauigkeit  geben.  Es  erfordert  aber  für  jeden 
Coefücienten  Aq  und  Bn  ein  besonderes  Durchlaufen  der  Curve.  Dieses 
dürfte  für  eino  speoielle  Untersuchung  im  physikalischen  Laboratorium 
von  geringer  Bedeutung  sein.  Handelt  es  sich  aber  darum,  eine  grosse 
Anzahl  von  Curvon  zu  analysiron,  so  ist  dies  ein  wesentlicher  Nach- 
teil. Im  meteorologischen  Institut  in  I^ondon  sind  für  den  Zeitraum 
von  zwölf  Jahren  die  täglichen  barometrischen  und  thermometrischen 
Curven  analysirt  und  zwar  bis  zu  den  Gliedern  n  =  3.  Mit  dem 
Instmmente  von  Sommerfeld  und  Wiecheit  wäre  also  die  Arbeit  sieben- 
mal so  gross. 

Es  mag  hier  noch  bemerkt  sein,  dass  Tliomson's  Analysator,  wie  er 
in  der  Metereological  Office  ausgeführt  ist,  Vorrichtungen  besitzt,  um 
durch  Einschalten  von  Rädern  auch  höhere  Coefficienten  als  die  für  n  =:  3 
zu  bestimmen. 

Im  Vergleich  mit  den  von  mir  (Nr.  90)  angegebenen  Analysatoren, 
die  allerdings  nur  im  eraten  Modell  hergestellt  sind,  ist  her\'orzuheben, 
dass  mein  Bestreben  dahin  ging,  ein  Instrument  zu  schaffen,  welches 
billig,  transportabel  und  leicht  zu  handhaben  ist,  welches  also  namentlich 
für  technische  Zwecke  dienlich  wäre,  wo  es  auf  äusserte  Genauigkeit 
nicht  ankommt.  In  dieser  Beziehung  dürfte  die  Construction  von 
Wm.  Sharp  sich  l>osonders  auszeichnen,  welche  ich  in  kurzer  Zeit  aus- 
geführt zu  sehen  hoffe.  Es  wird  in  Grösse  und  Handlichkeit  einem 
Amsler'schen  Integrator  oder  einem  Coradi'schen  Integraphen  gleich- 
kommen und  wie  diese  auf  das  Roissbrett  gelegt,  auf  dem  die  Curve 
gezeichnet  ist. 

An  Genauigkeit  wird  es  aber  wohl  von  dem  Instrumente  von  Sommer- 
feld und  Wiechert  erheblich  übertroffen  werden. 

(0.  Henrici.) 


•)  Wir  schal ti^n   hier  eine   uns   von  Herrn  Htmrici  im  Nachtrag  zu  seinem 
im  I.  Teile  des  Katalogos  veröffentlichten  Aufsatze  zugehende  Note  ein. 

Die  Redaction. 
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92      Into|p*ator    znr   numoriM^hon   Auswortunir    des   oloktromagnotischen 
Punkt-Potentials,  von  Riad,  phys  J.  Schütz  in  München, 

Sei  mit  R  irj^end  eine  geschlossene  Strombabn,  mit  P  ein  Punkt 
ausserhalb  derselben  und  mit  V  das  magnetische  Potential  eineji  die 
Strombnhn  S  mit  der  Intensität  1  dnrcbfliessenden  elektrischen  Stromes 
im  Punkte  P  bezeichnet,  so  ist  V  =  k<I*,  wo  k  eine  (^onstiinte,  und 
<^  ein  Intepral  bedeutet,  dessen  analytische  Auswertung  nur  in  ver- 
einzelten speciellcn  Füllen  möglich  ist.  Doch  hat  dieses  Integral  be- 
kanntlich eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeutung;  legt  man  nämlich 
durch  den  Punkt  P  und  irgend  einen  i^unkt  A  der  Stronibahn  eine 
Gerade  PA,  und  lässt  diese  längs  der  Leitlinie  S  einen  Kegelmantel 
erzeugen ,  so  schneidet  dieser  ans  einer  um  den  Punkt  P  mit  dem 
Radius  1  geschlagenen  Kugeloberfläche  eine  Calotte  heraus,  deren 
Flächeninhalt  dem  4>  proportional,  oder  —  bei  passender  Wahl  der 
Constanten  k  —  geradezu  gleich  ist. 

Sei  B  ein  dem  Punkte  A  unendlich  benachbarter  Punkt  auf  S, 
ferner  PM  eine  ganz  beliebig  durch  P  gelpgt^;  feste  Gerade,  so  werden 
die  drei  Geraden  PM,  PA  und  PB  die  oben  dcÜnirte  Ginheits- Kngel- 
oberfläche  in  drei  Punkten  M',  A',  B'  durchstossen,  welche  ein  sphärisches 
Dreieck  von  der  Grösse  d<l>  =  pda  bestimmen,  wenn  da  der  Winkel 
ist,  den  die  Elienen  PMA  und  PMB  einschlicssen  und  p  die  Projectiou 
des  Kreisbogens  M'  A'  auf  PM  i^t.  Die  gesamte  Calotte  wird  so- 
mit sein: 

.2:1 


pda, 
o 


wol)ei  p  im  Allgemeinen  von  Punkt  zu  l'nnkt  variirt.  F^s  sei  noch  der 
Fusspunkt  der  Projection  der  PA'  auf  PM'  mit  N  hezeitjhnet,  so  dass 
p  =  M' N  ist.  Beim  vorliegenden  Apparate  nun  ist  PA*  die  optische 
Axe  eines  Fernrohres;  PM'  ist  die  Axe  eines  cylindrischen  Stabes;  in 
einer  spangenartigen  Durchbrechung  dieses  Stabe.«»  ruht  das  Fernrohr 
so,  dasß  es  in  der  El)ene  MTA'  um  den  Punkt  P  drehbar  ist.  Das 
Fernrohr,  beziehungsweise  eine  halbhülsen lornnge  Verlängerung  des- 
selben trägt  im  Punkte  A'  ein  Stäbchen  A'N.  Der  Stab  PM'  trägt  eine 
auf  ihm  verschiebbare  Kreisscheibe,  deren  Ebene  normal  auf  PM*  steht. 
An  dieselbe  ist  möglichst  nahe  ihrem  Mittelpunkte  ein  Röhrchen  ange- 
lötet. Durch  dieses  Röhreben  nun  ist  dais  Stäbcheu  A*N  bindurch- 
gesteckt.  Letzteres  ist  somit  gezwungen,  bei  jeder  Lage  des  Fernrohres 
normal  zur  Axe  PM'  zu  bleiben.  Genau  unterhalb  M'  befindet  sich 
eine  zweite  horizontiile  Kreisscheibe  derart,  dass  sich  die  oben  er- 
wähnte verticale  Scheibe  auf  ihr  mit  Friction  bewegt.  Diese  Scheiben- 
vorrichtung,  welche  der  Vorfertiger  auf  eine  im  math.  Seminar  der 
Herren  Profi*.  Dyck  und  Finsterwalder  erhaltene  Anregung  hin  getrofien,  ge- 
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stattet,  das  Resultat  direct,  ohne  Verweodang  eines  eigenen  Plani- 
meters,  abzulesen.  Hiezu  braucht  nur  die  horizontale  Scheibe  mit  einer 
Einteilung  und  einem  fixen  Zeiger  versehen  zu  sein.  Man  justirt  den 
Apparat  so,  dass  der  Durchschnittspunkt  des  Ocular-Fadenkreuzes  mit 
dem  Aufpunkte  P  zusammenfallt.  Hierauf  sucht  man  mitt«lst  des 
Fernrohres  die  ganze  Strombahn  S  ab.  Unsicherheit  in  der  Führung 
des  Fernrohres  hat  auf  das  Resultat  keinen  Einfluss.  War  zu  Anfang 
der  Zeiger  auf  0  gestellt,  so  zeigt  er  zum  Schlüsse  die  Zahl  an,  welche 
dem  Werte  ^  zukommt. 

(J.  Schütz.) 

93  Modell  des  Reitz*sehen  Ebbe-  und  Flntinteg^rators,  ausgestellt  von  der 
Seewarte  Hamburg,  Diroctor  Geh.  Adm.  Hat  Neumayer 

Dieser  Integrator  ist  auf  Helgoland,  in  Cadix  und  Marsoillo  in  Thätigkcit. 
Das  Modell  besitzt  keine  Vornchtuog  zum  Rcgistriren  der  Flutcr- 
soheinungen. 

94  Modell  fOr  das  Prinelp  des  Seewe^i^-Intcgrators ,  construiit  von  Reitz 
in  Hamburg,  berechnet  und  ausgestellt  von  Prof.  H.  Schubert,  Johanneum 
Hamburg. 

Eine  Besehreibung  befindet  sich  beim  Modell. 


II.  Abteilung. 

Geometiie. 

H.    Zeichenapparate. 

«6      TeiloD^iDMstab,    D.  R.-P.  Nr.  55912,    Zusatz   3726, 
Bs^eath,  RUBgestellt  vod  i.  FrledHMI,  Bayreuth, 


Das  TnRtrnineDt  ist  in  emier  Linie  xnm  Teilen  von  Strerkea  he- 
sUraml,  kann  aber  in  gewissem  Umrande  anch  nia  Miitistab.  Winkel- 
messer, Lineal  unil  7<irkel  hvnulzt.  nenlen. 

Die  EinrithtuDü  nnil  «W  Ueliranch  heim  Teilen  einer  geKebenen 
Slrecke  in  eine  Anzahl  gleifilier  Teile  erhellen  aus  obiger  Abbildung. 
Eine  auf  der  Miltellinie  iler  Pnnillelugriininie  angebrachte  Scitln  mit 
Nonina  dient  znni  Ablrnrn  der  Lilnge  irgend  einer  xwischeD  die  End- 
siiilzen  gerassten  Slre<'ke.  Mit  einer  der  beiden  Fiihrnngaalnugen  ist 
ein  Transporteur  verbunden. 

(F.  Adnmi.) 

Zlrkeleinsati  für  Wlobelilrittelnn;  nnd  Wlnkelconslnti'tloii ,  von 
Hauptmann  Himes  in  Berlin,  antgelTihrt  in  der  Fabrik  mathemali neber 
Instrnmente  von  C.  Rilfler,  Miinehen,  Neaaelwang. 

Die  Vorrichtung,  Fig.  1,  besteht  ans  dem  Ginantzatfick  DE,  welebea 
lam  Einsetzen  in  einen  Zirkel  dient  und  dem  Gabelstück  BC.  Letzlerea 
ist  mit  dem  Einaul zstiick  bei  E  durch  einen  StilX  derart  verbunden, 
dass  die  Spitzen  B  nnd  IJ  bei  jeder  ÜiTnung  des  Zirkels  (durch  Auf- 
stellen  nnf  daH  Papier)  mit  der  Zickelapilze  A  in  eine  gerade  Linie  ge- 
bracht werden  können. 

15 
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II.  Abteilung. 


Uro  einen  beliebigen,  unter  120  Grad  betragenden  Winkel  NAP  za 
dritteln  (Fig.  2),  trägt  man  auf  dem  Schenkel  AN  die  Entfernung  BC 
des  Instrumentes  gleich  AM  ab,  schlägt  mit  AM  um  M  einen  Kreis,  bezw. 
Bogen  und  zieht  MQ  parallel  AP.     Dann  setzt  man  die  Zirkelspitze  A 


Fig.  2. 

in  A  ein  und  bewegt  das  Gabelstück  schleppend  mit  der  Spitze  C  auf 
MQ,  bis  die  Spitze  B  auf  dem  Kreisumfange  steht.  AC  ist  dann  die 
Dritteluugslinie  des  Winkels  NAP. 

Beweis.     Man  ziehe  den  Halbmesser  MB,  dann  ist 

<  PAC  =  ACM  =  CMB  =  l  MBA  =  J  MAC 

oder  =  ;  NAP. 

(Hermes.) 

97  Zirkel  mit  vier  Spitzen  nach  Fiorlnl-Yergnano,  ausgestellt  von  Ingenieur 
P.  Fiorini,  Turin. 

98  Zwei  Zeichonapparate,    Fcriipniiktlineal    und  Grosskreiszirkel,   von 
H.  Wiener,  Privatdoc,  Univ.   Halle  a.  S. 

1.  Fernpunktlincal. 

Liist  die  Aufgabe:    Nach   dem    unerreichbaren   Schnittpunkte   zweier 
gegebener  Geraden  sollen  durch  gegebene  Punkte  Gerade  gelegt  werden. 

2.  Grosskreiszirkel. 
L()st  Aufgaben,  wie: 

Durch  drei  gegebene  Punkte  soll  ein  Kreis  gelegt  werden,  wenn  auch 
der  Mittelpunkt  unzugänglich  ist. 

Durch    zwei    gegebene    Punkte    ist    ein    Kreis    von  gegebenem  sehr 
grossen  Radius  zu  zeichnen. 

(H.  Wiener.) 
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99  PerapeetiTÜneal  (Fluchtpnnktschlene),  coiiRtniirt  vom  Aussteller  im 
Jahre  1890,  hergestellt  vou  der  Firma  J.  Schröder  in  Darmstailt.  Prof. 
Mehmke,  teehn.  Hochschule  Darrnntadt. 

Dieses  Instrument  dient  zum  Ziehen  gera<ler  Linien  nach  ausserhalb 
der  Zeichenfläche  liegenden,  nicht  mit  dem  F^ineal  erreichbaren  Punkten 
und  bildet  eine  neue  Form  des  bereits  vor  dem  Jahre  IHH  von  Peter 
Nidielson  erfundenen  „Centrolineals",  das  von  Strcckfuss  wieder  gefunden 
und  1865  von  ihm  unter  dem  Nameu  „Fluchtpuuktschiene"  beschrieben 
worden  ist.  Es  beruht  auf  dem  Ratze,  dass,  wenn  in  der  Ebene  zwei 
von  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidenden,  starr  mit  einander  ver- 
bundenen, bewegten  Geraden  durch  feste  I*unkte  gehen,  auch  die  dritte 
durch  einen  festen  Punkt  läuft  und  besteht  demgcmäss  aus  drei  durch 
einen  Bolzen  verbundenen  und  um  diesen  drehbaren  Linealen,  der 
Zeichenschiene  und  zwei  F^eitHchieuen,  w^elche  mittelst  einer  Flügel- 
schraube gegenseitig  festgestellt  werden  köuuen. 

Neu  ist  an  dieser  Construction  :  1)  dass  die  festen  Stützpunkte  der 
Leitachienen  nicht  durch  leicht  sich  verbiegende  Nadeln  oder  dünne 
Stifte,  sondern  durch  Messingcylindcr  von  1  cm  Durchmesser  dargestellt 
und  dementsprechend  zur  Wahrung  der  geometrischen  Richtigkeit  die 
Kanten  der  Leitschienen  um  0,5  cm  parallel  verlegt  sind ;  2)  dass  nach 
dem  Übergang  von  einem  rechts  liegenden  unzugänglichen  Punkte  zu 
einem  links  liegenden  oder  umgekehrt  durch  eine  bequem  ausführbare 
Umstellung  die  nun  oben  liegende  Kante  der  Zeichenschiene  Zeichen- 
kante wird  (d.  h.  duich  die  Axe  des  Bolzens  geht),  was  dadurch  er- 
reicht ist,  dass  <ler  Holzen  njich  dem  Lösen  der  Flügelschraube  durch 
einen  Schlitz  im  Kopfe  der  Zeichenschiene  aus  der  ersten  Lage  in  eine 
zweit«  gebracht  werden  kann,  wobei  die  beiden  Kanten  der  Zeichen- 
schiene ihre  Rollen  vertauschen ;  i\)  dass  es  durch  Anbringung  von 
Teilungen  an  den  Kanten  der  Zoichenschiene  ermöglicht  ist,  das  In- 
strument unmittelbar  auf  einen  unzugänglichen  Punkt  einzustellen,  der 
in    bekannter  Richtung   und  Entfernung  von  irgend    einem  Punkte  der 

Zeichenfläche  sich  befindet. 

(Mehmke.) 

100  Ellipsenzirkel,  nat-li  Antrabe  vom  Prof.  K.  Rohn,  a.  d.  techu.  Hoch- 
schule I)resd«Mi. 

Dersi'llH»  hrrnlit  darauf,  dass  «»ine  Strockc  sich  mit  ihvon  En<lpunkton 
auf  zwiM*  stMiknM-htiMi  Orradcn  bcwr^t.  Statt  der  l*unkt«?  sind  gn.)Sso 
Kreisscheibpn  InMuitzt,  die  in  zu  cinandtT  n'chtwinkli^tMi  Rahmen  g<»führt 
worocn. 

101  Zwei  Ellipsographeii  von  P.  C.  Braun  S.  J.  in  Manasr-hein  (rngam), 
voi-foi-tiict  und  ausgestellt  von  A.  Kreldl,  Fal»rik  piiysikalisclier  Apparate 
in  Prag. 

15^ 
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G.  Abteilung. 


Der  Eilipsograph,  welcher  in  Fig.  A  in  einer  einfacheren,  in  B  in  der 
vollkommeneren  Form  dargestellt  ist,  besteht  im  Wesentlichen  aus  einem 

centralen   Ständer  S,   mit   der 

Axc  C  und    einem    um    diesen 

bu  •-KÄS«<*s^'*»^ets:Ä^"^v''~'^KSÄ».     beweglichen  kuieförmigen  Führ- 

ungsarm  Cgc,  dessen  Knie- 
winkel durch  eine  im  Knie 
angebrachte  Klemmschraube  auf 
eine  bestimmte  Grösse  einge- 
stellt werden  kann.  Ck)ncentrisch 
zu  C  und  am  Ständer  fest,  sitzt 
ein  Rad  (oder  Scheibe)  R  und 
centrisch  zu  c  ein  Rädchen  r, 
deren  Halbmesser  genau  im 
Verhältnis  2:1  stehen.  Das  Rädchen  r  sitzt  fest  auf  einer,  durch  den 
Führungsarm  gc  hindurchgehenden  diehbaren  Axe,  die  unterhalb  des 
letzteren  din  Zeichenvorrichtung  trägt.  Dies«»  besteht  zunächst  aus  einer 
länglichen,  n^chtwinkligeu  Platte,  welche  an  derselben  Axe  c  festgenietet 
ist  und  ein  Hohlprisnia  von  rechteckigem  Quei*schnitt  trägt,  in  welchem 
das  dt^n  Zeichenstift  tragende  Stäbchen  v(M^choben  und  in  geeigneter  Ent- 
fernung festgeklemmt  wenieu  kann. 

Di(i  beiden  Kader  (bezw.  Scheüjcn)  R  und  r  stehen  so  in  einer  me- 
chanischen Verbindung,  da.^s  die  Drehung  des  »»inen  auf  dem  anderen  fort- 
geleib't  wird.  Diese  Verbindung  ist  in  Fig.  A  durch  eine  geeignete  Kette 
bewirkt,  welche  über  das  Knie  g  geleitet  wird.  In  Fig.  B  erscheint  die  er- 
forderliche Verbindung  durch  Zahnräder  hergestellt. 

Dass  bei  dieser   Verbindung  der  Zeichenstift  eine   Ellipse   beschreibt, 
folgt  entweder  aus  bekannten  Sätzen  über  die  Bewegung  der  Ebenen  des 
grossen  und  kleinen  Cardankreises  gegeneinander,  kann  aber  in  elemen- 
tarer   Weise    auch  aus   Fol- 
gendem   entnommen    werden 
(Vergl.  die  Hilfsfigur).  Wird 
der    (knieförmige)    Zeichen - 
arm   0  c   mit  dem   StiftJiebel 
c  k    aus    der  Anfangsposition 
um    den    Winkel   a   gedreht, 
so  hat  sich  der  Stifthebel  ck, 

vermögt?  der  oben  beschriebenen  Übertragung  der  Drehung  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  um  ß  =2a  gedreht.  Es  ist  somit  die  Ordinate  uk  = 
(Cc'  —  c'k*)  sina,  während  die  Kreisordinate  uk' =  (Cc'  -|- c'k')  sina  ist, 
so  dass  beide  Oixiinaten,  wie  nachzuweisen  war,  ein  constantes  Verhältnis 
haben.  (Man  vergl.  hiezu  auch  den  unter  Kinematik  in  Abteilung  III 
ausgestellten,  auf  demselben  geometrischen  Princip  beruhenden,  jedoch 
anders  ausgeführten  Eilipsographen  von  Slaby.)  /P    r    R 


(icoiiu'trie.     H.  229 

102  KegelsohnittKirkel,  niwh  Angabo  von  Oborlohror  Hildebrandt,  Braunsohwoig 
(D.  R.  P.  5G560)  ausgeführt  und  ausgestellt  von  0.  Günther,  Mochanikor 
an  der  tochn.  Ilochsehulo  zu  Braunsohwoig. 

Der  Keg»dschnittzirk«»l  von  I>r,  liildebnindt  beruht  auf  dem  Dandelin'- 
schen  Sat^o: 

„Schneidet  man  einen  Umdrehungskegel  dun^h  eine  Ebene  und  eon- 
struirt  diejenigen  bi»id«'u  Kugeln,  welche  K«»g<'l  und  El)ene  zugleich  be- 
rühren, s<)  sind  die  Punkte,  in  denen  die  Eb»;no  von  d(ui  Kugeln  berührt 
wird,  die  Brennpunkte  des  betrefTi.'nden  Kegels(dinitt(.'s." 

Die  sehneidende  Ebcme  wird  vom  Zeiehnungsblatt  dargestellt,  der 
Kegid  vo!n  Instrument  (hulurch  erzeugt,  dass  um  eine  feste  Axe  ein 
stabffirmiger,  in  einer  Hülse  versehiel)barer,  und  «lurch  sein  (lewicht 
immer  auf  der  Zeiehenebeue  aufsitzender  Zeichenstift  in  crjustanttT  Neigung 
zur  Axe  rotirt.  Die  Kegelaxe  sell>st  ist  um  einen  mit  dem  Fussi*  des 
Instrumentes   fest    verbundenen    ]^lnkt   in   einer  Ebene    verstellbar  und 


trägt  in  unveränderliehem  Abstan«!  ein  mit  Fi xii'seh raube  versehenes  Hohl- 
j)risma,  durch  welches  ein  wieder  verstellbanT,  knMsl»ogenf()rmiger ,  mit 
Tiradteilung  versehener  Bügel  läuft,  der  tangt»ntiell  die  Hülse  des  Zeiehen- 
stifts  trägt.  Durch  Combination  der  M<'>glichkeiten,  die  Axenriehtung  und 
den  am  Bügel  ablesbaren  Axeiiwinkel  zu  verändern,  kann  man  schliesslich 
jeden  gewüns<'ht«'n  K*egelschnitt  innerhalb  gewisser,  durch  das  Modoll  ge- 
gelx'ner  Dimensiom^n  hervorbringen.  Der  Abstand  des  Justirpunktes  der 
Kegelaxe  ist  sr)  gewählt,  da*<s  dessen  am  Fusse  markirte  Proj(.?<;tion  den 
einen  Brennpunkt  des  zu  zei<thnenden  Kegelschnitts  sofort  darstellt.  Man 
vergl.  im  Übrigen  den  dem  Modelle  beigegebenen  Prospect.  Der  Preis 
des  Instrumentes  beträgt  36  Mk.  (Kleiber.) 
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103      Elliptograph  nach  Bursiow,  aus^^cfühit  un<l  aus^e.stclit  von  W.  F.  Stanley, 

1^)11(1011. 

Dieser  Elli|)so«rrai)h  berulit  auf  einer  Ausführung  des  folgendeo  üo- 
dankcms:  Ist  OA  ein  um  U  in  Bewegung  ))0tindliehe8  (llied,  und  zieht 
mau  jeweils  duirh  den  Fusspunkt  A'  der  von  A  auf  eine  dureh  O  ge- 
zogene Axe  g(»fallten  Seukreehtcn  zu  <>A  pai'allel  eine  Linie  A'E  von 
fest  gewählter  Länge,  so  bescliroibt  E  eine  Ellipse. 


Der  Fuss])unkt  A'  wird  in  bekannter  AW»ise    dadurch    erhalten,    dass 

man  ein  in  A  befestigtes  ei*stes  llilfsglird   AU  mit  dem  Ende  B  und  ein 

um  den  Mittidi»uiikt  C  von  AB  drehbares  zweites  Ililfsglied  CA'  von  der 

[iiingo  V«  A  r>  mit  seinem  Endpunkt  A'  auf  d^r  Axe  gleiten  lässt.  —  Die 

l*arallelfühi-ung  der  (.ilieder  A'K  und  OA   wird  nicht  kinematisch  dureh 

ein/u.s(lialtfn(ie  l*aialbdogramme,   sondern    praktisch   dun*h  Legung   einer 

Kette  über  AOA'  besorgt.     Die    Längtm  UA   und  A'E  des   Instrumentes 

sind  veränderbar.     (Man  vergl.   Math.  Drawing  and  measuring  instrumouts 

etc.  von  W.  F.  Stanlev,  Lond(m). 

(Kleiber.) 

104  Cymograpli,  von  Prof.  Willis,  ausgefühi-t  und  ausgestellt  von  W.  F.  Stanley, 

l^mdon. 

Der  Apparat  bezweckt,  eine  vorgegi^bene  Zeichnung  oder  die  Contur 
(jini^s  Oesimses  etc.  in  wahrer  (i rosse,  al)er  gegen  die  Position  des  Originals 
[»arallel  v(»i-schol)cn  erscheinend,  wiiMlerzugeben.  Kinematisch  erledigt  sich 
die  Lr)sung  dos  Troblems  durch  einen  Apjiarat,  der  aas  zw(?i  Gelenk- 
parallelogrammen mit  gemeinsamer  Seite  a  bestellt.  Hält  man  von  den 
zw(ä  zu  a  noch  parallelen  Gliedern  das  eine  fest  und  boscrhreibt  mit  einem 
Punkte  A  des  andern  die  Originalügur,  so  wird  jeder  Punkt  B  desselben 
Oliedes  eine»  mit  dieser  congruente  und  entsprechend  vei'schoben  er- 
scheinende Z<'iclinung  lief(Mii.  —  (Man  vergl.  Math.  Drawing  and  measu- 
ring instrumcnts,  vic  von  W.  F.  Stanley,  lA)ndon.) 

(Kleiber.) 

105  Serie  von  Ellipsen,  als  Curvenlin<>ale  zu  g(.'brau<-hen,  von  W.  F.  Stanley 

Lon<lon. 

106  Appairut  zur  Erzciijürini^  einer  Cyklolde,    von  M.  Spott,    Keallehrer    in 
Neustadt  a.  H. 

Um  eine.Cykhdde  zu  erzeugen,  wird  ein  dünner  Metallntab  an  einer 
Schultafel  befestigt.  Läng.s  desselben  wiid  mittels  eines  Handgriffes 
eine   kreisförmige  Metallmheibe   bewegt,   wobei  an  einer  der  Peripherie 
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nahen  Stelle  ein  Stück  Kreide  fedornd  angebracht  ist.  Um  eine  Epi- 
cykloide  bezw.  Ilypocykloide  darssn stellen,  wird  genannte  Scheibe  über 
einen  aus  dünnem  Metalle  beistehenden  und  an  der  Schnltafel  zu  be- 
festigenden Kreisring  gefühlt  und  zwar  im  ersten  Falle  auf  der  cou- 
vexen,  im  zweiten  auf  der  coucaven  Begrenzung.  (Preis  incl.  VeriMickung 

25  M.) 

(M.  Spott.) 

107      Zwei  i'ykloidenapparatc,  von  Iiigcniour  K.  A.  Mayer  in  p]inbock  (Uanuovcr). 

Dür  ersto  Apparat  dient  zur  morhanisuhou  Erzeugung  dor  llypo- 
oykloideu,  der  zwoito  (nur  in  Zoiclmung  dargostollt)  zur  Erzeugung  dor 
Epitrykloidon. 

Man  vergl.  hi<?rzu  noch  dio  in  Abteilung,'  III  unter  Kinematik  aufge- 
führten Apparate  zur  mechanischen  Erzeugung  ebener  und  si)häris<.her 
Curven. 


106      Porspeetoirniph  von  M.  Stühler  (D.K.P.  03199  und  t^JGO),    verfeiÜKt  uml 
ausgestellt  von  J.  Herrmanstörfer  in  Nürnberg. 

Der  Apparat  ist  zum  Entwerten  von  Perspectiven  bestimmt  und  von 
denkbar  einfachster  Art,  Ein  (iummifaden,  am  einen  Ende  am  Z«*irlien- 
brett  in  entspn?chender  liago  zu  bef<?stig<.'n,  trägt  am  andern  Ende  den 
Zeiclu'ustift.  Längs  des  Fadens  ist  eine  Perle  angebracht,  zum  Einstellen 
(b's  gewünschton  Abbildungsverhältnissi^s  vei"s<*hiobbar.  iMus  Auge  folgt 
von  f»'st«'r  VisiröfFnung  aus  den  (.'ontouren  des  al)zubildenden  Gogcu- 
stjmdes;  dabei  wird  der  Zeichenstift  so  auf  der  Zoichnungsobcnc  geführt, 
dass  die  Perb?  stets  in  der  Visirlinio  sich  befindet. 

Eine  als  ,,Pnicisi(»uszeichner''  bezeichnete  Ausführung  des  Appanites 
hat  doppelten  Faden  und  noch  einige  weitere,  der  genaueren  Einstellung 
und  Führung  dienende  Vorrichtungen. 

(Dyck.) 

109  PreisehwebiMider   Puiitograph,   construirt   und   ausgeführt    von    A.   Ott, 
Math.  mech.  Institut  in  Kempten. 

Bez.  der  näheren  Angaben  sei  auf  den  Specialkatalotj  von  A.  Ott 
verwiesen. 

110  Freisohwobencler    Priicisionspuntogrrupli,  construirt  und  ausgeführt  von 
G.  Coradi,  Zürich. 

(Pantograph  Nr.  III  des  Kataloges  von  (t.  Coradi  (1891).  Dezügbch 
der  näheren  Details  «lieser  Fantographen ,  sowie  der  Verkaufspreise  sei 
auf  clon  gouanutou  Katalog  verwiesen.      (Abbildung  siehe  nächste  Seite.) 
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III      PanUirraphy  zur   Redoction    gegebener  Fifnir^n    nach   LMmge   und 
Breite  von  F.  Galton,  in  Ivondon,  ausgeführt  von  Beek,  Londoo. 

Der  Apparat  dient  dazu,  eine  vorgegebene  Zeichnung  in  2  zu  ein- 
ander »senkrechten  Richtungen  nach  verschiedenem  Masstab  direct  oder 
invers  zu  verjüngen.  Er  beruht  im  Wesentlichen  auf  folgendem  elemen- 
taren Satze :  (vergl.  die  aus  den  Aufsätzen  Galtons  im  Report  of  the  Me- 
ti'orological  committee  of  the  K.  S.  VW.K  1870,  auf  die  überhaupt  wegen 
Beschn'ihung  der  näheren  Details  verwiesen  sei,  übernommenen  Fig.  1 
und  2):  .,Sind  die  Punkte  a  und  b  zweier  Platten  P  und  Q,  welche  (durch 


Schienen)  gezwungen  sind,  sich  parallel  zu  l)ewegen,  so  durch  Stäbe  aA 
und  bB  mit  einem  um  ('drehbaren  Arm  CAB  verbunden,  dass  in  einer 
Position  d«'r  Platten  die  Dreiecke  aA<.'  und  bBC  entspr.  ähnlich  sind, 
dann  bleiben  letztere  auch  Ix'i  Bewegung  der  IMatten  immer  entsprechend 
ähnlich."  Demnach  ist  uie  Vei-schiebung  von  Platte  P  ein  constanter 
Bruchteil  dcrjcnig(;n  von  Platte  Q  Stellt  nun  Q  die  Platte  mit  derOriginal- 
zeiclinung  vor,  P  jene,  welche  die  t"^oi>io  aufnimmt,  so  ist  zunächst  die 
Verjüngung  im  Sinn«'  der  Bewegung  der  Platten  P  und  Q  erreicht.  Diese 
Platten  laufen  in  Schienen,  die  in  Fig.  11  gegen  den  Beschauer  gerichtet 
sind;  ihre  Bewegung  erzeugt  man  durch  den  mit  der  Linken  zu  fassenden 
Schraubonkopf  K.  Um  eine  gleichzeitige  Verjüngung  in  der  zur  Bowegungs- 
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rirhtiiu^   der  Zei«henbliittt'r  P,  Cj    .sciikTcrhtm  Kichtiuifj:  horbeizuführen, 

hat  man  das  oben  gej^«'l»ono  Priiicii)  auch  auf  dii»  auf  d«'n  Blättoni  1*  und 

Q   opfiirnuhm    Zoichonstiftsplattoii    V'   mid   (^'  in    ♦'utsprcx'hcndor  Weise 

anzuwcndon.     Di<»so  PlatK*n   P'   y  müssen  natürlirh    eine  zur  S<*hi«'nen- 

rirhtunj?  der  Platten  P»  <^>  scnkiwhte   Führung  haben,    wehrho    in    ihrer 

Riohtunji:  durch  die  in  Fig.  11  scizzirtcn  Wi<lerlati:(T  der  Schraubenplatte 

b(»i  Ij  (d.  i.  Q')  imd  ihrer  paralb»lou  fixirt  und  durch  die  mit  der  llo<;htcn 

haudzuliabonde  Schniul>ung  am  Kopfe  L  ausgeführt  wii-d. 

Wesentlich  in  den  Details  dos  Apparats   ist,    dass   die  Verjüngungen 

in  beiden  Richtungen   unabhängig  von  einander  und  in  weiten  Grenzen 

verändert  werden  können. 

(KloilKT.) 

112  Hauck-Brauor's  PorspcetiTischer  Apparat  Hauck's  erstes  Modell,  aus- 
gestellt von  Professor  6.  Hauck,  techn.  llorhschulo  Berlin -Charlotten  bürg; 
Brauer's  Constpuction,  ausgestellt  von  Prof.  E.  Brauer,  techn.  llochschulo 
Karlsruhe. 

1.  üauck's  erstes  Modell.*) 
Der  Apparat  hat  den  Zweck,  aus  dem  gegel»enou  Orundri.ss  und  Auf- 
riss  eines  räumliehen  Objectcs  dessen  perspectivisches  Bild  auf  mecha- 
nischem Wege  zu  ermittelu  in  der  Art,  dass,  wenn  man  den  Grundriss 
und  Aufriss  mit  zwei  Fahi"stiften  durchfährt,  gleichzeitig  der  durch  einen 
Mechanismus  mit  den  Fahi'stiften  verknüijfte  Zeichenstift  das  Bild  selb- 
ständig beschreibt. 

Der  Mechanismus  gründet  sicli  auf  eine  geometrische  Constrtiction^ 
welche  aus  Fig.  1  ei-sichtlich  ist.  In  dei"selben  bedeuten  Ö^,  U^,  0.^  drei 
zugeordnete  Punkte  des  Grundrisses,  des  Aufri.sses  und  des  pei*spectivi.S(rhen 
Bildes.  P  stellt  die  Grundrissprojection  des  Auges,  g  die  Grundrisspur 
der  Bildebene  {Grundschnitt) ,  Py  (J_  g)  tlio  Proje<?tion  des  Haupt- 
strahls vor.  Es  ist  dann  P^  samt  g  um  den  Punkt  P  gedreht  worden, 
bis  Py  in  verticale  I-ige  Py',  g  iu  horizontale  Ijage  g'  gelangt  ist;  der 
DrohuDgswinkel  a  ist  gleich  dem  Winkel,  den  die  Bildebene  mit  doi 
Aufrissebene  ma<jht.  Weiter  sti.'llt  sowohl  in  der  Aufrissfigur  als  in  der 
Bildfigur  1  die  Schnittlinie  zwischen  Aufnssebene  und  Bildebene  (Lot- 
Hchnitt)  vor;  K  ist  die  Aufrissprojection  des  Auges,  F  der  Fluchtpunkt 
der  zur  Aufrissobene  senkrechten  Linien;  die  durch  K  und  F  gehenden 
beiderseitigen  Horizontlinien    werden   von  1  in  /.^  und  Xy  geschnitten.  — 


*)  Die  ei*8te  Publication  des  Modells,  welches  die  Priorität  vor  allen  einem 
ähnli(;hen  Zweck  dienenden  Apparaten  für  sich  beansprucht,  erfolgte  in  der  Sitzung 
der  Physikal.  Gesellschaft  in  Berlin  am  4.  Mai  18H3.  (Vcrgl.  Verhandlungen  der 
Physikal.  (»esellscjhaft  in  Berlin  1883,  Nr.  8.  Sitzung  vom  4.  Mai,  ausgegeben  am 
IG.  Mai.)  Die  eingehende  Beschreibung  des  Apparates  findet  sich  in  der  Fest- 
schrift d(M*  Technischen  Hochschule  zu  Berlin  zur  Feier  der  Einweihung  ihres 
neuen  Gebäudes  am  2.  Nov.  1884,  S.  213  (in  fast  allen  öffentlichen  Bibliotheken 
vorhanden). 


(luoiiiotiio.     H. 


1  zwDi  zujrocinliKitiin  riinkton  <), ,  0.^  don   zugouninvlcn  Bil<l- 
i  finden,  xioht  mau  rO|,  droht  dicHcn  Strahl  um  V  um  ilcn 


Winkel  a,    markirt  dcD  Suhnitt|miik<  (!'  dvn  |{edteb(<'U  SlraliU  mit  dem 
gedrehten  GruiKlNcUnitt  ff  und  xielit  durch  (i'  eine    Vurtirale.     Fernfr 
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zieht  maD  KOu  welche  ilen  J»tst'hDitt  1  iu  L.  schneidet,  uiacht  auf  dem 
I^jtschnitt  Lj  Lj  :^  /.^./.j  und  zieht  FL;^:  dann  schneidet  FL3  die  Ver- 
ticale  durch  G'  in  dem  gcsuchti-n  Bild|)uukt  0-.*) 

Diese  geonn'tnsrh«'  Cnnstnu-tion  ist  nun  in  eiu(;in  Mechanismus  üU?r- 
traf^eu,  indem  die  einzelnen  Cunstru«-tionslinien  durch  geschlitzte  Holz- 
iincale  vcrk«ir|>eit  sind,  weicht*  durch  in  die  Schlitz«'  eingreifende  Stifte 
geführt  wei-den,  entweder  um  einen  Stift  sich  drehend,  oder  in  zwei 
Stiften  schlittenartig  glcitiind.  Die  Art  der  CbcrtraKung  wird  durch 
Vergleichung  der  Fig.  2**)  mit  Fig.  1  verdeutlicht.  —  Der  Gesamtmecha- 
ui>nuis  gliedert  sieh  in  3  Teile: 

1.  Der  Aufrisümechanismus  l»esteht  zuua^^hst  au>>  der  Lotschnitt- 
svincne:  In  zwei  Punkten  des  I>>tschnittes  1  sind  Stifte  ins  Reissbn?tt 
eingesetzt  (in  Fig.  2  durch  Schwarze  Punkt«-  markirt),  in  welche  der 
Schlitz  einc^  JJueals  eingi'legt  ist,  so  dass  es  längs  des  Lotschnitt«.;s 
schlittenartig  gleitet  Die  Lotschnittschieno  trägt  in  den  Punkten  L._.  und  L^, 
deren  Abstand  =  )..  >.;.  ist,  Stifte ;  desgleichen  sind  in  den  Punkten 
K  und  F  Stifte  ins  Keissbrett  cingcsr'tzt.  Endlich  sind  eiucrs«nts  in  die 
Stifte  K  und  L,,  auderei-seits  iu  die  Stifte  F  und  L3  ges<!hlitzte  Lineale 
eingelegt,  welche  an  ihren  Enden  den  Aufrissfahrstift  iK  und  den  Bild- 
zeichenstift O^  tragen. 

2.  Der  Grundriasmechanistnus  >K)steht  zunächst  aus  der  längs  des 
Grundschnittes  g*  gleitenden  Grunchchnittüchieney  welche  einen  Stift  G* 
trägt.  Ferner  ist  im  Punkt  P  ein  Stift  ins  Keissbrett  eingesetzt,  um  den 
siih  der  Siheitcd  di^s  (verstellbaren)  Winkelhakens  a  dreht;  die  Schenkel 
desselben  sind  in  sich  verschiebbar;  der  eine  trägt  an  seinem  Ende  den 
<irundrissfalirstift  Ui,  der  andere  greift  in  den  Stift  G'  ein.  Endlich  wird 
der  Zeichenstift  O;;  vermittelst  eines  um  G'  sich  drehenden  und  in  g' 
gleitenden  Evans'schen  Lenkers  gezwungen,  sich  senkrecht  über  G'  zu 
bewegen. 

3.  Der  Verbiudnnfjmncctianiiinms.  Soll  die  Bildtigur  nur  punktweise 
bestimmt  werden ,  so  reicht  man  mit  dem  combinirten  Grundriss-  und 
Aufrissmechanismus  aus.  Sollen  aiMM-  die  Linien  eontinuirlich  gezeichnet 
werden,  so  müssen  die  zwei  Fahi'stifte  (>,  und  O.j  noch  durch  einen 
Mechanismus  verbunden  werden,  der  bewirkt,  dass  sie  immer  nur  zu- 
geordnete Punkte  markiren  können,  das  h<Msst:  dass  die  durch  U|  und  {.h 
gezogenen  Vortiealen  einen  eonstanten  .■\))stand  v  haben.  Demgemäss 
lienteht  dei'  Vorbindungsmechariismus  aus  einer  horizontalen  Gleitschiene 
[VerhmdunysHihienv)^    welche  zwei  S(ift«i  im  Ahstand  v  trügt,    und    aus 


"")  Die  Begründung  dieser  Construrtion  findet  sich  im  Journal  für  Mathe- 
matik, 1><1.  f»5  (1883),  S.  1:  „Neue  Construetionen  der  Pei^spective  und  Photo- 
grammetrio'*, von  U.  llauck. 

**)  In  Fig.  2  ist  der  Buchstabe  O.j  zu  ändern  in  Oj.  Ferner  mögen  in  Fig.  2 
die  Buchstaben  Oj,  1,  L.,  L3,  g'  cutspn.'chend   der  Fig.  1  nachgetragen  werden. 
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zwei  sich  um  dioso  drohenden  Evaus'schen  Tankern,  durch  welche  die 
Fahrstifte  gezwungen  werden,  sich  senkrecht  üher,  bezw.  unter  den  zwei 
Stiften  zu  bewehren. 

2.  Trauer 's  Construrtion.  *) 

Die  den  Brauer'schen  Apparat  auszeichnende  Leichtigkeit  und  Ge- 
nauigkeit des  Ganges  ist  dadurch  ern'icht,  dass  in  der  ganz  in  Metall 
ausgeführten  Constnu-tioii  jede  gh»itende  Reibung  vernne<ien  und  aus- 
schliesslich Hollenführung  verwendet  ist.  Die  hiedunh  l>ewirkte  be- 
deutende Verminderung  der  Widerstände  ermöglii^hte  vor  allem  eine 
zweckmiLssigo  Andeiiing  in  der  gegenseitigen  Lage  der  drei  Projectionen 
in  der  Art,  dass  der  Oruudriss  senkrecht  unter  den  Aufriss  gerückt  und 
also  alle  dnn  Projectionen  in  eine  Reihe  am  Rande  des  Bn^ttes  angeordnet 
werden  konnten,  was  für  die  praktis(;he  Handhabung  des  Apparates  sehr 
viel  bequemer  ist.  —  Denkt  man  sich  aber  in  Kig,  1  den  (irundriss  samt 
Punkt  P  nach  rechts  verschoben  in  eine  TAge  senkrecht  unter  den  Auf- 
riss, so  geht  dabei  die  Ijage  des  Punktes  (i*  senkr<M'ht  unter  <);|  verloren. 
Wählend  also  vorher  < ),  i),  gebrochen,  0'  < >;,  gerade  war,  wird  jetzt  Oj  O^ 
gerade,  0' O3  gebrochen.  Wird  dann  noch  di»»  Ijage  v<»n  Bildligur  und 
Aufrissfigur  vertauscht,  was  ohne  weiteres  geschehen  kann,  so  entsteht 
die  Anordnung  Brauers,  wie  sie  in  Fig.  3  skizzirt  ist.  (Bei  den  in 
Ilauck's  Modell  verwendeten  mechanistrhen  Mitteln  war  diese  Anordnung 
nicht  möglich,  da  hier  die  (lleitführung  Bewegungsübei-tragungen  auf 
grössere  Entfernungen  nicht  zulicss,  und  demgemäss  die  Bildfigur  in  die 
Mitte  gelegt  werden  musste,  damit  der  Zeicheiistift  von  IxMden  Seiten  auf 
kürzestem  Wege  dun-h  die  Fahi-stifte  zu  btM'influsseii.)  -  Rs  sei  noch 
bemerkt,  dass  in  Fig.  l\  die  Aufris.sebene  durch  den  Fusspunkt  L,  des 
Hauptstralils  (in  Fig.  1  mit  y  bezeichnet)  gelegt  ist. 

Die  t'bertragung  der  Fig.  3  in  einen  Mechanismus  ist  nun  in  Bruuer*s 
Apparat  folgenderniftssen  ausgeführt  (vergl.  Fig.  4) : 

Zunächst  sind  im  GnindrutsrnrettayiisniHs  und  VerlnndunifHmecImnismus 
die  Hauck'schen  (lleit.schi«»nen  mit  Evans-I/<Mik<'rn  durch  Wagen  ersetzt, 
welche  mittelst  keilförmig  profilirter  litiiderpaare  in  Keilnuten  geführt 
und  au.s.serdem  dunjh  glatte  TragrolliMi  gestützt  worden;  dun:h  den 
f"-förmig  construirten  Vn-bimlungswiujcn  wird  die  in  dem  einen 
S<'henkel  verkörperte  iJnie  0,  <  ).j  parallel  geführt,  durch  den  _J  -förmig 
gebildeten  Perspectirwmjcn  —  die  gel»rochene  Linie  (i'HlOa.  —  Die 
LotschnittsvhieHe  ist  als  Schiene  mit  Nutt^  (auf  der  (hiterseite)  construirt, 
welche  durch  zwei  Rollstühle  K',  R  (s.  Fig.  4)  geführt  wird  un<l  mit  den 
Stangen  KO^  und  FO;»  durch  Zapfeiigelenkc  Lj,  L,  verbunden  ist. 


*)  Beschriel»en    in     der  „Zeitschrift    des    Vereins    deutscher    Ingen ieui-e**, 

Bd.  XXXV  (1891),  Nr.  28,  S.  782.     (Diesem  Aufsatze   sin«!    die  Figuren   2  bis  6 

entnommen.)    —    Der  Apparat  wird    von    Mechaniker   Fraiser   in   Darmstadt   an- 
gefertigt 
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Die  coDstnictive  Ausführang  der  Leitung  der  einzelnen  Stangen  durch 
feste  oder  bewegliche  Punkte  (licitung  der  Stangen  KO^  und  FO3  durch 
die  auf  dem  Brett  festen  I^lnkte  K  und  F,  femer  der  Stange  PG'  durch 
den  auf  dem  Perspectiv  wagen  festen  Punkt  0')  ist  aus  Fig.  5  ersichtlich: 
Auf  einem    feststehenden    verticalon  Säulchen  ist  ein  um   die  Säulenaxe 


Fig.  3. 

drehbarer  kleiner  Waj^en  (eine  sogen.  Katze)  mit  zwei  Keilrädem  an- 
gebracht, web^ho  in  einer  auf  der  Untei"seite  der  n-profiligen  Stange  ein- 
gesi'hnittenen  Ktülnute  laufen.  —  In  den  Punkten  O,^  0^^,  O3,  die  durch 
den  Schnitt  zweier  beweglicher  Stangen  iH^stinimt  werden,  sind  zwei 
Katzen  drelibar  vereinigt,  wie  dies  Fig.  (5  verdeutlicht.    Für  den  Punkt  Oj 


Geometrie.    H- 
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z.  R.  läuft  die  untere  Katze  in  der  Nut/!  des  VerbiuduDgswagens ,  die 
obere  in  der  auf  der  Untei-seito  der  Stange  Püj  eingeschnittenen  Nute.  — 
Fig.  6  zeigt  zugleich  den  Fahrstift,  bezw.  Zeichenstift,  welcher  mittelst 
einer  Zunge  an  der  unteren  Katze  exceutrisoh  angebracht  ist  und,  da  die 


Fig.  5. 

Katze  pai-allol  gcfühi*t  wird,  eine  mit  der  Katzenaxe  congruente  Bahn 
besobroibt.  —  Stitt  einer  Vorrichtung  für  das  Hoben  und  Senken  des 
Zf'icbeustrftos  ist  das  aus  dem  Ilauptbrett  ausgeschnittene  Perspectivbrett 
(s.  Fig.  4)  zum  Senken  und  Hel)en  mittelst  Fusstrittes  eingerichtet 


Fig.  6. 

Dem  Bi'iiuer'scbcn  Apparat  ist  endlich  noch  eine  sehr  sinnreiche  Vor- 
richtung zur  Benützung  des  Seitenrisses  beigegeben. 
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3.  Das  Arbeiten  mit  dem  Apparat. 

Beim  Zeichnen  mitteist  des  Ai>paratos  brauclit  in  der  Regel  nur  ein 
Fahrstift  geführt  zu  werden ,  während  der  andere  h^er  läuft.  Nur  in 
Ausnah merdlleii.  für  welche  andere  Ap]>arato  die  Anwendbarkeit  gänzlich 
versagen,  werden  beide  Fahi*stifto  glei(;hzoitig  geführt.  —  Alle  in  natura 
horizontalen  Linien  werden  in  Pei*s[)ei.tive  gesetzt,  indem  man  die  Katze, 
an  welcher  der  Aufrissfahrstift  befestigt  ist,  auf  dem  Verbindungswagen 
(mittelst  des  in  Fig.  6  sichtbaren  Klommschräubchens)  feststellt  und  die 
Linien  im  Grundriss  mit  dem  Grundrissfahrstift  durchfahrt;  ebenso  alle 
zur  Aufrissebeno  parallelen  Linien  —  mittelst  Führung  dos  Aufriss- 
fahrstiftes unter  Feststellung  der  Grundrisskatzo.  (Bei  Hauck's  Modell 
wird  der  betivffende  Evans  -  Lenker  des  Verbindungsmechanismus  fest- 
gestellt.) Dabei  werden  alle  geraden  IJnien  in  den  drei  Hauptrichtungen 
vom  Apparat  mit  einer  dem  Lineal  gleichkommenden  Sc^härfe  und  Schnel- 
ligkeit gezeichnet,  indem  man  im  Verbiudungsmechanismus  von  Grund- 
risskatze,  Aufrisskatze,  Verbindungswagen  je  zwei  feststellt  und  die  einzig 
übrigbleibende  Bewegung  ausführt..  (Bei  llauck^  Modell  werden  von  den 
beiden  Evans- Lenkern  und  der  GhMtschiene  je  zwei  festgestellt.)  —  Zum 
Zweck  der  scharfen  Zeichnung  von  /TreiÄ-Perspeitivcn  ist  dem  Bi-auor' sehen 
Apparat  ein  kleiner  Stangenzirkel  zur  sicheren  Führung  des  Fahrstiftes 
im  Grundriss,  Aufriss  oder  Seitenriss  beigegeben.  —  Schiefe  Gerade  und 
Kaumcurven  können  i>unktweiso  bestimmt  werden.  Sollen  aber  R^ium- 
cur\'en  zu  einem  besonderen  Zwecke  in  continuirlichem  Zuge  vom 
Apparate  gezeichnet  werden,  so  werden  beide  Fahrstifte  gleichzeitig  ge- 
führt. Dies  geschieht  am  besten  durch  zwei  Personen,  von  denen  die 
eine  die  Führung  übernimmt,  durch  welche  der  andere  Fahrstift  vermöge 
des  Verbindungsmechanismus  mit  beeinllusst  wird,  so  da.ss  die  andere 
Person,  diesem  Eintluss  na(^hgebend,  nur  darauf  zu  achten  hat,  da.ss  ihr 
Fahrstift  nicht  rechts  oder  links  von  seiner  vorge.si^hrielHHien  Bahn  ab- 
weicht. 

Als  Proben  für  die  Ltistungs/äfUffkeit  des  A]>parates  in  Bmuer's 
Construction  mögen  die  Figuren  4,  5  und  G  dienen,  welche  (im  doppelten 
Masstab)  mittelst  des  Apparates  selbst  h(Mgestellt  worden  sind. 

(Hauck.) 

113      Per8|iet*tofraph    von   E.  Ritter,    Architekt  in  Frankfurt  a/M.,   ausgeführt 
von  Hartmann  &  Braun,  Bockenheim- Frankfurt. 

Der  Apparat  besteht  aus  2  Teilen:  einem  Führungsteil  und  einem 
sogenannten  Fros(;hschenkel.  ErstertM*  setzt  sieh  aus  2  Oleitlinealen  GJ 
und  HJ  zusammen,  die  in  J  gelenkig  mit  einander  verbunden  sind.  Beide 
Lineale  gleibm  auf  den  Führungsstiften  (i  und  11,  die  am  Zeichenbrett 
befestigt  sind.  Zu  OIT  pai-allel  ist  eine  Schiene  B(',  welche  zwei  Schlitten 
trägt,  an  denen  die  Stifte  B  und  C  angebracht  sind,  die  ausserdem  von 
den  beiden  Gleitlinealeu  GJ  und  HJ  geführt  weixlen.     Mit  letztgenannten 
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Stiften  sind  die  Drehpunkte  B'  und  C  des  Froschschenkelsystems  ver- 
bunden, das  mit  denselben  auf  der  Schiene  BC  gleitet.  Das  Frosch- 
schenkelsystem setzt  sich  aus  zwei  beweglichen  Rhomben  B'DCD'  und 
B'EFE'  zusammen,  die  durch  starre  rechte  Winkel  EB'D  und  E'B'D, 
verbunden  sind.  Es  bestehen  noch  die  Beziehungen  FE  =  EA,  FE'  ==  E'A*. 
Nun  gilt  der  Satz: 

Beschreibt  J  eine  Figur  in  der  Zeichenehene ,  so  beschreibt  A  eine 
dazu  coUineare  und  A'  die  zu  dej-  letzteren  symmetrische  in  Bezug 
auf  die  Schiene  BC. 


Dies  lässt  sich  leicht  einsehen,  wenn  man  den  Satz  voraussetzt,  dass 
2  Ebenen  dann  sicher  collinear  auf  einander  bezogen  sind,  wenn  dreien 
Stralilenbüscheln  d(»r  eiiiou  drei  Strahlenbüschel  der  andern  entsprechen, 
und  sich  die  einfachsten  Bewegungen  dos  Frosclischenkelsystems  vor- 
stellt. Diese  sind:  a)  Behalten  B'  und  C  ihren  Abstand  bei,  so  ist 
das  System  starr  und  kann  auf  der  Schiene  BC  gleiten,  wobei  A  eine 
Parallele  Aa'  zu  der  letzteren  beschreibt,  b)  Hält  man  den  Punkt  B' 
des  Systems  fest  und  verändert  man  C  auf  der  Schiene,  so  beschreibt 
A  eine  zur  Schiene  senkrechte  Gerade  Aß*,  c)  Hält  man  C*  fest  und 
wird  B'  auf  der  Schiene  bewegt,  so  beschreibt  A  eine  durch  C*  gehende 
Gerade  A^'. 
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Wird  daher  J  ia  der  Richtung  Ja,  d.  h.  parallel  zur  Schiene  BC  be- 
wegt, so  bleibt  die  Distanz  BC  und  da  B  mit  B'  und  C  mit  C  starr 
verbunden  sind,  auch  die  Distanz  B'C  unverändert ;  es  tritt  dann  der 
Fall  a)  ein  und  der  Punkt  A  beschreibt  eine  Parallele  Aa<  zur  Schiene  BC. 
Daher  entspricht  dem  Büschel  von  Parallelen  zu  BC  wieder  ein  solches 
Büschel. 

Bewegt  sich  ferner  J  in  der  Richtung  JG  =  Jß,  so  bleibt  B  und  mit- 
hin B'  fest;  dor  Punkt  A  des  Froschschenkols  beschreibt  daher  nac^h  b) 
eine  zu  BC  senkrechte  Gerade.  Da  dies  für  alle  Bewegungen  des 
Punktes  J  gc^gon  G  hin  gilt,  so  entspricht  deni  Büschel  durch  G,  welches 
J  beschreibt,  das  Büschel  t'on  Senkrechten  zu  BC,  welches  A  beschreibt. 

Verscbiebt  sich  endlich  J  in  der  Richtung  auf  den  Fixpunkt  H  zu, 
al  jo  in  der  Richtung  .1^,  so  bleibt  C  und  mithin  der  Punkt  C  des  Frosch- 
schenkelsystems fest  und  es  tritt  der  Fall  c)  ein,  wonach  A  eine  Gerade 
durch  C  beschreibt,  deren  Neigungswinkel  gegen  BC  von  dem  Verhältnis 
der  beiden  Rhomben  des  Froschschenkelsystoms  abhängig  ist.  Beschreibt 
also  .T  ein  Büscliel  durch  II ,  so  benchreiht  A  ein  gegen  BC  getieigtes 
Parallelenbüschel . 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Zuonlnung  der  Punkte  J  und  A  eine 
collineare  ist. 

Einstt»llung  und  Gebrauch  des  Appai*ates  können  aus  einem  vom  Er- 
finder herrührenden  Prospect  entnommen  werden,  auf  den  hier  ver- 
wiesen wird. 

(8.  Finsten^alder.) 

114      Perspectograph  von  Ingenieur  Pietro  Fiorini  in  Turin. 


J.    Modelle  für  den  Elementar-TJnterricht 
in  Planimetrie,   Stereometrie,    Trigonometrie  und 

Darstellender  Geometrie. 

115  Modelle  fOr  den  Unterricht  In  der  Planimetrie,  nach  Angabe  von 
G.  Kopp,  ausgefühi-t  von  der  Lehrmittelanstalt  J.  Ehrhard  &  Co.  in  Bens- 
heim (Hessen). 

Die  Modelle  sind  teils  aus  Metall,  teils  aus  Pappe  oder  Holz.  Bezüg- 
lich der  nälieren  Beschreibung  sowie  der  Veikaufspreise  vergleiche  mair 
den  illustiirten  Katalog  der  genannten  Lehrmittelanstalt. 

Modelle  zur  Veranschaulichung:  elementarer  LinienformcD,  —  der 
Sätze  über  ebene  Winkel,    —    von  Drei-,  Vier-  und  Vielecken,   —   der 
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K-  .'.«gnieazsätze   vou   Drei-  und  Viel- 
ift  '  JrT  Sätze  über  den  Flächeninhalt,  — 

4tT  Stereometrie,  ^aoh    Angabe   von 
-  jflrBrttelanstalt  J.  Ehrhard  &  Co.  in  Beus- 

-^^  .C&  Vetall,  tinls  aas  Pappe  oder  Holz  borge- 

zatc'   von  Rotationskür|)em,  —  der  Fundamontal- 
^e  und  Ebene  im  Rannie,  —  der  Lehre  von  den 

^^ j—^T^'uaugen  der  einfachsten  geometrischen  Körper,  als: 
-_:  .t-i'uini.   Prisma,  Prismatoid,  reguläre  Körper,   Kegel, 
,  .     .  :aiiun»elli])8oid.     (Näheres  Specialkatalog,) 

...A    BiMTicht  iu  der  Stereomctrley  zum    Qebraucbe  an 
tu>cegeboii  vou  A.  Zahn,    (1892.)     Verlagsbuchhandlung 
w^l»  ^  iiini  in  Ansbach. 

■  *».   \i  jiu  auf  80  cm.     VerkaufsprtMs  22  JL 

.  '^Husoitigo   r^ge  vr>ii    Punkt,  Gerade  und  Ebene  im  Raum  ; 
.•     r»*iiKuit. 

«.Ti  'S  iie  Polyeder,  Prisma,  Pyramide,  Prismatoide. 
vtiunr,  Kegel,  Kugel. 

wr  tturvtellangr  des  Tetraederinhalts  von   Prof.  M.  J.  M.  Hill, 

^..      'ilego,  London. 

i>  Mudell  veranschaulicht  die  Bestimmung  des  Volumens  eines  Tetra- 


u^^ •. 


V         --  \     x    /      .#^ Tl 


s. 


V 

I  J 

.•dcrs  als  Grenzwert  der  Volumina  einer  Reihe  von  Prismen,  deren  Basen 
pitrallcl  zur  GrundlliMjhe  des  Tetraeders  liegen. 

.1^     Modelle    für    den    Unterricht   In    der   sphSrischen  Trigronometrie, 
ausgcHUii-t  von  der   Lehrmittelanstalt   J.    Ehrhard    &    Co.   in    Bonsheim, 

^UesKcn). 

(Näheres  Specialkatalog,) 
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Vorlemhelte  rUr  den  Unterrloht  Im  Llnoarzelclmeu ,  vod  Prof. 
E.  FIsoher,  (ecliu.  HochscliDle  HUncheo.  3  Hefte.  Vetlat;  tod  Th.  Acker 
■ana,  Müuchen. 

Die    Helle    enthalteu    (aebea    techa  beben    Vor  würfen)    iiisbesoadere 

DarstelhiDgen  aas  der  elementaren  Geometrie,  der  Htereaiuetrie  und  der 

Theorie  der  KegelRcbnille,  Preis  einex  lleft«s  10  Hnrk. 
Stereoflkopische  Zelchnun?«!!  für  den  Unterricht  In  der  Stereo- 
metrie, Trigonometrie  Dnd  dargtellendpn  Geometrie,  von  J.  Schlotke 
in  Humbnr);.  Ansgestellt  rurn  Math.  Institut  der  teclin.  HoohsoliHle  Milnciien. 
Sammlung  von  Hudellen  zur  Stereometrie  nnd  darstellenden  Geo- 
metrie (Projectionslehre,  Licht  nnd  Schatten  construetion),  anu  dem 
Palytechnisebe»  Arbgitiinitltut  J.  Scliröder,  DumiHiadi. 

Bezfigliub  der  einzelnen  Modelle  vergl.  man  den  iütutrirten  Katalog, 

sowie  das  Preitrerzckhtiü  der  Firmn. 
Modelle  für  den  Unterrloht   In   der  daratellenden   (Jeometrle  von 
0.  BUklen,  iiauh  Jeswin  ,,VorIagework  für  oODsIruftives  Zeichnen"  (Stutt^rt, 
NItxschke),  ausgefübrt  von  der  LehrmlltelanataH  J.  Ehrhard  &  Co.  in  ßens- 
heim  (Hessen). 

(Näheres  Specialkatahg.) 
Apparat  und  Modelle  fllr  die   darstellende  Geometrie,    nath    Angabe 
von  6.  Klf|ip,   ausgeführt   von  der  Lall mlttelanat alt  J.   Ebriiard  &  Cft.  in 
Bensheim  (Hessen). 

(Näheres  Speäalkaliüog.) 
Apparat  inr  Elnftthrnnr  In  das  perspectlrUcbe  Zeichnen,    nach  An- 
gabe von  fl.  KSpp,  ausgeführt  von  lipr  LBbrnIttslanatalt  J.  Ehrhard  *,  Ca. 
Bt-nsbeim  (üeason). 

(Näheres  Specialkalalog.) 
Acht  Modelle  für  die  darstellende  Geometrie,  nach  Angabe  von  Höaer, 
ausgi'fiihrt  von  der  Lslir mitte lanatalt  J.  Ehrhard  4  Ca.  Bcn-sheim  (Hn»cn). 
(Näbprea  Speciatkatalog.) 

Kelie^erapectiT Ische  Darstellang  eines  WBrTela,  einer  Ku^el,  eines 
Kegels  nnd  eines  Hohlcfllnders,  auf  oinom  Untersatz  vereinigt.  Ausge- 
rührt  im  Math.  Inst,  der  teehn.  Hoohaoliule  MQnohen  (Pror.  Briti),  von  stud. 
math.  Tbona.    Verlag  von  L.  Brill,  Darniisladt. 


Aäberes  vei^l.  Sptdaikatalog  1S5  (pag.  1~  und  86.) 
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iBnUUniigen  dor  Sammlung   ton   tilpsmodellen 
Hl  Unterricht  von  L.  J.   Bardin  nnd  Ch.  Muret, 

.'  T.rlaL'Hhainllung  von  Ch.  Delagrave,  Paris. 

.  -  2'  halt/cs  <1(T  Sainmlunf^.  sowie  der  Preise  der  4>inzelueQ 

:    _  -  Kataloge  dor  Vorliipshaudluii^  vcnvicson.  Eine  Aiizahl 

.-  "W.-rke,  die  sich  auf  den  gwmctrischou  Unterricht   bc- 

-->-c    rill. 


i.r.  Polygon-  nnd  Polycdcrtoilung  von 
Flächen  und  Räumen. 

:«^      iir  :r««UreB  (Piatonisehen)  Körper. 

jl       >ir  Hrflün^iTuhlrcn  (Archimedischen)  Kurper. 

i\       Hr  re««laren  (Poinsot*schen)  Sternpolyeder. 

Vi-h   A!igah(»    von    6.   Kopp,    ausgeführt    von    der   lichniuttelanstalt 
i.  Ehriiard  &  C  in  Bonshcim  (Hessen). 
^Näheres  Specialkaialog.) 

SS.      INe  revclniilssigcn  Polyeder,  von  H.  Wiener,  Hallo  a.  S. 

a)  Hrrg^strllt  aus  Pajürrstreifon. 

1»)  H('rg<'st<'llt   aus  Drfthton    mit   eingospaniiten  Fäden.    (Die   cinge- 
srhri(^b('TH'n    5   AViirf(<l    einos    Doilekaeilers,    die   eingeschriebenen 
höhi-rcn  r<'g<'lmib<sigi»n  Polyeder). 
Die  Modelle  s(dlon,  für  die  Zwecke  des  Unterrichts,  die  Henstellung 
mit  den  möglichst  einfach(Mi  Mitt«dn  illustrireu. 

1 J3  - 135  Serie  tou  Modellen  von  ^Iclclieckigren,  ^leichflächl^en  nnd  zn- 
irleich  gloichecklgen  und  grlelchflächlgen  Polyedern  erster  nnd 
höherer  Art.    Von  Prof.  E.  Hess,  Univ.  Marburg. 

Vergl.  folgende  hierauf  bezügliche  SchrifttMi  des  Verfassers; 

Cber  die  zugleich  glcicheckigen  und  gleichflächigcn  Polyeder' 
Kas>el.     Th.  Kay.  187G. 

Einleitung  in  die  Lehre  von  der  KugeltcUung.  LiMpzig.  B.  G. 
TeubiHU'  18S3.     insbesondere  viertes  und  siebentes  Kapitid. 

P'ine  Keilie  v(»n  Abhandlungen  und  Mitt^^ilungon  in  den  Sitzungs- 
heriehten  d»'r  (lesellM-liaft  zur  Ilelörderung  der  gesamten  Natur- 
wissi'nscbaften  zu  Marburg.     1S72 — 1882. 

AVeg«Mi    der   Bedeutung   und  Anwendung   dieser  Untorsuehungon  für 
die  Theorie  der  räumlichen  (.'ünligurationcn  vergl.: 
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J.  de  Vriea  8itzungsl)or.  der  kaisorl.  Akademie  d.  Wissonscli.  ia 
Wien.     Bd.  C,  Abt  II,  Juli  1891. 

E.  Hess.  ^J'ber  gemisse  räumliche  Configuratiotieti''''.  »Sitzimgs- 
bor.  d.  üesellsch.  z.  Bof.  d.  ges.  Naturw.  zu  Marburg.  Mai  1892. 

133      A)  Conrexe  Polyeder  mit  eontinuirlicher  Oberflftche. 

Au.ss»»r  ni»'hn»i*on  gltMcheckigoo  und  gloii.'hflächigoQ  Polyedern  erster 
Art  sind  von  solchcu  Polyedoni  höherer  Art  in  Papp-  und  Faden- 
Modellen  dargestellt : 

a)  Aus  der  OWacJer-fliwcaf der- Gruppe 

1)  das  [(5(4)i  f  8 (6)2]-«ächige  6.4-Eck  5t(^r  Art  und 

P)  djus  ihm  polar-reciproko  |6{4)i  +8(6)2!  eckige  6.4  Flaeh  6t43r  Art, 

2)  das  |«(3)i  +  6  (8)3]-flächige  8,3-Eck  7ter  Art  und 

2')  diis  ihm  polar-reciproke  [8  (3)i  -|-  6  (8)3|-eckige  8-3-Flach  7ter  Art, 
j(?d(«s  dt^rselben  in  einer  Anzalil  von  Varietäton. 

Bei  den  gleitheckigen  Polyedern  sind  die  beid(*n  componirendeu  Poly(»der: 
Oktaeiler  und  Hexaeder  durch  verschiedene  Färbung  gcikennzeichnet ;  die 
oinzolncn  Zellen  der  gleicbeckigen  Secbsecke  2ter  Art  bei  1)  und  der 
gleicheekigen  Achtecke  SterArt  bei  2)  sind  entweder  durch  versehiodenu 
Färbung  oder  auch  durch  Fortnahme  der  mittleren  Flächentoilo  kenntlich 
gemacht.  Von  besonderem  Interesse  sind  diejenigen  Varietähm,  bei 
welchen  Flächenteile  von  entgegengesetzten  Vorzeichen  auftreten  (meist 
durch  schwarze  und  weisse  Färbung  unters<;hiedeD) ,  ohne  dass  sie 
dt^shalb  aufhörten,  zweiseitige  Polyeder  zu  sein,  welche  das  sog.  Mubius- 
sehe  G(^setz  der  Kanten  befolgen. 

b)  Aus  der lko»(ied€r'Pentag<mdodekaederOniit\)e  ist  als  Beispiel  eines 
gleicheckigen  Polyeders  höherer  Art 

1)  das  I20(3)i  +  12  (10)4)  flächige  60(3)i-Eck  der  19ten  Art  und 
zwar  dit>jenige  spezielle  Varietät,  bei  welcher  je  drei  Ecken  einen  ge- 
meinsamen Scbeitelpuukt  haben;  als  Beispiel  eines  gleichflächigen  Poly- 
eders höherer  Art 

2^  das  |12(5)i  -f  20(3  +  3)i]  eckige  20(6  +  3)4.Fhich  der  Uten  Art 
(vergl.  die  beiliegende  Zeichnung  einer  Grenzflä(j|ie,  deren  zwei  parallele 
an  dem  IN^lyeder  durch  Färbung  kenntlich  gemacht  sind)  dargestellt 

Die  zahlreichen  dieser  (i  nippe  an  gehörigen  gleicheckigen,  gleich- 
flächigen und  zugleich  gleicheckigen  und  gleichflächigen  Polyeder  (zu 
weh^h  letzteren  auch  die  bekannten  4  Kepler- Poinsof  scheu  regelmü.<«8igen 
Stern polyeder  gehören)  können  ebenso,  wie  auch  zahlreiche  zu  B)  und  C) 
gehörige  P(»Iyeder  aus  den 

Fadenmodellen  3)  des  Ikosaeders,  4)  das  PentagofidodekaederSf  5)  des 
.;12  +  20) flächigeti  *60'Ecks  (Triakoutagons)  entnommen  weixlen. 

Von  zugleich  gleichcckigen  und  gleichflächigen  Polyedern  höherer  Art 
dieser  Gruppe  sind  drei  (vergl.  Kugelteilung  8.  469 — 471,  I — III)  in  be- 
sonderen Modellen  dargestellt,  nämlich 
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6)  das  20(3  +  2.3).llächige  60  (3)rEck  der  5ten  Art, 

7)  das  20(3  +  2.:J)4llächigo  60(3)i-Eck  der  26ton  Art, 

8)  das  30(4  +  4  4-  4)3ttäcliigü  2.60(3^i-Sck  der  löten  Art, 

bei  welchen  jo  zwei  parallele  üreuzflädien  durch  Färbung  kenntlich  ge- 
macht sirul;  auch  liegt  jedem  dieser  l^lyeder  eine  Zeichnung  der  Grenz- 
fläche bei.  Die  drei  diesen,  sowie  dem  4ten  Polyeder  (IV)  polar -reciprok 
entsprechenden  Polyeder  können  aus  den  Fadeumodellen  4)  und  5)  ent- 
uommen  wi'rden. 

c)  Aus  der  Grui>pe  der  Polyeder  mit  einer  Hauptaxe  sind  gleichfalls 
mehrere  gleicheckige  uud  gleichflächige  Pdlyeder  erster  und  höherer  Art 
durch  Modelle  dargestellt. 

d)  Kinige  Modelle  von  sphäriscJien  Figuren  und  Netzen,  welche  bei 
diesen  und  den  nachfolgenden  Polyedern  in  Betracht  kommen. 

134      B)  Convcxo  Polyeder  mit  discontinuirlicher  Oberfläche. 

Von  concentrisch  regelmilssigen  Aneixlnungen  regt^mässiger  Polyeder 
sind  in  Modellen  (die  einzelnen  Polyeder  eines  Systems  sind  durch  ver- 
schiedene Färbung  gekennzeichnet)  dargestellt; 

1)  Ein  System  zwcüer  sich  regelmässig  kreuzender  regulärer  Tetraeden 
(Kejder's  Stella  o<'tangula), 

2)  Ein  System  von  5  coucentiischen  regidäi*en  Tetraedern, 

3)  Ein  System  von  10  concentiischen  regulären  Tetraedern   mit  zu  je 
zwei  zusammenfallenden  Ecken  und  Flächen. 

Bei  2)  un«!  3)  Lst  der  inneiv  Kern  ein  reguläres  Ikosaoder,  die  äussere 
Hülle  ein  reguläres  lVntagondodekaed(»r.   [Vgl.  das  Fadenmodell  A  b)  4).] 

4)  Ein  System  von  5  ccmcentrischen  i-egulären  Hexaedern;  der  innere 
Kern  ist  ein  KhombcMitriakontaeder,  die  äussere  Hülle  ein  reguläres  Pen- 
tagondodekaeder.    (Vgl.  Fadenmodcdl  Ab)  4).| 

5)  Ein  dem  System  4)  jjolar-reciprokes  System  von  5  concentrischen 
ri»gulären  ()ktaed(»ru;  der  innere  Kern  ist  ein  reguläres  Ikosaeder,  die 
äussert;  Hülle  ein  gleicheekiges  (12  +  20) flächiges  30-Eck  (Triakontagon). 
[  Vgl.  das  Fadenmodell  A  b)  5).] 

Ferner  siinl  in  Modellen  dargestellt: 

G)  a)  ß)  Zwei  Systeme  von  zwei  sich  krouzenuen  rhombischen  Sphenoiden, 

7)  Ein  System  von  G  concentrischen  (2  +  2-}-2)flächigon  2.4-Ecken; 
der  innere  Kern  ist  ein  Hexaeder,  die  äussei-e  Hülle  ein  (6  4"'^  T  12)- 
flächiges2.24-Eek, 

8)  Ein  SysttMu  zweier  cencentrischer  Hexaeder,  deren  innerer  Kern 
ein  (2  +  S)eekig.'s  2.S-Flach  (eine  Doppelpyramide)  ist, 

9)  Ein  System  di'eicr  concentris<'her  Hexaeder;  der  innere  Korn  ist 
eine  Kombination  eines  Hexaedei-s  mit  einem  Khombendodekaeder,  die 
äussere  Hülle  ein  gleiche<'kig«'s  (G -f  8  )  flächiges  6.4-Eck, 

10)  Ein  System  dreier  coucentrischer  Octaeder,  dem  System  9)  polar- 
reciprok  entsjireiheud;    der    innere  Kern  ist  ein  gleichfläcihiges  (G  -J-  8)- 
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:    .  ..!:u:iiii:o  «0  (3),-Eok  dvr  bUm  AH, 
-   j      .  dii.;hi;,'o  IH)  (:5)i-Kirk  dor  25ten  Art, 
■   ^   t  -p  4 ., tläohigo  2.«Ü(3S-Krk  der  J5ten  Art, 
.  \-  =  |nir.ill»*lo  (ji'oiiz(liith«'n   durch  Färbung  kciiDtlieh  ^- 
.ii'i£r  j»>d»MU  di<'ser  lV»ly«'dor  oine  Zcichuuug  dcrOronz- 
■^..    ip.j  .lios(3n,  sowii»  dein  4ton  rolyodor  (IV)  ixilar-rcr-iiimk 
■  .i-    -1  r 'lyedtT    kötiuon   nus  di?u  Fadoiiiiiodolleu  4)  uud  5)  t*nt- 
■    "'i'  li. 
.-   iiir  ».lru|>|»o  der  l'olycdcr  mit  einer  Hauptaoce  siud  gleichfaUs 
•:  ^i'.ivhoukigo  und  gluiohllächigü  rdlyedor  cixtcr  und  höhon.T  Art 
.:•      Mi'd«-Ilo  dargt'stollt. 
i    KiiiL'i.'  Müdollo  von    sphärisvhcn  Figuron    und  Xotzou,    welche  bei 
..■  -»  u  u.ii»l  den  nachfolgenden  l*olyi;dern  in  Betnicht  kommen. 

\i)  CvDYOxe  Poljeder  mit  discoutiiiuiiilcher  Oberfläche. 

V.iu  concentrisrh  regelmässi^'en  An«)nlnungcn  reg« •! müssiger  Polyeder 
>ind  in  M«Ml(»lli.'n  (die  einzelnen  l*o!y»»der  ein«*s  Systems  sind  durch  ver- 
xhiedi'tie  Färl>ung  ^^i'k».»nnzHirlnu*t)  darg^•^tel[t: 

1)  Fin  System  z\vri«»r  sii-h  rt*g«'lrn;is>iig  kivuzcndei"  regiüjii'er  Tetraeder» 
^Keph'r's  st»'lla  <Mtan;;ula), 

2j  Kin  System  von  5  ccnicentrischen  regidiiiXMi  Tetraodern, 

o)  Kin  Syst»*m  von  10  eone«'ntriM*hen  regulären  Tetra»»dern  mit  zu  je 
zwei  zusammonfjdlendon  l>'ken  und  Fläciion. 

liei  2)  un«!  ,'V)  ist  der  ininM'e  Kern  ein  i-eguläius  Iko.s;ieder,  die  äussere 
Hülle  ein  reguläres  r«.'ntagoiidodt;kaodcr.    [Vgl.  das  Fadenmodell  A  b)  4).| 

4)  Kin  System  v^u  5  concentrischcn  ivgulären  Hexaedern;  der  inneix' 
Kern  ist  ein  Uliombentriakuntaeder.  die  äussere  Hülle  ein  regulän,»s  Pen- 
tagoniirMhtkaoder.     |Vgl.  Fadenmod»dl  Ab)  4).l 

5)  Kin  dem  Systc!n  4)  iKdar-recipr(»k«.'s  System  von  5  conccnt rischeu 
regidäriMi  (>ktaed»'rn;  der  ituiere  Ki-ru  ist  ein  reguläres  Ikosaeder,  die 
ausser«'  Hülle  ein  ^dei<heekige.s  (12  +  20)tläehiges  30-Kck  (Triakoutagon). 
[Vgl.  das  Fadeumodell  A  b)  5).j 

Ferner  siiu^  in  Modellen  dargestellt: 

<))  a)  3)  Zwei  Systeme  \on  zwei  si(th  krouzeuuon  rhombischen  Sphenoiden, 

7)  Kin  System  von  G  eoneeutrisehi'n  (2  +  2 -]- 2) flächigen  2  4-Ecken ; 
der  innere  Kern  ist  ein  Hexaeder,  die  äussere  Hüllo  ein  (<>-|-.S -j- l^j- 
lläcliiiios  2.24-p:ek, 

8)  Kin  Systein  zweier  conc«*utrisehcr  He.xac^der,  d«.*ron  innerer  Kern 
ein  r2  + 8} eckiges  2.S-Fla«li  (eine  I)n|ipi'|p\Tamide)  ist, 

9)  Kin  Syste!u  dreier  «.•oncentris»li»'r  Ih-xaeder;  der  innere  Korn  ist 
eine  roinbination  eines  Ib^xaedeis  mit  einem  J^hombendodekaeder.  die 
äussere  Hülle  eiti  gleicbeekiges  ((J +8 )  tläehig«.*s  G.4-Eck, 

Uh  Kin  System  dn.'ier  concentrisebn-  Octaeder.  dem  System  5>)  polar- 
reiiprok  ents]nerhend ;    «Ilm*    innere  Kern  ist  ein  gl<;iehtläehiges  (iy  -j-  8)- 
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ockiges  6.4-Flach,  die   äiLssere  flüUe   hat  zu  Eckpunkten  die  Eckpunkte 
eines  Oktaeders  und  eines  conceutrischen  Cubooktaeders. 

135      C)  Nicht  conyexe  Polyeder. 

Vgl  hierzu  die  beiden  Abhandlungen  des  Verf. : 

„t'6cr  einige  merkwürdige  nicht  convexe  Polyeder^''  (Marburger  Be- 
richt*» Januar  1877)  und:  ^^Uber  einige  Polyeder  mit  einseitiger  Ober- 
fläche'' (Marb.  Ben  Januar  1879). 

a)  Nicht  convexe  Polyeder  mit  zweiseitiger  Oberfläche. 

1)  Kin  (8.3)e<;kiges  24-Flac;h  der  18ton  Art,  begivnzt  von  24  Fünf- 
e<.ken  der  zweiten  Art  mit  24  ötlächigen  Ecken  mit  je  einem  einspringen- 
den Flächenwinkel.  Der  iimere  Korn  ist  ein  an-himedeisches  (6  +  8  +  12)- 
eckiges  24-Flach  IterArt,  dio  äussere  Hülle  ein  archimodeisches  (6  4"  8)- 
flächiges  8.3  Eck  erster  Art.  Dies,  sowie  das  ihm  polar-reciprok 
entspn»chende  nicht  convexe  Polyeder  1')  können  aus  den  beiden  Faden- 
modelten 

2)  des  archimedeischen  (6 -{- 8) flächigen  8.3-E<;ks  und 

3)  dos  archimedeischen  (6 -f  8  +  12)  flächigen  24-£cks  — 
entnommen  werden.     Dio  Grenzflächen   der  beiden  nicht  convexen  Poly- 
eder 1)  und  1')  sind  auf  besonderen  Zeichnungen  dargestellt. 

b)  Nicht  convexe  Polyeder  mit  zweiseitiger  Oberfläche,  deren  Ober- 
fläche und  cubischer  Inhalt  Ntdl  ist, 

l)  und  2)  Zwei  Modelle  von  sog.  Stephanoiden,  Die  Flächenteile  von 
entgegengesetztem  Zeichen  sind  durch  schwarze  und  weisse  Färbung 
unterschieden. 

c)  Nicht  convexe  Polyeder  mit  eif zeitiger  Oberfläche  (^MÖbius' scho 
Polyeiler). 

1)  Ein  Möbius'sches  Polyeder,  dessen  Flächen  durch  die  6  Flächen 
eines  Hexaeders  und  die  vier  auf  den  dreizähligen  Axen  senkrecht 
stehenden,  sich  im  Mittelpunkt  schneidenden  El)enen  gebildet  werden.  Die 
12  Ecken  entsprechen  den  Eckpunkten  eines  Cubooktaeders. 

2)  Ein  Möbius'sches  Polyeder,  welches  durch  dio  En^viterung  der 
Flächen  eines  Trigondodekaeders  entsteht;  die  Eckpunkt«  sind  eine  Com- 
bination  der  Eckpunkte  eines  regulären  Oktaeders  und  eines  concentrischon 
regidären  Tetraeders. 

2')  Das  diesem  polar-reciprok  entsprechende  Polyeder.  (Vgl.  die  zweite 
der  oben  angeführten  Abhandlungen,  sowie  Dr.  C.  Reinhardt.  ^,Zur 
Möbius* sehen  Polyedertheorie''.  Ber.  der  kgl.  sächs.  GesolLs(;h.  d.  Wissen- 
schaft.   Mäi-z  1885.) 

Femer : 

3)  Ein  Modell  des  bekannten  l£ö6iM«'s<.'hon  Trigondekae<lers  {MöbiuSj 
Ges.  Werke  Bd.  II  S.  482). 

und  4)  a)  ß)  Zwei  Modelle  des  diesem  reciproken  Polyeders,  begrenzt 
von  6  Fünfecken  mit  10  dreiflächigen  Ecken. 


IL  Abteilang. 

Bas  Näheret  vprgl.  in  der  der  Modellscne  beigegebenen  AbbandlDiig,  sowie 
'   in  d<«  Urhebers  AbhftudluDgca  „Über  TraoRlationsgruppen"  Hatb.  Annalea 
Bd.  28,  29,  34  und  in:  Schöiiflies  „Krystallsysteme  u,  Krystalletructur" 
Leipzig  1891. 

Modelle  an  Gmppen  von  IUniiitr«igroniiatloneB.     Hit  Uateratiitsung 

der  k.  Akademio   der  WiBsenschaftün   zu  Berlin  nach  den   Angaben  von 

A.  Sohoenflftt  angefertigt  von  UnivursitatH- Mechaniker  F.  ApSl  zu  GÖttingen, 

auKgestellt  von  der  K-  preuti.  AkadoRiie  dor  WiiiBBiohaftei  zi  Berlia. 

Die  In  Ki-di'  Hk'hondan  Gnippi-ii  belnilTen  Bolphe  TranstormationeD  des 

BauniL>H  in  sich.  Ix.'!  d<-iK>Q  die  AhgtSndi)  der  uinietnen  Punkte  ungottndert 

bloibvn.    Für  ji?dc-  dit<w.<r  Grapiwn  gibt  «s  eine  unendliche  Reihe  von  Be* 

ivi'gungen ;  das  Gesiptü,  nach  wcldiem  die  »uguhörigen  Drohungsaxeo  und 

äi'brauhonaxcn  im  Räume  vert<!ilt  sind,  Holten  diu  Modelle  veranschaulichen. 

Die  bezüglichen  Gruppen  (iiaumgruppen)  hwseu  nich  isomorph  auf  solohe 

Gruppen  von  RauintransfoniiationeD  beliehen,  die  »timtlich  einen  Punkt  fest 

la.ssen  (Punktgrapixin),  d.  b.  auf  diojemgen,  die  von  Herrn  Klein  o;klische 

Gruppan,  Diudergnip|)en,  Tetraeden^ppen,  Oktaedergnippea  und  Ikosaedei- 


A 

^ 

"~^^.^ 

\  .^/\ 

/ 

^ 

/«; 

/ 

..1/ 

^ 

/j- 

V 

// 

^ 

y  \ 

y^ 

Fig.  1. 


Fig.  2. 


grup|x'n  ftenaniit  worden  sind.  Hiersu  sind  jedoch  nur  solche  von  diesen 
Grup]>en  tauglich,  deren  Da'hungsaxen  die  Periode  2,  3,  4  oder  6  haben, 
rtsp.  —  krystallographisch  gosprochen  —  zweizahlig.  dreizählig,  vienähüg 
oder  se.;bszählig  sind.  Jeder  0|>eration  einer  dieser  Punktgruppen  ent- 
spricht in  der  zu  ihr  isomoriihen  Raun>grup|ie  eine  unendliche  Reibe  von 
Operationen,  din  aus  einer  von  ihnen  durch  Multiplication  mit  nnendlicb 
vieloa  geeigneten  Translationen  ableitbar  sind,  und  zwar  bilden  alle  diese 
Transhilionen  selbst  eine  Gruppe  (Translationsgruppe),  die  bei  der  iso- 
morphen Beiiehung  der  Identität  der  Punktgruppo  gegen üljerBteht. 

Für  die  Modelle  sind  nur  solche  Grupi>en  berücksichtigt  worden,    die 
den  Oktaedergnippea  isomorph  wnd,  doreu  Axan  also  den  Kanten,  Flächen- 
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diagonalen  und  Körperdiagonaleu  eines  Würfels  parallel  laufen.  Axen  von 
gleicher  Farbe  sind  solche  Axen,  die  durch  die  Operationen  der  Gruppe 
zur  Deckung  gelangen  können.  Um  den  Modellen  nicht  durch  Häufung 
der  Fäden  die  Übersichtlichkeit  zu  nehnif»n,  ist  die  Vert<>ilung  der  Axen 
von  der  Periode  3  an  besonderen  Modelion  kenntlich  gemacht  worden; 
es  gibt  für  alle  Gruppen  nur  zwei  verschiedene  Verteilungsgesetze  der 
dreizähligen  Axen,  und  zwar  gilt  das  Modell  8  (Fig.  1)  für  die  Gruppen, 
denen  die  Modelle  1  bis  5  und  10  bis  13  entsprechen,  das  Modell  9 
dagegen  (Fig.  2)  für  6  und  7.  Die  Form  der  Modelle  1  bis  7  entspricht 
im  Allgemeinen  dem  Fundamentalbereich  der  in  jeder  Gruppe  enthaltenen 
Translationsgruppe. 

Die  Modelle  10  bis  13  zeigen  ausser  der  Axenverteilung  die  durch 
die  Symmetrieebenen  der  Gruppen  bestimmte  Raumteilung,  resp.  deren 
Fundamentalbereich. 

Die  Modelle  1  bis  7  beziehen  sich  auf  diejenigen  Gruppen,  die  in 
meiner  Schrift  über  Krystallsystt^me  und  Krystallstructur  (Leipzig,  1891} 
mit  Ol,  Ol,  Oa,  O4,  Os,  Oe  rosp.  O7  und  Ot  bezeichnet  worden  sind ;  den 
Modellen  10  bis  13  entsprochen  die  Gruppen  Oh*,  Oh*,  Oh',  Oh*  (vgl. 
a.  a.  0.  S.  543—549);  es  sind  dies  die  einzigen  Oktaedergruppen,  bei 
denen  die  Symmetrieebeneu  eine  von  der  Würfoltoilung  verschiedene 
Baumteilung  liefern. 

(Schoenflies.) 

Vergleiche  zu  dieser  Gruppe   auch  noch   die  in  Abteilung  in  aufgc- 
zälilten : 
Modelle  zur  Theorie  der  Krystallstructur  von  SohüOke. 
Krystallographischen  Modelle  von  6roth. 
Modelle  zur  Raumeinteüung  von  Hertchel. 
Krystallmodelle  von  F.  Tbonas  in  Siegen. 
KrystaUmodeüe  von  Steigerwald  Neffe,  München. 

141  Projeetionsmodeüe  der  seehs  regeimtlssigen  vierdimenslonaleii  K5r|ier 

von  Dr.  V.  Schlegel  in  Hagon  i.  W.    Verlag  L.  BrIII,  Darmstadt 
Specialkatalog  183—186,  200,  201  (i)ag.  31  u.  87). 
183.   Fünfzell.     184.    Achtzell.     185.    Sechzchuzell.     186.    Vicrund- 
zwanzigzell.     200.  Sechshundertzeil.     201.  Hunde rtzwanzigzell. 

Vergl.  Schlegel  »Theorie  der  homogen  zusammengesetzten  Raumgebildo« 
Nova  Acta  d.  ksl.  Icop.  Carol.  Akad.  Bd.  44,  Nr.  4,  sowie  die  der 
Modellserie  beigegebene  Abhandlung. 

142  Anslehten,  Netze  nnd  Modelle  aas  Cartonpapier  zu  den  Projeetions- 
Bodellen  der  zwei  letzten  reg elmAssigen ,  vierdimensionalen  K5rper 

(Sechshundertzell,  HuudertzwanzigzcU.)    Nach  Zeichnungen  von  V.  Schlegel 
in  Hagen  i.  W.    Verlag  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  208-210  (pag.  32  u.  89),    (Abbldg.  s.  nächste  Seite). 


Projectlonsnodcll   des   TlerdlmenBionalen   vierseitigen  Prlsna's  uad 
üeine  Zerlegung  In  vier  inhallsglelph«  FÜntEelle.    Yuo  V.  SoklaB«!  in 
Hog-^ii  i.  W.     Virlag  L.  Brill,  Dormstailt. 
^eciatkatalog  302  (jiag.  33  u.  88.) 

Vurgi.  SeUegri:  Sur  nn  thpoivmn  Je  geomötrio  &  qnatf*  dimensiorts. 
C.  r.  lio  l'Associatiou  fraiiv-  |K)ur  Tavanc.  des  Sciüncus  1886,  sowie  die 
dem  Modell  Iwigiigpbpno  Not«. 


L.  Ebene  Curven. 


Modell  ans  Nesslngrabmen  und  gesinnten  DrUtcN  Ober  die  Br- 
zcnguniT  viw  Kegelsefaiillen  dureh  zwei  ey kllüefa-yrojective  Strablen- 
bflschel.     Von  Prof.  Chr.  Wiener  in  KarlHmhe.    (Ausgeführt  1865). 

Projicirt  man  ein  Strohlonbüschel ,  durch  welches  der  vollo  Winkel 
in  eine  Auxahl  gleicher  Teile  geteilt  wird,  und  niuinit  dio  Projectioa 
zweimal ,  so  crhiilt  niaii  zwei  cyklisvh-projecliva  Stralilcnbüschel ,  derart, 
doss  einem  ijtraUle  dos  oiueu  joder  Strahl  dos  aDilom  ata  entsprechend 
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zugeordnet  werden  kann;  daininter  befindet  sich  ein  Paar  congrueutcr 
Büschel.  Zwei  solche  Strahleubüschel  sind  durch  feine  Drähte  darge- 
stellt, welche  in  quadratische  Rahmen  eingespannt  sind.  Diest"  w(>rden 
lose  über  einander  gelegt  und  können  gegen  einander  verschoben  werden. 
Hängt  man  nun  ein  durch  ein  Gewichtchen  beschweiies  Häkchen  an  dem 
Kreuzungspunkte  irgend  zweier  Drähte  beider  Rahmen  ein ,  und  dann  in 
regelmässiger  Folge  Häkchen  in  den  Kreuznngspunkton  der  folgenden 
Drähte,  so  bezeichnen  die  Häkchen  Tunkte  eines  Kogelschnittos,  welcher 
sich  beim  Vers<;hiebcn  der  lähmen  gegen  einander  durch  das  Gleiten 
der  Häkchen  auf  den  beiden  umfassten  Dräliten  vorändert.  Ks  können 
auf   diese   Weise   alle  Arten    von   Kegelschnitten,    Ellipsen    und   Kreise, 

Hyperbeln,  Parabeln  dargestellt  werden. 

(Chr.  Wiener.) 

145  Die  Terftehiedenen  Arten  des  Ke^elschnittbflscbels  nnd  der  Kegel- 
SM^hnlttschar,  12  Blätter  Zeichnungen,  ausgen\hrt(l885)  in  matb.  Institut 
der  techn.  Hochschule  Mlincben.  (Prot.  W.  Dyck),  von  stud.  J.  Kleiber. 

Die  Blätter  stellftu  die  nach  den  Real itäts Verhältnissen  der  Grund- 
eleraente,  bezw.  deren  getrennter  oder  vereinigter  Lage  zn  unter- 
scheidenden Typen  dar. 

146  Die  sieben  Hanpttypen  der  ebenen  Cnryen  dritter  Ordnung,  nach 
Möbins  auf  einer  Kugel  dargrestellt.  Ausgeführt  im  Matb.  Seminar  der 
Univ.  Tübingen,  unter  Leitung  von  Prof.  A.  Brill,  von  cand.  Dollinger. 
Verlag  von  L.  Brill,  Dnrmstadt. 

SpecialkaUdog  204  u.  205  (pag.  40  n.  75), 

Von  den  7  Typen  dieser  sphärischen  Curven  sind  drei  durch  Spalt- 
ung eines  der  5  Newton^schen  Haupttypen  entstanden.  Sie  bestehen 
ans  einem  unpaaren  Zug  und  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Lage 
der  Verbindungslinie  der  Wendepunkte  gegen  das  Dreieck  der  Wende- 
tangenten. Sie  sind  hier  auf  einer  Kugel  (Nr.  204)  vereinigt.  Die 
andere  Kugel  (Nr.  205)  enthält  die  Typen  mit  Oval,  mit  Doppel-, 
Rückkehr-  und  isolirtem  Punkt. 

Vergleiche  hiezn  die  pag.  275  anfgezühlten  Fadenmodelle  der  Kegel 
dritter  Ordnung. 

47      Die   verschiedenen   Typen    der  rationalen   Cnrven    vierter  Ordnung 

(p=ro).    Fünf  Blätter  Zeichnungen,  ausgeführt  im  Math.  Institut  der  techn. 

Hochschule  München  (Prof.  A.  Brill)  von  stud.  Chr.  WolfT. 

Man  vergl.  hierzu  den  Aufsatz  von  BriU^  Math.  Annalen.  Bd.  12. 

148  Die  verschiedenen  Typen  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei 
Doppelpunkten  (p  —  1).  Drei  Blätter  Zeichnungen,  ausgeführt  (1880)  nach 
Angabe  von  H.  Wiener  von  stud.  Chr.  WolfT.  Math.  Institut  der  techn. 
Hocbtchule  München. 


256  ^'  Abteilung. 

Man  vergl.  bez.  der  gestaltlichen  Verbältniase  dieser  Carven  and 
der  gewftblten  Constrnctionsweise  die  Innag. -Dissertationen  der  Herren 
Wiefier  (München  1880)  nnd  P.   Vogel  (Erlangen  1878). 

149  Zwei  Tafeln  zur  nahernufsweisen  Darstelluof  einer  Curre:  a)  von 
y  =  cos  X  diireli  die  Anrangsglieder  der  Tuylor*selien  Reilie.  b)  von 
j  =  Y~^  dureh  die  Anrangsglieder  der  Fourier'sehen  Reilie,  ansgeföhrt 
(1892)  im  iNatli.  Institut  der  technisciien  Hochschule  Manchen  (Prof.  Dyck) 
von  stud.  Baumer. 

Die  beiden  Tafeln  sollen  (für  Zwecke  des  Unterrichts)  den  charakter- 
istischen Unterschied  illastriren,  der  zwischen  der  nähemngsweisen 
Darstellung  einer  Function  mit  Hilfe  der  TaylorWhen  Reihe  nnd  der 
mit  Hilfe  der  Fou Herrschen  Reihe  besteht. 

Für  die  Cnrve  y  =  cos  x  sind  die  nenn  ersten  Nähern ngscnryen  ge- 
zeichnet, für  y  =  Y~^  die  ersten  f&nf. 

(Dyck.) 

150  Seehs  Tafeln  Ober  die  Scliunlieit  der  Linien,  hervorgebracht  durch 
Stetiglteit  und  Regelmdssiglteit,  von  Prof.  Chr.  Wiener,  techn.  Hochsch. 
Karlsruhe,  1888. 

Die  formale  ScJiönheit  der  Linien  beruht  allein  auf  ihrer  Gestalt  und 
ist  unabhängig  von  denti  Gegenstände,  an  welcheni  sie  auftreten,  während 
ihre  charakteristische  Schönheit  («in  Zeichen  dor  Beglückiingsfähigkeit  dieses 
Oegonstandps  ist.  Dio  formale  Schönhoit  wiixi  durch  ihre  Gesetzmässig- 
keit hervorgebnu^ht ,  und  zwar  insbesondere  durch  die  Stetigkeit  und  die 
R<»gelmä8sigkeit ,  wobei  unter  Rogelmässigkeit  die  nach  einer  gewissen 
I^»g«»l  stattfindoiido  WitHlorhoIung  von  Teilen  vorstanden  sein  soll.  Wir 
nennen  eine  krumme  Linie  zwischen  zweien  ihrer  Punkte  stetig  von  der 
1.  Ordnung,  wenn  man  auf  ihr  von  dem  einen  Punkte  zum  andern  ge- 
langen kann,  wenn  also  die  Linie  keine  L'^nterbrechung  erleidet;  stetig 
von  der  2.  Ordnung,  wenn  bei  diesem  Durchlaufen  die  Taugente  alle 
Zwischonlagen  durchschreitet,  wenn  also  die  Linie  keine  Ecken  besitzt; 
sb^tig  von  dt?r  3.  Ordnung,  wenn  dabei  der  Krünimungskreis  alle  Zwischen- 
gestalb'u  durchläuft,  wetm  also  an  koirior  Stelle  ein  Sprang  von  einer 
Krümmung  zu  einer  davon  vei-scliiedenen  stattfindet;  und  kann  ebenso 
von  Sb^tigknittMi  höht»rer  Ordnung  sprechen.  Die  bezeichneten  drei 
Stetigkeiten  empfindet  ein  Beschauer  angen(»hm,  und  den  Mangel,  selbst 
der  dritten,  fühlt  er  als  unbefriedigend  und  verletzend,  auch  wenn  er 
ungeübt  ist. 

Das  ei-ste  Blatt  zeigt  eine  Ellipse  und  4  Kreisbogenovale  (Korb- 
bogen) von  demselben  Axenverhältnisse  (1  :  2).  Die  letzteren  sind  aus 
4  Kreisbogen  von  zweierlei  Halbmessern  zusammengesetzt  Keine  der- 
selben erreicht  auch  nur  annähernd  die  Schönheit  der  Ellipse.    Am  er- 
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träglichstoD  ist  diejenige,  bei  welcher  «las  Verhältnis  des  grössen-n  zum 
kleineren  Halbmesser  ein  Minimum  ht^  weniger,  wenn  die  Differenz 
di(\ser  IFalbniesser  am  kleinsten  wird ;  noch  etwas  besser  wirkt  eine 
Ovale,  w(»l<'he  zwischen  «Ion  letzt  genannten  liegt.  —  Ebenso  zeigen 
cnnstruirte  ('urven  4.  Ordnung  schönere  Formen,  als  Linien  von  ange- 
nähei-ten  Gestalten,  die  aus  wenigen  Kreisbogen  zusammengesetzt  sind. 

Difj  Uegelmässigkeit  kann  durch  Symmotrie  hervorgebracht  werden; 
deswegen  zeigen  KreisbogtMJOvale,  da  sie  zwei  Symmotrioaxen  besitzen, 
<loch  noch  eine  gewisse  S<.*hönheit.  Auf  der  Symmetrie  beruht  die 
Wirkung  des  Kaleidoskopes,  zu  welchem  auch  unschöne  Linienzügo  durch 
symmetrische  Wiederholung  im  Winkel  zu  angenehm  wirkenden  Steru- 
figuren  zusammengesetzt  werden.  Auch  neben  einander  liegende  wieder- 
holte Formen  wirken  angenehm,  wie  ßauglioder,  die  Be^standteile  eines 
<^iittei*s  u.  a.  Eine  Venindcuung  bei  der  Wiederholung,  wie  sie  in  gesetz- 
milssiger  Weise  durch  die  perspective  Abbildung  hervorgebracht  wird, 
erhöht  den  Reiz.  —  Der  Kreis  hat  unendlich  viele  Symnietrieaxen  und 
wurde  von  den  Alten  für  die  vollkommenste  Linie  erklärt;  er  ist  alM3r 
wegen  stnner  unveränderlichen  Krümmung  arm  gegen  die  Ellipse.  Es 
sind  noch  die  Sinuslinie,  welche  von  Hoijarth  für  die  Schönheitslinie  er» 
kläi"t  wurde,  sowie  ihn»  ])ei'spcctive  Voränderung,  dargestellt;  ebenso  die 
vei-srhlungene  Cykloide,  welche  als  Projection  einer  Schraubenlinie  auf- 
treten kann.  Die  Scldangenlinie ,  worunbT  die  Schraub(»nlinie  dos 
(.•ylindoi*s  und  die  S<'hueckcnlinie  des  Kegels  gemeint  sind,  erklärte 
llogarth  für  die  reizvollste  Linie  Desondei-s  befriedigend  wirkt  eine 
Schar  von  gesetzmässig  in  einander  übergehenden  Union,  wie  die 
Oassiiüschen  Linien ,  wehthc  ilie  IxMuniskate  einschlicssen.  (Verhand- 
lungen des  Naturwissenschaftlichen  Vereins  in  Karlsruhe;  Vortrag  vom 
11.  Mai  1888;  in  d<jm   bald  ers(dieinenden   11.  Dande.) 

(Chr.  Wien*»r.) 


M.   Algebraische  Fläclien. 
Flächen  zweiter  Ordnung. 

151  Kreinke^el  mit  ebeiioii  Scliiiiitoii  nach  oiner  Ellipse,  Hyperbel  und 
Parabel  (aus  (Sips),  nach  den  Schniltcn  zerlegbar.  Verlag  von  L.  Brlll, 
Darm«!  ad  t. 

152  Ke^el  mit  Kreis-,  Ellipsen-,  Parabel^  und  HyperbelsehniU  (ans  Holz) 
nach  An^Mhc  von  G.  Kopp,  ausgeführt  von  der  Lelirmittelanstalt  J.  Elir- 
liard  &  Co.  in   Hensheim  (Hcsson). 

(Näheres  Specialkatalog.) 

17 
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IBS      BeweKlieber  Cyllnder,  In  ein  einsebaliges  Bfperboloid  deforailrbar, 

nHch  Angabe  von  G.  Kopp,    aoegefährt    von  der  Lehrnittalanstalt   1-  Ehr- 
hard  t,  Co.  in  R^naheim  (Hesaenj. 
(Näberee  Speäalkatalog.) 

154  EInsrhallges  Hyiterbalold  In  Fadcneoiistmetlon,  nach  Augab«  vod  6.  Kipp, 
aungFluhrt  von  Aei  LthrniittelBRStBll  J.  Ehliianl  L  Ca.  in  Beaabeim  (Hessen). 

(Mali eres  Specialkalaloij.) 

155  Carton-Mudrilc  ron  PlAcbfn  zweiter  Ordnung,  conatruirt  nach  Angabe 
vou  Prof.  A    Brill  (Münc^b°u)  Univ.  Tahingeii.    Vertag  L.  Bfill,  Darmatadt. 

Specinlkatalog  psig.  1  und  57. 

5,  6.  <lwei  Eilipsoide. 

10.  Einsvhaligea  Hyperholuiil. 

18-  Zweisthnliges  Hyperboloid. 

23.  Elliptisclies  l'Aralioloid. 

26.  Hyperlmliscliea  Piiraboloid. 

16.  Kegel. 


Diese  im  .lahre  1874  veriifi'eiillifihlen  Modelle  verdanken  ihr  Ent- 
Hlchen  der  AnrognuK,  die  diis  niif  der  M.ithemnIischeD  Veraarnmlnug  In 
Giiltingcn  Hiiscestellte  Modell  eines  elliptisclieu  l'araholoida ,  von  Prof. 
Hfnrici  in  London,  aus  Hiilblii-cisen  aiiBamniengesetüt ,  dem  Urheber 
gab.  Er  .liidi'rte  die  Conatmctinn  in  xwi>vkcnUpretheDder  Weise  ah  und 
dehnte  das  Verfuhren    auf  die  Damtellnng   niler  Fliehen    znaiter    Ord. 

Näheres  vergl.  die  der  Modellserie  lieigegebene  Abhandluog. 

(A.  Brill.) 

OlltsmodoUc   von  Flfleben  zwrllrr  Ordnnng ,   Hnsgerübrt  (I8T8)  unter 
LeituHK  von  Ptoi.  A-  Brill  von  sind.  med..  R.  Dleael;  Halb,  lutilat  dar 
techn.  Hochschule  München.    VitI»»  L  Brill,  Darmstndt. 
Specialkatalog  png.  7  niid  57. 
1,  2.  Zwei  Ellipsoide, 
8,  9.  Zwei  einschiilige  Hyper1>oloide. 
17.  ZweischaligeH  Hyperlioloid. 
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30.  EllipUsches  Paraboloid. 

23.  St.  25.  Drei  hyperbolisclie  Paraboloid«. 

14.  Elliptischer  Kegel. 


Die  gleiche  Serie  mit  aufgetrngenm  Krümmungümxen  vgl.  nnler  I. 
Ebendort  uDler  I  .  .  .  .  vergleiche   man   anch   die  Serie  confoeaUr 
Flädten  eteeiter  Ordnung  von  Seh  patz  und  Neonu» 


IST      PitfeaModelle  vom  niieben  zweiter  Ordnunf    dargesiellt  durch  Seiden- 
fUden  in  Ueuinggeatcllei).     Verlng  L    BrIII    DnrmBtndt. 


Specialkatalog  pwg.  7  a.  5S 

11.  UDveranderlichea  Hyperboloid  r 


i  Asymptoten  kegel.  (Fig.  1.) 


n.  Abteilung. 

12  Beneghchei!  Hyperboloid  mit  einer  Sehnt  von  Erzeagendeo 
und  mit  cioem  hertibreDÜen  b>  prrliolischen  1  drilioloid  Die 
LrilliteiHe  h  iniipn  luili  schief  gegenemiiofler  gestellt  nerden, 
noititrch  mau  (i^l  I  ig  2|  windichiefc  1  Itchoa  vierlcr  Ord- 
nung erhfalt 


Fig.  5. 

13.  Bewegliches  Hyperboloid  mit  zwei  Scharen  von  Erzeng« 

(Fig.  3.) 
2S.   UnverüDderliches  hyperholiMthes  Paraboloid.     (Fig.  4.) 
29.  Beweglivbes  liyperboliKcbes  Pnraboloid.     (Fig.  6.) 


Padf>iiinodpllr  zur  llcrslrllun^  der  {ccradlinigfn  Plilchcn  zweiter  Onl- 
niiBgr,  Kowli^  dfr  ClnsseiikcgclschDill«   ans   zwei    projeetlvei  Funlit- 
n>ibMI.      Hergestellt    (I8TK    lind    W.Ü}    von    Rliid.     mntli.    E.  Laige    nnd 
K.  FiBoher  im  Math.  Institut  der  techa.  Hoohschule  Miiachen. 
Es  sind  iii 

1.    zwei  ähiilicbcn  Punktreiben 
3.    zwei  gleicbluiirend 

3,    zwei  enlgeneiiliiiifeud  pmjecliveu  Punktreihen 
di(!    entH|irecbeiideii    Piinklc    durch    t'itileii    verbiniilen ;   die   Uigen    der 
beiden  anf   einninlcr   bcxogeneu   l'unktreili 
nnd    dadurch    die    verHchieilelien    Fläeheu 
«■iter    Ürdniing    erzengl    werden. 


iiiieD  beliebin!  geändert 
im  Grenzrnll  Curven 
hierzu    die    mif   dem 


gleieiiBu  l'rineip  beruhenden  Modelle  von  litika  (unter  N,  Nr.   186.) 

Znei  Kegel  mit  »nel  gerne tnitaiuoii  Tan^iillalelienrn ,  nach  Angabe 
von  Prof.  Ch.  Wiener,  leihn.  Ilnih.scbiik'  KnrUruhe,  ftusgest«!!!  vom 
Math.  Institut  der  Icchn.  Hocilschule  München. 
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Fudeumodcll.  Die  Spitze  de»  einen  KegelH  ist  beweglich.  Die  in 
zwei  Ellipsen  zerlullendc  Schuittcurve  der  beiden  Kegel  ist  durch  kleine, 
je  in  die  entsprechenden  Erzeugenden  eingeschaltete  Ringe  markirt. 

160  Zwei  Fiuleniiiodollo,  durstellend  den  Schnitt  zweier  Flächen  2.  O. 

in  4  reellen  Germlen 

in  2  reellen  Geruden  und  2  imaginären  Geraden  2.  Art  (nach  Statidt)^ 
von  Privatdocent  H.  Wiener,  Univ.  Halle  a.  S. 

161  Modell  zweier  bewe^f^lielier  Hyperboloide ,    welche  immer  eonfoeal 
bleiben«     Von  Prof.  0.   Henrici  in  Ix)udon. 

Im  Jahro  \SV\  stollto  Prof.  Hvnrici  oinom  soiner  Suhülor  im  ünivorsity 
Collcgo  die  Aufgabe,  aus  dünnon  Stäben  ein  cinsduiligcs  Hyperboloid 
horzustollou,  indem  or  an  dixu  si<;h  nicht  schnoidondo  Stäbo  andere  an- 
legte und  dieselben,  wo  sie  sich  schneiden,  durch  einen  Faden  zusammen- 
band. Er  sagte,  ditss  das  so  eiitst(>herKle  Med«;!!  liald  fest  worden  würde. 
Zu  seiner  ■('l)erraschuiij;  stellte  sich  jedoc^h  heraiLs,  dass  das  Modell  be- 
weglich Illieb.  Es  war  nicht  schwer,  nachtniglic^h  den  Grund  hicM'von 
•'inzusehen  und  es  ergab  sich  der  Satz:  Wenn  man  die  Erzeugenden  eines 
cinschaligen  Hyperboloids  als  st^irre  Geraden  betrachtet,  die  überall,  wo 
sie  sich  treffen ,  fest  verbunden  sind ,  aber  so ,  dass  an  jedem  Schnitt- 
punkte eine  freie  IJeweguiig  der  einen  um  die  andere  möglich  bleibt,  so 
ist  das  Hyiierboloid  nicht  starr,  sondern  erlaubt  eine  Deformation  in  eine 
einfach  unendliche  Anzahl  anderer  Hyperboloide. 

Jed<»r  Punkt  auf  der  KlUchc  bewegt  sich  bei  der  Deformation  immer 
auf  der  Normalen.  Hält  man  bei  der  Deformation  den  Mittelpunkt  und 
die  Ivichtuügen  der  Hauptaxen  fest,  so  bilden  die  voi"schiedenen  I^agon 
des  Hyperboloids  eine  Reihe  confo<\iler  Hyperboloide,  während  jeder  Punkt 
die  Schnittlinie  eines  festen  confocalen  Ellipsoids  uud  eines  solchen  zwci- 
schaligen  Hyperboloids  durchläuft.  Die  verschiedenen  Lagen  eines  Punktes 
sind  daher,  im  Ivory'schen  Sinne,  entsprechende  Punkte  auf  den  verschie- 
denen Hyperboloiden. 

Das  bewegliche  Hyperboloid  lässt  sich  in  doppelter  Weise  so  de- 
formiren,  da.ss  alle  Erzeugenden  in  einer  El)ene  liegen.  Mau  erhält 
dann  die  Hesse'schen  Grcnzllächcn ,  begrenzt  durch  die  Focalcurven  des 
Systems,  welche  als  Einhüllende  der  Erzeugenden  erscheinen.  Die  eine 
ist,  wie  bekannt,  eine  Hyperbel,  die  andere  eine  Ellips(^  Es  werde  nun 
eine  Zeichnung  dieser  Ellipse  gemacht  mittelst  einer  Anzahl  Tangenten. 
Diese  werd'Mi  sn  gewählt,  dass  ihn;  Scimittpunkte  auf  «ronfocalen  Ellipsen 
respective  Hyperbehi  liegen,  d.  h.  durch  die  Tangente  wird  der  ausser- 
halb der  Ellipse  liegende  Teil  der  Ebene  in  Vierecke  zerlegt  Geht  man 
nun  von  eiuem  Schnitti»unkte  aus  längs  einer  Diagonale  eines  solchen 
Vierecks  uud  in  demselben  Sinne  längs  der  Diagontde  des  nächsten  Vier- 
ecks, so  erhält  man  eine  Keiho  von  Punkten  auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel, 


12.  Bowc^it'i 


I^ilkii- 


_:  afT  J-  E  !«re  l)iB),'unalü  uiiLlt.  Um  diw  eu 
,  T  :*jr-  ZunUchat  wiiblt  man  die  Axou  dor 
ijsr  ■»  User  Ellipsü  ums<-brit'l«uo  ItcchU-ck, 
.  1  ü:^':!  sind  uud  bestimmt  ihre  Brcun- 
,..  =?r^  iidet    iiian  diu  Suh eitel punkhi  deijenigea 

,-  ~.i-!Z  dieses  Uochtccts  f^ulit  und   dor  onttoD 
,—  .^n  Punkte  bcstiini II to  PaiaüclograTuin  ist  wiedi.-r 
_-_T.-!W(L    Duri:h  die  Tunkte,  wo  die  Soiten  dus 
■  .-^•iL  .-3  Rechtecks  scbueiden,  lässt  sich  abermals  ei  du 
_    ,.-!.  irPia  Schttitelpunkt«  wieder  mittelst  der  Brenn- 
....    r->.    V'oQ  diesen  zieht  man  Tangenten  an  die  erst« 
jcz   lö  Tangonton   dur  lotzteron.     Diese    gelxsn  jode 
_. .    ^  a  Eraongoniion ,  aus  denen  jodos  Hyporlioloid  di'S 
-c     ial  diese  Zoiulinimg  wurden  <lia  StJibe  laugs  <lea 
_     .311  die   Seliiiittpuiikto   markirt.     An   den   markirten 
.1    j=  St»)»   kleine  EiiikerbungcD    uud    wurden    nachher 
-a    :usammcngi.-bunüeD.     Es    cntstani]    so    ein    Modell, 
~i  jüweglieh  ist.    Auf  demselben  sind  die  Erümmnngs- 
■irren,  wekhe  man  erhalt,  wenn  mau  von  einem  Schuitt- 
'  ifta  beschriebene  M'eise  zum  uüchsten  übvrgeht. 

".  nudon  des  ModeUes  besehreibt  dann  eine  sulehc  Cun-e 
_«  Ülipsoid  oder  zweisehaligos  Eypetbeloid. 
.jiH-inTägba  Modell  wurde  im  Januar  1874  dor  London  Math. 

,  ..^^  wuden   zwei  weitere  Modelle  nach  denselben  Zeichnung 

^^.  jid  so  rerbundon,  dass  sie  sich  zusammen  bewegen  und  zu- 

■uiKol  bleiben.    Dies  ward  auf  folgoiide  ^Veise   bewerkstelligt. 

I-       _ ,   ■-■■  i'ildon  sechs  confooalo  Flächen,  zwei  von  jeder  Ait,  eine  An- 

„  :«iBiuAächiger  rarallelqii]>i.'do ,    woluhe   alle    ibre   Diagonalen    von 

-         ...'.   Lioge  haben.    Vior  selche  Uiagonalen-l'aaro,  durch  SÜlbe  re- 

-M-.if  wurden  angebracht  und  zeigten  sich  genügend,  die  gowünschle 

Mutiuuj:  hcrzu-stellen. 

,i  vn  dies  das  Uudell,  welches  ausgestellt  ist. 
^  dürile  von  Interesse  sein,  auch  die  Anfertigung  der  Stäbe  zu  be- 
..intln'u.  Die  Stäbe  aus  Tannenhelz,  wie  sie  ZU  Matten  vielfach  benützt 
,..iii'a,  sind  zu  zerbit'clilii^h.  Ich  wühlte  daher  Lunce-wood,  welches, 
,aiu|:»tcns  in  Englani],  zu  A\'agentic haften,  sowie  zu  Masstaben  ete.  viel- 
AiL  benutzt  wird.  Es  ward  auf  eiucr  Kü^eniiihle  in  dünne  Stäbe  ge- 
^tiniiten  und  dann ,  um  diese  abzurandeu ,  durch  die  Löcher  einer  zum 
; tntbtxiehen  gebrauchten  Platte  gezugen.  Ks  ist  hierbot  nötig,  die  Stäbe 
uipigi'  Zeit  iu  TV'usser  zu  legen  uud  sowie  sie  zu  hart  werden,  wieder- 
holt zu  erweichen. 

Ji   iiiijücn  hier   uoi-h  einige   weitere  Eigenschaften  dos   beweglichen 
Uyijcrboloids  augeguben  werden. 
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Es  ist  von  Intoress«  zu  brnn^rkoii,  dass  das  beweglicho  HypiTboloid 
«Tliiubt,  oino  durch  Tangoiitoii,  jode  doppolt  gozählt,  bostiinmto  Ellipso 
durch  i'ino  ondlioho  räuinlir;h«?  Doformation  in  oino  Hyperb».'!  üborzuführoii. 

Fcrnor  orhält  inaii  eiiKMi  sohr  anschaulichon  Beweis  von  Brianchon's 
Tb«'oroin.  Markirt  man  nämlich  auf  d<Mn  Hyperboloid  uin  durch  sechs 
Erzeu^^'ude  geliildrti'S  Sechseck,  so  si<.»ht  man  sofort,  dass  dessen  Diago- 
nalen sieh  in  einem  I*unkt(^  schneiden,  weil  sir»  nämlich  di»»  Schnitthnien 
ven  drt'i  Eb»Mien  sind.  Deformirt  man  nun,  bis  die  Fläche  in  eine  Focal- 
curve  des  Systi'ms  übergeht,  so  erhält  man,  als  Cir»»nz fall,  Brianchon's  Satz. 

Au<:h  di«'  w«'it(»re  Entwickelung  der  Theori«*  und  Anwc^ndung  d«*s  bo- 
weglichen  Hyperboloids  möge  erwähnt  worden.  Bald  nachdem  ich  das 
ei*ste  Mod«'ll  der  Math.  Soc.  vorgelegt  hatte,  stellte  Prof.  Grenihül  an 
der  IJnivei-sität  Cambridge  (»ine  auf  dass<*lbc  bezügliche  Examiuations- 
aufgabi».  DieS(^  ward  nachher  von  Cayley  behandelt  (Messenger  of  Mathe- 
matics)  und  hi^nlurch  ward  die  Eigenschaft  der  Bewegli(;hkeit  weiter 
bekannt.  Daini  habiMi  sich  v»?rschifdene  Matln^matiker  mit  derselben 
beschäftigt.  Namentlich  habrn  Darhoxuc  und  Mannheim  schÖno  An- 
wendungen auf  Poinsot's  Theorie  rotininder  Körper  gemacht. 

(0.  Houri(?i.) 


Flächen  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  hiezu  auch  eine  Reibe  der  unter  N,  O,  P  aufgezählten  Modelle.) 

162  Zwei  gtereoskopisclie  Photographien  des  Modelles  einer  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  27  reeHen  Geraden.  Von  Prof.  Chr.  Wiener, 
Karlsruhe.      Verlag  von  B.  6.  Teubner.      Leipzig  1869.      Ausgestellt  vom 

Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München. 

163  Serie  von  Flächen  dritter  Ordnnngr,  sämtliche  charakterfstlselie 
Tjrpen  derselben  darstellend,  sowie  die  wichtigsten  ihrer  Hesae'schen 
Flächen.  Ausgeführt  1H84  von  i'rof.  Rodenberg  (Dannstadt),  Hannover. 
Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog : 

30.     Die  Diagonalfläche  (Fig.  1). 

31-  35.     Fläche   mit  vier  reellen  conischon  Knotenpunkten  und  col- 
lincare  Vonva:nl!ungen  derselben. 

36^  37.     Fläche  mit  drei  reellen  conischon  Knotenpunkten. 

38.  Fläche    mit    einem    hiplanaren    Knotenpunkt   B^^    dessen    zwei 
Tangentialebenen  reell  sind. 

39.  Fläche  mit  einem  bij)laDaren  Knotenpunkt  B3,  dessen  Tangential- 
ebenen conjugirt  imaginär  sind. 


j.:.ir>.'n    Kuuti-ujiuiLkri^n     li(itii'n.'r    UihIiiiiii'; 


1    Ku<)l.^i.|.uul.t   l\,   \H-i.    L';.   (I,. 


..;.  lirahttiimirll  zur  lliiivtt^lliKif;  ilor  .MiliiLiiin;;  .I.t  Fliirlioii  inil 
'.  -.'.  J.  1  .'iHjiM'licii  K]»rt<'[i|iii:iktC'ii    ai<J'   <l<-ii   l'uiiktKiiiiti    in.'lli-s  P-tiUi- 

.Vf  uiTil  5.>.  IWWsl'lif  V\M,a  /.iir  Müdii'  mit  \kv  iv.'II.'U  riiri^di.'n 
kii.'WH|'iiiikt.-ti  iNr..i/;  Ki-.  l'.) 

:•(.-.  Ik'SNi^W'hp  Fliirlu-  zur  Vlildir  mit  dtvi  i'<.'C-l1>'ii  (.'iiiiis..'li>!ri  Kiiok'ii- 
[■mikifu  (Kr.  JB;  Vig.  '■i). 


M 


IJti-ratiir  iil.fr  li-ii  i.l.'".>iisr;ir 


,a  IUI  .1."^  S|H->TilkiiNilMp's  vun  /,.  Brill. 
■■••■U^ny  .Vl.lirtii.iliiii-.  in  «oMior  .wli  Ui'? 
iiiiiiHiilirl  ist. 


^ 
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164  Zehn  Modelle  von  Cykliden,  .uist.'cführt  im  math.  Institut  der  technischen 
Hochscliule  München  (Trof.  A.  Brill)  von  Assistent  P.  Vogel  und  stiul.  math. 
S.  Finsterwalder  (1»80  und  18H1).     Verlag  Mm  L.  Brill,  Darmstiult. 

Spccialkatahnj  ."iT—dÜ^  pa^.  77,  :J1  und  65. 

Dio  Modelle  57  --6'.V  stellen  DujhuhcIui  Cyklidcn  dar  (vergl.  eine  Al)- 

handlung  von  Clerk  Maxwell  im  C^uart.  Journ.  of 
Math.  IM.  9).  —  Nr.  M^  .VJ  sind  Abgüss«'  diM-  im 
JJesitze  des  matli.  Seminai's  in  IJerlin  helindliehen, 
von  Herrn  Kummer  angofei-tigten  Orij^inah;.  I)i(i 
Modelle  6'i— 0*6'  stellen  allgemeine  Cykliden  dar; 
Nr.  (}4  mit  2  imaginären  Dopix^lpunkten,  Nr.  (;.>  mit 
2  imaginären    und  einem  reellen,   Nr.  (JfJ  mit  t^inc'm 

uuij»lanaren  Knoti^npunkt.,    der    durch  ZiLsammenziehou  der   drei  Knoten 

in  (io  entstanden  ist. 


165  Drei  Modelle  der  KnninierNchen  Flüche,  ausgeführt  im  math.  Institut 
der  techn.  Hochschule  München  (l'rof.  F.  Klein),  von  stud.  math.  K.  Rohn 
(1877).     Verlag  von  L  Brill.  Darmstadt. 

Specialkatnlog    07-  00  ^    pag.   :j   und   6'6',    wo    au«'li    die    einsehlägigt^ 
Literatur  citirt  ist. 


Dio   drei  Modelle    unti?rs<heiden   sieh   naeh  der  Ivealität   der  Knoten- 
punkte: l<i,  8,  4  der  Knotenpunkte  (und  Doppoltangentialehenen)  ret;!!. 


166  Serie  von  Flüchen  Ylerter  Ordunngr  mit  vier  lün^H  Kreisen  be- 
rührenden Ebenen,  nach  (ieh.  Ivat  Prof.  Kummep,  Univ.  Berlin.  Verlag 
von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalotj  70-75-,  |»ag.  19  und  07. 

Di»?  .sechs  Mo<lell(>  sind  0»pien  d^r  im  Besitz  des  math.  Seminars  der 
rnivci>jität  Berlin  l)eiindli<'liefi  Origiiuih».  Man  vorgl.  dit*  .\hh.  von 
Kummer  in  den  Monatsher.  der  k.  Akad.  d.   W.,  l^crliri  18G2. 

r>io  Gleichung  aller  dieser  Hiu-hen  lässt  sieh  auf  die  Form 

<f *  —  K\}t[l'S    =--  o 
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bringen,  wo  <p  =  o  die  Gleichung  einer  Kugel,  p,  q,  r,  b  die  linken  Seiten 
der  Gleichungen  der  Ebenen  eines  regulären,  mit  der  Kugel  concentrischen 
Tetraoders   bedeuten.     Dabei   ergibt   das   gegenseitige    Grössenverhältnis 


Fig.  1.  Fig.  2. 

von  Kugel  und  Tetraeder  die  verschiedenen  Typen,  unter  denen  sich  ins- 
besondere auch  die  Stoiner'sche  (sog.  Römische)  Fläche  befindet  (Nr.  72  \ 
Fig.  1). 

167      Drei  Modelle  der  Steiner'sclieii  FlMehe,  ausgeführt  von  Prof.  K.  Rohn, 

an  der  techn.  Hochschule  Dresden. 

Bei  der  allgemeinen  Steiner'schen  Fläche  mit  drei  reellen  Doppel- 
geraden : 

2xyzw  -f  aiy*z*  4"  aaz'x'  4-83x'y'  =  0 

haben  die  Pinchpoints  auf  diesen  die  Coordinaten: 

0,  0,  1,  ±  l/'äTä^  forner  0,  1,  0,  ±  \  a^  aj,  endlich  1,  0,  0,  ±  Vv«^. 

Bei  gleichem  Vorzeichen  der  a  sind  alle  Pinchpoints  null,  bei  ver- 
schiedenem aber  nur  auf  einer  Doppelgeraden.  Dieser  Fall  ist  modellirt; 
die  Ebenen,  welche  längs  Kegelschnitten  berühren,  sind  inaaginär;  die 
benutzte  Gl.  ist:  4xyz  +  y*z*  +  z*x'  — 4x*y'  =  0. 

Die  Stoiner'sche  Fläche  mit  SelbstberUhrungsgerade  und  einer  Dappet- 
geraden^  die  durch  Zusammenrücken  zweier  Doppelgeraden  aus  der  all- 
gemeinen entsteht,  zeigt  nur  noch  3  Pinchpoints  (ausserhalb  des  drei- 
fachen Punktes)  und  zwar  einen  auf  der  Doppel-  und  twei  auf  der 
Selbstberührungsgeraden.  Durch  ersteren  Punkt  und  je  einen  der  beiden 
letzteren  gehen  die  beiden  Ebenen,  die  die  Fläche  längs  eines  Kegel- 
schnittes berühren.  Modellirt  ist  die  Fläche:  x'z  —  x*  — -  x'z*  —  y'z'  =  0, 
sie  trägt  auf  der  y-Axe  die  Pinchpoints  i},  auf  der  z-Axe  den  Pinch- 
point  1. 

Die  Stoiner'sche  Fläche  mit  SelbstosculatioMgeraden  besitzt  nur  noch 
einen  einzigen  Piuchpoint  und  durch  ihn  eine  längs  eines  Kegelschnitts 
(im  Modell  ein  Kreis)  berührende  Ebene.  Im  Modell  schneidet  auch  die 
Ebene  durch  die  singulare  Gerade  senkrecht  zur  Osculationsebene  einen 
Kreis  aus.    Die  Gleichung  der  Fläche  ist:    —  wx*  +  (xz  —  y")'  =  0. 

(Rohn.) 
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168  Drei  Gipsmodelle,  einer  Familie  von  Flttchen  yierter  Ordnungr 
an^eliörend.    Vou  Ingonieur  K.  A.  Mayer  in  Einbeck  (Hannover). 

169  Modell  einer  Fläche  Tierter  Ordnnngr  mit  zwei  sieh  sehneidenden 
Doppelgreraden  (sogr*  böhmisches  Gewölbe)  nnd  einer  Fläche  achter 
Ordnnngr,  angefeitigt  (1885)  im  math.  Institut  der  techn.  Hochscliiile  MOnchen 
(Prof.  A.  Brill)  von  stud.  math.  Finsterwalder  Verlag  von  L.  BrIII, 
Darmstadt 

Specialkatalog  77  und  78;  pag.  21.  22  und  69. 

Die  Fläche   vierter   Ordnung   entsteht   dadurch, 
dass   ein   Kreis   sich   mit   seinem   Mittelpunkte   auf 
einem    festen  Kreise    fortbewegt,    dabei    mit  seiner 
Ebene  immer  parallel  zu  sich  selbst  und   senkrecht 
zum  festen  Kreise  bleibend. 

Die  Fläche  achter  Ordnung  entsteht  durch  Bewegung  einer  Kreis- 
linie, deren  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  zweier  sich  senkrecht  schnei- 
dender Geraden  bleibt,  während  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  bezw. 
auf  diesen  Geraden  gleiten. 

170  Gipsmodell  der  Fläche,  welche  die  Ku^ln  von  gleichem  Radius  ein- 
hüllt,  deren  Mittelpnnkte  auf  einer  Parabel  liegen;  angefertigt  von 
Prof.  0.  Henrici,  ausgestellt  von  der  Londoner  Mathenatisclien  Qesellscliafl. 

Die  Fläche  ist  von  der  6.  Ordnung.  Sie  hat  eine  Doppelcurve  und 
eine  Cuspidalcurve.  Auf  einer  Seite  der  Ebene,  in  welcher  die  I^eitpa- 
rabel  liegt,  ist  die  äussere  Fläche,  auf  der  anderen  der  im  Innern  liegende 
Teil  mit  den  siuguläron  Curven  dargestellt.  Die  Doppelcurve  ist 
eine  Paral>el,  welche  der  Leitparab^l  congruent  ist,  aber  in  einer  zur 
letzteren  rechtwinkligen  Ebene  liegt.  Die  Fläche  kann  also  auch  als 
Einhüllende  der  Kugel  aufgefasst  werden,  welche  so  rollt,  dass  sie  beide 
Zweige  einer  Parabel  berührt.  Die  Doppelcurve  tritt  an  zwei  Punkten 
A  aus  der  Fläche  heraus  und  wird  dann  isolirte  Curve. 

Die  Cuspidalcurve  besteht  aus  zwei  endlichen  Zweigen,  die  sich  in 
den  Punkten  A  Spitzen  bildend  vereinigen. 

(0.  Henrici.) 

171  Fläche  6.  Ordnung,  geometrischer  Ort  der  Mittelpunkte  der  Sehnen 
einer  symmetrischen  RaumcurTO  4,  Ordnung  1.  Species«  Ausgeführt 
im  mathematischen  Institut  der  technischen  Hochschale  MUnoben  (unter 
I^itung  von  Prof.  Finsterwalder)  vom  gepr.  Lehramtscand.  F.  Böhmländer. 

Die  Mittelpuoktsfläche  der  Sehnen  einer  Raumcurve  kann  immer  als 
Rückungsfläche  aufgefasst  woi*den,  die  durch  Bewegung  parallel  zu  sich 
selbst  der  auf  die  halbe  Dimension  reducirten  Kaumcuive  entsteht,  wobei 
ein  Punkt  wieder  eine  gleiche  Raumcurve  beschreibt.  Auf  einer  solchen 
Fläche  liegt  demnach  eine  doppelte  Schar  congruenter  Raumcurven. 
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Von  den  boidou  Modellen  stellt  djus  grössere,  zerlegbare  den  Teil  der 
Klä(  ho  dar,  der  von  den  Mittolpuiiktou  reeller  Sehneü  erfüllt  wird,  auf 
dein  kleineren  Modell  Ist  die  Kliklie  erweitert,  wodurch  noeh  die  reelleo 
Mittelpunkte  von  Sehnen  mit  conjugirt  imaginären  Endpunkten  zur  Er- 
scheinung kommen.  Der  mittlere  Teil  beider  Modelle  ist  der  Oit  der 
Mittelpunkte  von  Sehnen ,  deren  Endpunkte  auf  verscihiodeuen  Zweigen 
der  Curvo  liegen,  der  umgebende  Teil  enthält  die  Mittelpunkte  der  Sehnen 
eines  Zweiges.      Die  Enveloppe    der  (,'urvenschar  auf  diesem  Teil  ist  die 

ui-sprün gliche  Raumcurve. 

(Finsterwaldor.) 

Vergleiche    hier   und   für  die    felgonde    Lit.  N.  noch    eine  Ki'ihe   der 
unter  No.  128  aufgeführten  M<»(b.'lle  des  Verlages  von  Delut/rave,    Paris. 


N.    Kaiimcurveu  und  abwickelbare  Flächen; 

Ilogelflächen. 

172  Di«  Kniiiiiciirveii  dritter  Ordiiiiii^  auf  Cyliiiderii   zweiter  Ordniiiier- 

Aiisgcfiihrt   im   Mathem.  Institut   der  techn.  Hochscliule  MUnclien   (unter 

Leitung    von  Prof.  Klein)    von   stud.    math.  E.   Lange  (1879).     Verlag  von 
L.  Brill,  Darmstadt. 

SjH'cialkalaloij  DO  (pag.  13  und  73) ,  sowie  die  dem  Modell  beige- 
gebene Abhandln  ng. 

a)  Die  cubische  Ellipse,  b)  Die  eubisehe  Ifyperbel.  c)  Die  eubisehe 
Parabel,     d)  Die  eubiseh-hyperJ)oIisehe  Parabel. 

173  Die  vier  Oestalteu  der  Kaiiiiiciirve  •{.  Ordiiuugr.  Vier  Fadenmodellc 
und  vier  Drabtmodelle  von  Privatdoeent  H.  Wiener,  Univ.  Halle  a/S. 

Die  Gestalten  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  sind  dargestellt 

a)  dureh  die  abwickelbare  Fläche  ihrer  Tangenten. 

b)  als  Pnnktcurven  durch  Drähte. 

174  Modolt  aus  noizraliiiieii  und  Seideufaden  filier  die  eubisehe  liypcr- 
poliselie  Parabel  als  teilweiser  SehniU  zweier  Cyünder  zweiten 
(«rades,  ausgeführt  von  dem  Studirciulcn  DufTing,  1881,  im  Seminar  TÜP 
darstellende  Geometrie  an  der  techn.  Hochschule  zu  Karlsruhe  unter 
Leitung  von  J^rof.  Chr.  Wiener. 

Von  den  im  Scuninar  angebMt igten  derartigen  Modellen  der  liaum- 
eurveu  l>.  Onliiuiig  ist  di<'ses  lii'ispiej  ausgowiUilt.  Ein  parabolischer  und 
ein  hyperbolischer  t  •vlindtM"  mit  seinen  l)ei<len  Asynjptotenebenen  sind  aus 
Fäden  von  verschiedener  Farbe  dargestellt  und  so  angeordnet,  dass  die 
eine  Asymptotenel>ene  durch  die  unendlich  ferne  Erzeugende  des  para- 
bolischen C-yhnders  geht.     Dadurch  haben  beide  Cylinder  eine  unendlich 


Gcmiif'trii.'.    N. 

ferno  Er/piiKOnün  (."okiHii.  «ii'i  lii'v  Kcst  ihiiT  >=i-lm 
h.vp.>rlKilischii  l'ixraM.  wol.liP  ilif  (ii!vail.>  iiml  -Vu- 
hat,  iti  woli'hi'M  <lcv  ]inmbiiliHi-hc  l'yliiHlcr  vun  i|.'ii 
clM-11^11  K.'i'Hinith-u  wir.1.  Die  l'iinvn  sinii  liuirli 
I'crii'ii  darj.THti'llt,  diiiyh  «i-lc^liu  je  ein  [■'iiilnii  der 
den  nih'hrn  gplit. 
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rvp  ist  Jio  nibiwliii 
Ih'1  /m  Asyni|itotr-ii 

tii'  lipinv.  Ri'liwni'»' 
Dil  sii'l)  solitii'iüi'ii- 

(Clir.  -ft-icier). 


Tl«r  Faden III Ott pllf  /«  der  Raiiiuciirte   vlrrtpr  Ordnniig  rrstor  Art 
UDil  ilirpr  ubwirkrlbttnu  FiadiP      IhiKc-tclIi    (l»tj4)    lou    H    Wiener, 

icUl   Pru  Udocent   tmv    lliillo    t/S      Vprli^   von   L    Bnll     Diirm*!  iiil 

Specialknlnlog  91  —  9t  (pig  „•(  iiud  74)  Die  Modpllo  w>11pii 
ilie  II  luptriKeiHdmrttti  dirjLni^ui  IbkiiniLurvcii  MPH^r  Ordniiiift  ilio 
der  lilitult  der  lludiLii  ?weiU  r  Ordiinii^  einet  KufiheN  »im!  'MiWie 
der  iliWK  Li  lluireii  FIblIic  ihrer  1  itii,^!!!]!  und  der  Duppiliiine  dic-ier 
tliiLbe  snr  AnHüiuuiiii);  brii]fC<ii 


Fig.  1. 
!>l.   F.ri.fi-r  Fiill:     IHe  Curie  Hegt  iiiifvi'T  ropllon  KL'jjelii.    Diirslillinn; 

d.-r  Cnrvc  nid  Rfliiiilt  diiwr  K.«el.     [Fi;;.   1.1 
f)2.         „         .,        Itk  iiliwUkelliiire  Fläfiie  (Iit  Tu ii gellt en  dei  C'iirve. 
1)3.  Zirnicr  Fiill-   tlic  Curve  lic«t  iiiif  KWei  reellen  und  zwei   iiiiiici- 

uiiicii  Ki'nidii.    UrtrHlellniij;  ids  WKlniitt  jener  lieidell. 

Die  i.l.iviekelbiire  Flilelie  ihrer  TiiligPlllen.    (Fi«.  2.) 
34.  Lhilki- F<iU:  Di^  Ciirve  lii-Kt  »iif  vier  inuijiinitreii  Kegeln.    Dür- 

sti'UiiliK     hIn    Si'hiiitl     KW.dcr    geriidliiiiKer    H,vi«T- 

boloide.     Din  nlmii-lndbiirp  Fläidic   der  Tiinßcnlen. 

Modollc  Ulis  1li>)7.riihiiiru  nnil  HHilcnnidfii  flhor  dlo  RiinmnirTP  4.  (Ird- 
nuntc  ä.  Art  iiis  li-ilwi'iscr  SehniU  i-iiicr  Iti-fcc-iniVlir  :t.  (irnilos  mit 
ptni-iii  i'InM-linHicoii  llyiicrlmloiilc.  rniistiiiirt  und  .insK.fiiln-l  im  Seminar 
nir  darsteliende  Geometrie  an  der  teclin.  Hochschuie  zu  Karlarulie  untor 
l^'itiiiiK  v.in  i'i'if.  Chr.  Wiener. 

Diese    b.>idi'ii    l'lii.iien    bijdi'ii    die    fr^i;lidie    Slinill.iirv.-,    «■.■im    sie 
aiisseiilum  2  tieiadt-  geiiiein  h.ik-n,    «elL-he  iiii-ht  in  eim-r  Kiieiiy  licfon, 
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oder  welche  ia  der  Doppelgeraden  der  Fläche  3.  Grades  zusammenfallen. 
(Vgl.  Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Oeometrie^  Bd.  2,  S.  459.) 
Der  letztere  Fall  ist  in  den  Modellen  zu  Grunde  gelegt;  beide  Hegel- 
flächen sind  durch  Fäden  dargestellt,  und  ihre  Schnittlinie  durch  Perlen 
oder  durch  einen  aufgelegten  stärkeren  Faden.  Die  Fälle  sind  nach  der 
Anzahl  der  reellen  unendlich  fernen  Punkte  unterschieden.  Diese  ver- 
schiedouon  Fälle  sind  durch  die  ^egon  einander  concentrisch  gelegten 
Richtkegcl  der  beiden  Flächen  hergestellt,  deren  Erzeugenden  bozw.  mit 
einer  Erzeugendon  der  sich  schneidenden  Flüchen  parallel  sind.  Die 
Schnittlinien  der  Richtkegel  mit  einer  Ebene  sind  eine  Corve  8.  Ordnung 
mit  einem  Dop[)elpuukte,  welcher  der  Doppelgeraden  entspriciit,  und  ein 
durch  diesen  Doppolpunkt  gehender  Kegelschnitt.  Ausserdem  haben  diese 
Curven  4  Punkte  gemeinsam ,  von  deren  Reellität  die  Roellität  der  un- 
endlich fernen  Punkte  unserer  Ilaumcurvo  abhängt. 

a)  Die  4  unendlich  fernen  Punkte  sind  alle  imaginär.  Das  Modell 
ist  von  dem  Studirendcii  Eisele  im  Jahre  1881  hergestellt. 

b)  Zwei  unendlich  ferne  Punkte  sind  reell  und  getrennt,  Stud. 
ÜUmann,  1881. 

Man  erkennt  das  Schnoidon  der  Curve  mit  den  Erzeugenden  der  einen 
Schar  des  nyi)erboloides  in  je  3  Punkten  und  der  anderen  Schar  in  je 
einem  Punkte.  Die  Curve  windet  sich  schraulienaitig  im  Sinne  der 
letzteren  Erzeugendon. 

c)  Die  4  unendlich  fernen  Punkte  sind  reeü  und  fallen  zusammen, 
Stud.  Zimmermann^  1882. 

d  und  e)  Die  4  unendlich  fernen  Punkte  sind  reell  und  getrennt. 
Studircnder  und  Assistent  Tesch,  1892. 

d)  Die  Curve  besteht  aus  4  Asten;  joder  Ast  sti-ebt  seinen  beiden  un- 
endlich fernen  Punkten  auf  den  vei-st^hiedenen  Seiten  eines  elliptischen 
Schnittes  des  Hyj>erboloides  zu. 

e)  Wie  vorher;  nur  streben  zwei  Äste  ihren  unendlich  fernen  Punkten 
auf  dmi  verschioclenen  Seiton  jenes  elliptischen  Schnittes  zu,  zwei  auf 
derselben  Seite.  Einer  der  ei^steren  Äste  z«»igt  den  Verlauf  einer 
Schlangenlinie. 

(Chr.  Wiener.) 

177  Drei  Modelle  aus  Holzrahnien  und  Seidenfaden  Über  die  Raunieunre 
4,  Ordnung  3.  Art  als  Seiinitt  zweier  Flüclien  F  und  (j  2.  (Jrades 
und  deren  Imaginärprojeciionen  in  Bezug  auf  einen  Punkt  JP,  der 
eine  gemeinsame  Polarebene  P  zu  F  und  G  besitzt  Construirt  und 
ausgefühi-t  im  Seminar  für  darstellende  Geometrie  an  der  technischen 
Hechschule  zu  Karlsruhe  unter  L(ütung  von  Prof.  Chr.  Wiener. 

üntdV  der  Inmginäi'projection  eines  Kegelschnittes  k  in  seiner  Ebene 
(vergl.  die  angeführte  darstellende  Geometrie,  Bd.  1,  S.  315  ff.)  in  Bezug 
auf  einen  Punkt  P  und  seine  Polare  p  zu  k  verstehe  ich  die  Gesamtheit 
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der  Punkte ,  welche  auf  Strahlen ,  die  von  P  ausgehen ,  in  Bezug  auf  k 
einander  co^jugirt  nnd  zugleich  durch  P  und  p  harmonisch  getrennt  sind. 
Diese  Punkte  sind  reell  auf  den  Strahlen,  welche  den  k  imaginär  schneiden. 
Die  Imaginärprojection  ist  wieder  ein  Kegelschnitt  und  heisst  auch  die 
zu  k  in  Bezug  auf  P  und  p  conjugirto  Curve.  Ist  P  unendlich  fern,  so 
sind  jene  Punktepaaro  die  ideellen  Doppolpunkte  der  auf  den  Sti'ahlen 
gebildeten  Involution  conjugirtor  Punkt»» ;  ihre  Abstände  von  p,  gemessen 
auf  dem  Strahle,  sind  die  ihres  Faktors  i  beraubten  rein  iniaginänm 
Coordinaten  der  Curvenpunkte.  Für  zwei  Kegelschnitt«?  k  und  I  der- 
selben Eb<»ne  weixleu  die  imaginün^n  Schnittpunkte  dargest(41t  durch  ihre 
Imagiuürprojectionen  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P,  welcher  dieselbe 
Gerade  p  zur  Polaren  in  Bezug  auf  k  und  1  besitzt,  wenn  man  die 
Imaginärprojectioueu  k'  und  l'  von  k  und  1  in  Bezug  auf  P  und  p  zum 
Schnitt  bringt  Die  Strahlen  aus  P  durch  je  2  solche  Schnittpunkte  be- 
sitzen daim  dieselbe  Involution  coi^ugirter  Punkte  zu  k  und  1,  oder  sie 
besitzen  von  beiden  Curven  ihre  genunnsamen  Punkte. 

Entsprechend  kann  man  von  einer  Fläche  F  2.  Grades  di»>  Imaginär- 
projection F'  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  und  seine  Polarobene  P  ho- 
stimmen;  sie  ist  wieder  (une  Fläche  2.  Grades  (Bd.  2,  S.  89  ff.);  und 
entsprechend  die  Imaginäriirojection  der  Schnittcurvo  zweier  Flächen  F 
und  G  2.  Grades  in  Bezug  auf  einen  Punkt  P  und  seine  in  Bezug  auf 
beide  Flächen  gemeinsame  Polarebene  P  (Bd.  2,  8.  317  ff.).  (Solcher 
Paare  P  und  P  gibt  es  4,  welche  das  den  beiden  Flächen  gemeinsame 
Polartetraeder  bilden.) 

a)  Die  beiden  Flächen  F  und  G  nnd  eine  Kugd  und  ein  Um-^ 
drehungsrylinder  t  der  die  Kugel  berüfirt  und  durch  ihren  Mittelpunkt 
geht.  Als  Eb<Mje  P  werdcj  diejenige  gewählt,  welche  durch  die  die  Kugel 
berührende  Erzeugende  des  Cylinders  und  durch  den  Kugelmitt^lpunkt 
geht;  ihr  gemeinsamer  Pol  P  zu  F  und  G  ist  der  unendlich  ferne  Punkt 
einer  auf  P  scmkrechten  Geraden.  Die  Sclinittlinie  von  F  und  G  hat 
eine  Icmniskatt^nartige  Gestalt  und  projicirt  sich  aus  P  auf  P  lüs  Stück 
einer  Parabel.  Die  Imaginärprojectionon  von  F  und  G  sind  bezw.  ein 
gleichseitiges  Umdrehungshypcrl>oloid  und  ein  gh'ichseitiger  hyperbolischer 
Cy linder;  ihr  Schnitt  projicirt  sich  aus  P  auf  P  als  die  Ergänzung  jenes 
Parabelstückes  zur  ganzen  Parabel.  Der  projicireude  Cylinder  der  Schnitt- 
curvo von  F  und  G  und  ihrer  Imaginäri»rojection  ist  daher  ein  voller 
parabolischer  ('ylinder. 

Das  Modell  ist  von  dem  Studironden  Seiffert  (1885)  angefertigt.  Die 
Kugel  ist  aus  Parallelkreisen  aus  Draht  vorgestellt. 

b)  Die  Flächen  F  und  0  sind  eine  Kugel  und  ein  mit  ihr  concentrisches 
abgeplattetes  Umdrehungsellipsoid^  das  von  der  Kugel  ganz  eingeschlossen 
wird.  Die  Schnittlinie  ist  durchaus  imaginär.  Als  P  und  P  sind  bezw. 
die  Äquatorebene  des  Ellipsoides  und  der  unendlich  ferne  Punkt  einer 
auf  ihr  senkrechten  Geraden   gewählt    F'  und  G'  sind  ein  gleichseitiges 
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und  ein  unglei<li.scitiges  UnidrehunjL'^sliyperboloid  und  ihn*  iScbnittlinie 
Iw^stclit  aus  zwei  gk*i<.hen  zu  V  parallelen  und  synimetriscben  Kreisen. 
Angefeiligt  von  den  Studin^nden  Hütiser  (188G)  und  Joos  (1890). 

e)  Dan  EntHprechtiule ^  wenn  das  Kllipsoid  exccntriindi  gegen  die 
Kugel  liegt ^  aber  ivu'der  ganz  vnnihr  eingescJUoHsen  wird.  Die  Iniaginär- 
prr>je(tion  dor  ima<rinären  S^dinittlfnle  ])rojicii*t  sieh  aus  P  auf  V  als  ein 
Kreis,  dai^egen  auf  eine  dun-h  die  Mittelpunkte  beider  Flächen  und 
durch  P  gelegte  El>ein»  senkrecht  als  zwei  Stücke  einer  Parabel. 

Das  Mod«*ll   wurde    1888   begonnen   und   1891   von  dem   Studirendcn 

Baumann  vollendet. 

(Chr.  Wiener.) 

178  Sieben  Fadeniiiodelle  der  abwickelbaren  Flächen  der  Banmcnnren 
vierter  Ordnnngr  zweiter  Speeies,  construirt  (1892)  von  Prof.  K.  Rohn 
an  der  technischen  Hochschule  zu  Dresden.     Verlag  von  L.  Brill,  Dannstadt. 

Specialkatalog  ^31—337  (pag.  50  und  74).  Von  den  als  unvoll- 
Htändiger  Schnitt  einer  Fläche  zweiter  mit  einer  Fläche  dritter  Ordnnng 
darstellbaren  I^umcurven  sind  (durch  ihre  abwickelbaren  Flächen) 
dargestellt : 

231.  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  4  reellen  Tangenten,  die  sie  noch 
aus.serdem  schneiden ;  sie  besitzt  keine  reellen  Punkte  mit  Wendeel>enen 
und  liegt  ganz  im   Endlichen. 

23:i.  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  4  reellen  Punkten  mit  Wcnde- 
e]»encn. 

233.  Raumcurve  4.  Ordnung  ohne  reelle  Punkte  mit  Wendeebenen 
und  ohne  reelle,  sie  schneidende  Tangenten. 

234.  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  zwei  Strecknngspunkten ,  d.  i. 
Punkten,  in  denon  drei  consecutivc  Curvenpunkte  in  gerader  Linie  liegen. 

235  und  23G.  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  zwei  reellen  Punkten 
mit  Wendeebonen  und  zwei  reellen,  sie  schneidenden  Tangenten. 

237.  Raumcurve  4.  Cla.sse,  die  aus  VI  durch  rei'iproke  Riinmtrans- 
formalion  a])geleitet  ist. 

179  Modelle    von    developpnblen    Flüchen    algrebraiseher    RaumcnrTen. 

Fadenuiodelle  von    Prof.  Björling  in  Lund ,   im  Verlag   der  Gleerup'schen 
Universitäts- Buchhandlung    in    Lund.      Ausgestellt    vom    Matliein.   Institut 

der  technischen  Hochschule  München 

Der  griiss^TO  Teil  «lirser  Flächen  wird  als  osculirende  Developpable 
von  bestimmten  Riiumcurven  erhallen,  nur  zwei  derselben  Nr.  2  und  6 
sind  DevelopiKible,  <lie  zwei  Kreisen  umgeschrieben  sind,  während  Nr.  H 
eine  zwei  congruent^n  Ellii»sen  in  zwei  parallelen  Ebenen  mit  zu 
einander  senkrechten  ;\xen rieht ungeu  umsehriel>eue  Developpable  ist. 
^lau    sehe    die    den  Modelleu  beigegebeueu  Erläuterungen ,    in  welchen 
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auch  die  Charaktere  der  Flächen  augegebeu  sind.  (Vergl.  auch  Saliuon 
anal.  (ieom.  d.  Raumes  II.  Aufl.  pag.  78.) 

Von  Björling  rührt  noch  eine  zweite  (hier  nicht  ausgestellte)  Serie 
von  Modellen   von    Raunicnrven    und   Developpablen-Singularitäteu  her. 

1.  Developpable  einer  cubischeu  Parabel,  x^  =  ay,  xy  =  bz; 
Glcichnng  der  Fläche: 

4bx»z  — 3ax*y*  — Gabxyz  4-  4a»y»  +  ab«z«  =  0. 

2.  Abwickelbare  Fläche,  die  zwei  Kreisen  unibeschrieben  ist,  die 
sich  in  zwei  zu  einander  senkrechten  Ebenen  befinden  und  beide  die 
Schnittlinie  derselben  berühren. 

3.  Die  Rückkehrcurve  dieser  abwickelbaren  Fläche  hat  die  Gleichung 
3x*  -f-  3y*  +  2xz  =  0,  z^  =  ax,  ist  4.  Ordnung  und  besitzt  einen 
stationären  Funkt  und  eine  stationäre  Ebene.  Die  Doppelcurve  ist  eine 
Hyperbel.     Gleichung  der  Fläche 

x  .  (9  x«  +  9y*  +  z»  +  6  xz  —  ak)« 
+4(3x«-|-3y«+2xz).(9x«z+9y«z-t-z3  +  6xz*  +  axz-f-3ax«  +  3ay«)  =  0. 

4.  Osculirende  Developpable  der  Curve  vierter  Ordnung  y*-}-^'  =  a', 
y*  =  ax.  Letztere  besitzt  vier  stationäre  Ebenen  und  einen  im  Un- 
endlichen liegenden  isolirten  Doppelpunkt.  Die  Doppelcurve  besteht 
aus  zwei  ebenen  Curven  dritter  Ordnung.     Gleichung  der  Fläche: 

(xy^  +  xz*^  +  az«  —  a=»)  =  4  y«  (ax  +  z«  —  a«)  (y'  +  z«  —  a*). 

5.  Desgl.  der  Curve  vierter  Ordnung  x*  -[-  y*  -f  z*  =  a',  x*  +  y*  =  ax. 
Die  Cuspidalcurve  besitzt  zwei  reelle  und  zwei  imaginäre  stationäre 
Ebenen  und  einen  Doppelpunkt.  Die  DopiKilcurve  ist  in  zwei  ebene 
Curven  dritter  Ordnung  zerfallen.     Gleichung  der  Fläche 

[(x  —  a)=^  +  xy'^  4-  (a  -  2x)  z«p  = 
=  4y«  (ax  +  yy  -  a»)  |(x  -  a)«  +  y»  -  z^J. 

6.  Developpable,  umgeschrieben  zwei  Kreisen  in  senkrechten 
Ebenen,  von  welchen  der  eine  die  Ebene  des  andern  berührt.  Die  Rück- 
kehrcurve ist  hier  sechster  Ordnung  und  besitzt  vier  reelle  stationäre 
Tangenten,  zwei  reelle  stationäre  Punkte  und  eine  Doppelschmiegungs- 
ebeue.  Die  Doppelcurve  ist  vierter  Ordnung  und  besteht  aus  einem 
Kreis  und  einer  Parabel. 

7.  Osculirende  Developpable  der  Curve  vierter  Ordnung: 

X*  +  y«  4-  z*  =  30^     X«  +  y«  =  31  x, 

welche  sechzehn  stationäre  Tangentialebenen  besitzt,  wovon  vier  reell 
sind.  Die  Doppelcurve  sechzehnter  Ordnung  zerfallt  in  vier  ebene  Curven 
vierter  Ordnung,  von  welchen  zwei  reell  sind. 

18 


274  II-    AhtniluDg. 

8.     Developpable,    umschrieben    zwei    coiigrueoicn  Ellipsen,    die  in 

parallelen  Ebenen  so  liegen,  dass  die  grosse  Axe  der  einen  parallel  der 

kleinen  der  andern  ist.     Die  Kückkebrkante  ist  zwölfter  Ordnung  und 

besitzt   zwei    vierfache  Punkte   (einen    im    Unendlichen),    vier   isolirte 

Doppelpunkte  und  vier  Spitzen. 

(Aus  den  Erläuterungen  von  ßjörling.) 

180      Fadenmodell  einer  dereloppablen  Fläche  yierter  Ordnanp,   ausge- 
führt und  ausgestellt  von  Privatdoc.  J.  Keller,  Polytechnicum  Zürich. 

Ein  gerader  Kroiskegel,  dessen  Mittelpunkt  F  auf  der  Bildebene  liegt, 
dessen  Axe  auf  dieser  senkrecht  steht  und  dessen  Erzeugenden  mit  der 
Axe  Winkel  von  45**  einschliessen,  bildet  die  Grundlage  der  Betrachtung. 
Jode  Ebene  des  Raumes  schneidet  diesen  Kegel  in  einer  Curve  2.  Grades, 
deren  Orthogonalprojection  auf  die  Bildebene  den  Kegelschnittpunkt  F 
zum  Brennpunkte,  die  Spur  der  Ebene  zur  entsprechenden  Directrix  f 
und  die  trig.  Tangente  des  Neigungswinkels  der  Ebene  zur  Bildebene  als 
numerische  Excentricität  c  besitzt.  Die  Betrachtungen  über  Curven 
2.  Grades  auf  der  Bildebene  mit  einem  gemeinschaftlichen  Brennpunkte 
(monooonfocale  Kegelschnitte)  übertragen  sich  damit  auf  Fragen  über  ge- 
wisse Ijagen  von  Ebenen  im  Räume.  —  (Siehe  meine  Veröffentlichungen 
hierüber:  „Über  monoconfocalo  Kegelschnitte",  27.  Jahrgang,  pag.  1—29 
und  ,,Orthogonalconjugirto  Scharen  monoconfocaler  Kegelschnitte", 
32.  Jahrgang,  pag.  33— 79  der  Viertel jahrsschrift  der  naturforschendetf 
Gesellschaft  in  Zürich.) 

Schneide  die  Ebene  E  aus  unserem  Fundamentalkegel  den  Kegel- 
schnitt Kr,  dessen  Orthogonalprojoction  auf  die  Bildebene  K  ist,  dann  ent- 
sprechen allen  Ebenen  des  Raumes,  welche  Kr  berühren,  Kegelschnitte 
der  Bildebene,  welche  mit  K  monoconfocal  sind  und  ihn  berühren. 
Schliessen  die  Ebenea  ausserdem  mit  der  Bildebene  einen  constanten 
Winkel  cp  ein,  so  kommt  den  entsprechenden  Kegelschnitten  auf  der 
Bildebene  eine  constante  num.  Excentiicität ,  somit  auch  ein  constantes 
Axenverhältnis  zu.  Wenn  endlich  der  Winkel  <p  überemstimmt  mit  dem 
Winkel  a,  den  die  Ebene  E  selbst  mit  der  Bildebene  einschliesst,  so 
besitzen  die  bezüglichen  Kegelschnitte  dasselbe  Axenverhältnis  wie  K. 
Diesen  Spocialfall  illiLstrirt  unser  Modell.  Für  die  Ebene  E  ist  tg  a  =  J ; 
ihr  entspricht  auf  der  Bildebene  d»'r  Kegelschnitt  K  von  der  num. 
Excentricität  J,  also  dem  Axenverhältnis  l  ^5.  Die  betreffenden  Tan- 
gentialebenen umhüllen  eine  developpable  Fläche  von  der  Ordnungszahl  4; 
sie  besitzt  auf  der  Ebene  (x,  z)  eine  Doppelcurve  von  der  2.  Ordnung 
und  ihr  Schnitt  mit  <ler  Bildebene  (x,y)  ist  eine  Curve  4.  Oi-dnung, 
deren  Taugenten  die  [»irectric^en  der  bezüglichen  Kegelschnitte  sind.  Man 
erkennt  im  Modell  auch  die  Rückkehrcurve  der  dev.  Fläche.  Der  Ebene  E*, 
die  mit  E  symmetrisch  zur  Bildebene  liegt,  entspricht  die  symmetrische 

^''»"''^  ''**•  (J.  Keller.) 
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181  PDnf  PKdpnniDdplIo  der  Typen  der  Kcficl  dritter  Urdnung,  von  Piivat- 
tloccnt  H.  Wiener,  Fuiv.  Hdio  a.  K. 

VüiglRJuUc  lii(!zu  aii'li  dii'  \<m^.  25-")  auri;i';i;ililtuii  Diirstcllmif;un  der 
clii'iiOD  Ciirvi'ii  Jrittor  OiiInuiiH  auf  ciui.T  Kin,'i!l. 

182  Vier  einfache  Fidenmodelle,  vnn  l'rivntdfxmit  H.  Wiener,  I'uiv. 
Hnllo  &.  ti. 

Diy  Modollo  stollon  dar: 

a)  Eine  bflH'cgliühe  rmdmh- Regel  11  üche  mit   den  lifid.'ti  Sphnrcn  von 
Erzcu);oijJtm. 

b)  (iBradliuigü  flächen,   diu  durch  eine  Hauiniiiirve   vierter  Ordnung 
mit  (unoudlii'h  fcrnoin  iiuiürten)  DepjiidjiuDkt  hind uruli gehen : 

1.  Uas  reL-htwiakligu  l'araboloid. 

2.  Eini'n  Kicistiylindor  und  2  paraiiolischn  Cyliodar. 

3.  Das  l'ylin droit!. 

183  Yler  Psdonmodelio  der  Regelflächen  dritten  Urades,  nii^ferti^^t  im 
■athem.  Seninar  der  techn.  Hoclischuie  zu  Karlsruhe  unter  I/'itimg  von 
Prof.  Chr.  Wiener  vn»  stud.  tivhu.  C.  Teech.     Y.rlag  L.  BrIII,  Dnrmstadt. 


^.'M:  |i.iK.  44  und  i;4. 


184      Kerle  von  Re^elflScheii  rlerter  Ordnnngr    innstruiit  ^eii  l'inf  K.  Reha. 
teiihn.   lliM;lischulB  I'roadi'ii.     VcrLif;  von     L    Brlll,  Diimitidt 
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Specialkatalog  t6H—172\  pajjj.  27  und  68.  Mau  vorgl.  hier  den  Auf- 
satz von  Rohn:  y^übir  die  rtrschiedencn  Arteti  der  Regelflächen  4.  Ord- 
nung^\  Math.  Ann.  l>d.  28,  sowie  die  der  ModelLserie  heigogobeue  Ab- 
handlung. 

Die  Modelle  gliedern  sich  uaeh  der  Einteilung  der  Regelflächen  ui: 

1.  Flächen  mit  zwei  Doppelgpraden  (Nr.  163 — 167). 

2.  Flächen  mit  Doppelgerade  und  Doppelkegelschnitt  (Nr,  170). 

3.  Flächen  mit  Dopptdcurve  dritter  Ordnung  (Nr.  171,  172). 

4.  Flächen  mit  «»iner  dreifachen  Geraden  (Nr.  Iö8,  169). 

185  Windschiefe  Fläche  i.  Ordnung:  mit  einer  Doppelgreraden  und  einem 
greraden  Leitkegrel«  Fadenmodell,  ausgeführt  (1881)  im  Math.  Institut 
der  teohn.  Hochschule  München  (Prof.  Brill)  von  stud.  S.  Finsterwalder. 

Es  ist  ein  spiegelnder  Krcis-Cy linder  und  eine  durch  die  Axe  gehende 
leuchtende  Lmio  gegeben.  Denkt  man  sich  die  Linie  an  den  einzelnen 
Tangentialebenen  des  Cylindei*s  gespiegelt,  so  entsteht  die  modellirte 
Fläche  aus  den  Spiegelbildern.  Die  leuchtende  Gerade  wird  Doppel- 
linie, welche  in  den  Schnittpunkten  mit  dem  Cylinder  Pinchpoints  hat. 

186  Fünf  bewegrliche  Modelle  ans  Stahlstäben  für  den  Unterricht  in 
synthetischer  und  darstellender  Geometrie,  von  Prof.  F.  Buka,  techn. 
Hochschule  Berlin-Charlottenburg,  angefertigt  und  ausgestellt  von  Winokel- 
mann  &  Söhne,  Verlagsbuchhandlung,  Berlin. 

Die  Construction  der  Modelle  schliesst  sich  möglichst  eng  der  Methode 
der  synthetischen  Geomc^trie  an.  Die  Träger  von  Puuktreihen  I.  Ordrmng 
sind  dun^h  Eisenstäbe,  solche  II.  Ordnung  durch  Messingreifon  ersetzt; 
dio  Punkte  der  Punktreihen  wiM'den  durch  kleine  Messingringo  vertreten, 
welche  an  den  bestimmten  Stellen  freibeweglich  an  die  Träger  ange- 
schlossen sind.  Je  zwei  homologe  Punkte  werden  durch  einen  dünnen 
Stalilstab  verbunden.  Sind  auf  diese  "Weise  miiglichst  (»infache  Gebilde 
erzeugt  —  (»twa  aus  projectiv  gleichen  Punkti*eihen  Parallelstrahlenbüschel 
—  so  sieht  man  aus  ihnen  bei  stetiger  Veränderung  der  relativen  Lage 
der  I^.'itgebilde  die  allgemeinen  Foimen  —  im  erwähnten  Falle  Parabeln 
und  Paraboloide  —  entstehen. 

Modell  I.  Zwei  projectiv  gleiche  Punktreiheu  I.  Ordnung  mit  den 
Verbindungslinien  homologer  Punkte  zeigen  den  stetigen  tJbi'rgang  aus 
Parallelstrahlenbüscheln  in  Parabeln,  hyperbolische  Paraboloide  und  ge- 
wöhnliche Strahlenbüschel.  Ihirch  Combination  des  Modelles  mit  einem 
glei(-hartigen  winl  ein  Rhombus  mit  zw(?i  zu  seinen  Seiten  parallelen 
Scharen  Gerader  hergestellt  und  din^selbe  durch  stetige  Bewegung  in 
Parabeln  und  Paraboloide  mit  beiden  Schalten  Gerader  —  darunter 
gleichseitige  —  übergeführt, 

Modell  IT.  Mit  Hilfe  zweier  projectiven  Punktreihen  I.  Ordnung  und 
der  Verbindungslinien    homologer   Punkte   erhält   mau   in   conti nuirlicher 
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Folgo   StrahliMibüschol  I.    Onloiiiig,    Kllipson   (darunter  den    Kn'is),   cin- 

mantolige  Hyperboloide  und  Hy})erbo.ln. 

Modell  III.  Kino  PunktiiMho  I.  und  oiuo  zu  ihr 
proje<tiv«i  II.  Ordnung  (Kreis)  zeigen  —  zum  Teil 
in  stetiger  Folge  —  verschiedene  prägnante  Formen 
der  3  Typen  geradliniger  Flächen  111.  Ordnung  (mit 
ihren  Doppclgeradcn)  und  den  Übergang  derselben 
in  solehe  II.  Ordnung. 

Modell  IV.  Zwt*i  projeetiv  gleiche  und  gleich 
grosso  Kreise  zeigen,  je  nachdem  sie  bobufs  Vor- 
bindung homologer  Punkte  gleichstimmig  oder  uii- 
gleichstimmig  in    parallele   Ebenen   gelegt  worden, 

durch  stetige  Bewegung 

1.  den  Übergang  aus  dem  Parallelstralilonbüschel  in  elliptische 
Cylinder,  Kotationscylindor,  in  Rotations-  und  allgoraeiuo  Hyper- 
boloide und  Kegel ,    sowie   in  verschiedene  Flächen  IV.  Ordnung 

2.  den  t'bergang  aus  dem  Parallolstrahlenbüschel  in  das  geradlinige 
Kroisconoid  und  vers(^hi«.'denc  andere  Arten  geradliniger  Flächen 
IV.  Ordnung  mit  Doppelcurven,  endlich  in  eine  dem  Plücker'schen 
Conoid  verwandte  Flächenfamilio  III.  Ordnung. 

Aus   dem   Modell   lassen   sich   auch   Hyperboloide   mit   beiden 
Scharen  Gorader  horstollen. 

Modell  V.  Mit  Hilfe  einer  Schrauboidinio  von  ca.  4  Umgängen  können 
die  verschied« mstßn  Arten  rechts  und  links  geschränkter  windsclüefer 
(darunter  axialer)  Schraubentlächen ,  ihre  Selbstschnitte,  ihr  S(;hnitt  mit 
einer  zur  Axe  normalen  Ebene,  der  Schnitt  zweier  Schraul)enrtfichon  von 
gleicher  Axe  etc.  gezeigt  worden.  —  Die  axialen  Sehraubenllächon  la.ssen 
sich  duich  stetigen  (.bergang  in  einander  überführen. 

Zur  bequemen  Handhabung  der  Modelle  I— IV  und  zur  Fixirung  der 
erzeugten  Flächen  und  Curven  dient  ein  mit  2  vei-schiobbaren  Kugel- 
gelenken versehenes  Stativ. 

Sämtliche  Modelle  beistehen  in  allen  ihren  Teilen  nur  aus  Metall  und 
sind  in  solchem  Masstabo  angefertigt,  dass  di»^  erzeugten  Gebilde  salhst 
in  grösseren  Auditori(»n  von  den  Zuhörenden  schon  während  des  Vor- 
trages deutlich  gesehen  werden  können. 

(Buka.) 

Preis  der  ganzen  Serie  mit  Stativ  200  it.  Bei  Einzel-Bezug  kostet 
Modell  Nr.  1  (Doppelmodell)  40  A,  Nr.  II  25  ü,  Nr.  111  30  M..  Nr.  IV 
35  JH.,  Nr.  V  60  Jt  und  das  Stativ  30  JL 

187      Schraubenlinie  mit  ihrer  abwickelbaren  Flüche,  ausgeführt  1892  von 
Stud.  K.  Fischer,  im  Matli.  Institut  der  techn.  Hochschule  MUnchen  (rrof.  Dyclc.) 

Das  iModell  dient  zur  Demonstration  der  Lage  des  auf  die  Curve 
bezüglichen  CoordiDatensystems. 
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188  Drei  FadcnmodcUe  der  Re^elseliraubeiiflaeheii.  Im  Seminar  für  dar- 
stellende Geometrie  an  der  teohn.  Hochschule  zu  Karlsruhe  unter  Leitung 
von  Prof.  Chr.  Wiener  ausgeführt  von  Assistent  C.  Tesch.  Verlag  von 
L  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  227—230  pag.  48  und  ?S, 

Die  Kcgelschraubentlächen  entstehen  dadurch,  dass  eine  Gerade 
sich  längs  einer  Schraubenlinie  so  bewegt,  dass  sie  stets  denselben 
Winkel  mit  der  Normalebene  auf  die  Axe  der  iSchraubenlinie  ein- 
schliesst.  Je  nachdem  dieser  Winkel  gleich,  kleiner  oder  grösser 
ist  als  der  von  der  Tangente  an  die  Schraubenlinie  mit  jener  Normal- 
ebene gebildete,  erhält  man  die  drei  in  Nr.  227  und  228;  229,  230 
dargestellten  Fälle. 


189      Sechs  Modelle  znr  Analysis  sitns  von  Kaiimcurren.   Von  Piivatüoc^nt 
H.  Brunn,  Uuiv.  München. 

Die  Modelle  beziehen  sich  auf  eine  in  den  Sitzungsberichten  der 
k.  Akademie  der  Wissensehaftcn  zu  München,  Jahrg.  1892.  Heft  I  ver- 
öffentlichte Arbeit  ,,tn)er  Verkettung",  und  stimmen  bis  auf  das  Schntire- 
modcll  überein  mit  Figuren  desselben. 

Eine  Auzalil  gesehlossener,  vei-schlungcner  Curvcn  oder  „Ringe"  bildet 
euie  „Kette^-.  Die  Anzahl  der  Quereirbnitte  an  versebiodcncn  Ringen, 
welche  mindestens,  bezw.  höchstens  nötig  ist,  um  sämtliche  Glieder  der 
Kette  von  einander  zu  trennen,  hcissc  ihre  Minimal-,  bezw.  Maximal- 
Zerschnoidungszahl. 

Die  Modelle  No.  2,  3,  4,  5  sintl  Ketten,  für  welche  diese  charakte- 
ristischen Zalileu  gleij'h  der  Einheit  sind.  Es  lässt  sich  kein  Glied  in 
diesen  Ketten  aufschneiden  oder  hinwegdenken,  ohne  dass  dieselben  voll  • 
ständig  zerfallen.  Es  sind  Ketten  ..ohne  Unterketten".  Durch  Modell 
Nr.  5  ist  ersichtli<'h,  dass  sobhe  Ketten  ohne  Unterketten  mit  beliebig 
grosser  Gliederzahl  gebildet  werden  kömien.  Modell  Nr.  1  dagegen  ist 
eine  Kette,  für  welche  die  Zei*schneidungszahlen  gleich  zwei  sind.  Wenn 
man  einen  Ring  A  aufschneidet,  so  hängen  die  l>eiden  andern  immer  noch 
zusammen,  und  bilden  somit  eine  Untorkette  d(^r  ursprünglichen  Kette. 
Die  Modelle  Nr.  1  un<l  2  sind  bereits  bei  Tait  (Vergl.  am  oben  ang.  Ort 
Nr.  2)  in  etwas  anderem  Zusammenhange  erwähnt.  Das  Schnüiemodell 
Nr.  6  endlich  soll  lM'(|uem  die  Bildung  und  AuÜösimg  beHebiger  Ketten 
ermöglichen.  Das  Aufliaken,  bezw.  Zuliaken  einer  Schnur  entspiicht  der 
Ausführung,  bezw.  Aufhebung  eines  Schnittes.  Ein  hübsches  Exj)erinient 
ist  es,  mittels  dieser  Sehnüre  das  im  II.  Teil  des  erwähnten  Aufsatzes 
geschilderte  specielh^  V^erfahren  der  Uildung  von  Ketten  ohne  IJnterketten 
darzustellen  und  den  Zerfall  der  ganzen  Kette  durch  Aufliaken  eines 
ganz  beliebigen  Ringes  herbeizuführen. 
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Die  Zorschneiduugszahlen  finden  praktische  Anwendung  z.  B.  bei  der 
Fra^e,  wie  viele  Glieder  einer  Metallkette  von  gej^ebener  Fonn  mindestens 
geschweisst  oder  gelötet  werden  müssen. 

(fl.  Brunn.) 


0.  Modelle  zur  Liniengeometrie. 

Brennlinien ;   Strahlensysteme,  Brennflächen ,  Centrafläohen; 

Complexe. 

190      lirennllnien  y   entstanden  durch  Reflexion  bezw.  Brechung:  der  Ton 
einem  leuchtenden  Punkt  ausgehenden  Strahlen  an  einem  Kreise. 

6  Blatt  Zeichnungen  von  stud.  math.  S.  Finsterwalder  (1881— 82).    Math. 
Institut  der  techn.  Hochschule  München  (Prof.  BrIII). 

Die  ersten  3  Blätter  beziehen  sich  auf  die  Reflexion  bei  verschie- 
dener £ntfernung  des  leuchtenden  Punktes  vom  Mittelpunkt.  Die 
Brennlinien  sind  als  Evoluten  Pascal'scher  Schneckenlinien  (secundäre 
Brennlinien,  Linien  gleicher  Phase  der  Lichtbewegung)  construirt. 
In  den  Fällen,  wo  die  Entfernung  oo,  oder  gleich  dem  Radius  ist, 
werden  die  Brennlinien  Epicykloiden.  Die  einfallenden  Strahlen  sind 
nach  gleichen  Winkelabständen  geordnet,  so  dass  die  Dichtigkeit 
der  reflectirten  Strahlen  ein  Mass  der  Helligkeit  abgibt. 

Die  drei  letzten  Blätter  beziehen  sich  auf  die  Brechung.  Der 
Brechungsindex  ist  zu  }  angenommen.  Jedem  einfallenden  Strahl 
entsprechen  geometrisch  2  gebrochene  Strahlen,  unter  gleichem  Winkel 
zur  Normalen  liegend,  von  denen  der  eine  physikalisch  mögliche 
schwarz,  der  andere  nach  Cayley  sog.  falschgebrocheno  rot  gezeichnet 
ist.  Die  grünen  Kreise  sind  Huyghens'sche  Eleraentarw^ellen,  deren 
Enveloppe  die  secundäre  Brennlinie  (hier  ein  Cassinisches  Oval) 
liefert.  Besonders  bemerkenswert  ist  der  in  Fig.  V  dargestellte  Fall, 
wo  der  leuchtende  Punkt  in  einem  der  sog.  „aplanatischen"  Punkte 
der  Kugel  liegt,  und  die  falsch  gebrochenen  Strahlen  sich  dann  in 
dem  conjugirten  apianatischen  Punkte  schneiden.  Da  bei  der  Um- 
kehr der  Bewegungsrichtung  im  einfallenden  Strahl  der  falsch-  und 
richtig  gebrochene  Strahl  die  Rolle  vertauschen,  so  folgt  hieraus  der 
praktisch  wichtige  Satz,  dass  Strahlen,  die  auf  einen  Punkt  zulaufen 
durch  eine  passend  gewählte  Kugellinse  „in  aller  Strenge'*  in  einem 
andern  Punkte  vereinigt  werden,  unabhängig  von  der  Apertur  ^ler 
Linse.  (Vgl.  Cayley 's  „Memoir  upon  Caustics"  Phil.  Trans,  of  th. 
London  S.  Bd.  147). 

(S.  Finsterwalder.) 
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191  Modell  einer  spcciellen  Fläche  zuvölfter  Ordnung  9  angefertigt  im 
Math.  Institut  der  technischen  Hochschule  München  (Prof.  Brill)  von  stud. 
math.  Finsterwalder  (1882).     Verlag  von  L  Brill,  Darmstadt. 

{Specialkatalog  79 \  pag.  17  und  70.) 

Die  Fläche  entsteht  durch  Aufoinanderschichten  der  verschiedenen 
Katakaustiken  eines  Kreises,  wobei  die  Kreise  einen  geraden  Cylinder, 
die  leuchtenden  Punkte  eine  seine  Axe  unter  45®  schneidende  Linie 
bilden. 

Vergl.  hiezii  noch  die  unter  Nr.  274  aufgeführten  Wandtafeln  für 
den  math. -optischen  Unterricht  von  Füchthauer. 


192  Drei  Arten  unendlich  dfinncr  Strahlcnbilndel  von  Prof.  E.  Kummer  in 
Berlin,  ausgeführt  von  W.  Apel,  ITniversitätsmechaniker  in  Göttingen. 
Verkaufspreis  50  M. 

Diese  Modelle  illustriren  das  Verhalten  aller  zu  einander  unend- 
lich benachbarten  Strahlen  eines  beliebigen  Strahlensystems.  Wie 
Kummer  im  Anschluss  an  Hamiltons  Untersuchungen  im  57.  Bd. 
des  Crelle'schen  Journales  gezeigt  hat,  existirt  auf  jedem  Strahl  eines 
Systems  ein  stets  reeller  Mittelpunkt  und  zwei  reelle  oder  conjugirt 
imaginäre  Brennpunkte  in  gleicher  Entfernung  von  demselben.  Sind 
erstere  reell,  so  kann  man  alle  zu  dem  Strahle  benachbarten  als 
durch  zwei  zu  dem  Ausgangsstrahl  in  den  Brennpunkten  senkrecht 
stehende,  unendlich  kurze  Brennlinien  ^gehend  annehmen.  In  dem 
Falle,  wo  das  Strahlensystem  aus  den  Normalen  zu  einer  Fläche  ge- 
bildet wird,  haben  diese  Brennlinien  noch  die  specielle  Eigenschaft, 
dass  die  durch  sie  und  den  Ausgangsstrahl  gelegten  Ebenen,  die 
Brennebenen  des  Ausgangsstrahls,  senkrecht  zu  einander  stehen. 

In  den  Modellen  sind  nun  zur  Dai  Stellung  der  Verhältnisse  von 
den  doppelt  unendlich  vielen  zu  einem  Strahl  benachbarten  Strahlen 
diejenigen  herausgegriften ,  welche  durch  eine  kleine  geschlossene 
Gurve  um  den  Ausgangsstrahl  (hier  speciell  ein  kleiner  Kreis  auf 
der  Deckfläche  des  Modells)  gehen.  Diese  bilden  dann  eine  wind- 
schiefe Begrenzungsiläche  des  unendlich  dünnen  Strahlenbündols. 
Im  Falle  reeller  Brennpunkte  hat  diese  Fläche  Doppelgerade.  Für 
NormalenHvstemo  stehen  diese  ausserdem  senkrecht  zu  einander.  Bei 
imaginären  Brennpunkten  werden  auch  die  Doppelgeraden  imaginär 
und  die  Begrenzungsllächen  erhalten  eine  hyperboloidische  Gestalt. 
In  diesem  Falle  kann  man  auch  von  einem  Drehsinn  der  Nachbar- 
*  stralilen  gegen  den   Ansgantrsstrahl  reden.     Die  drei  Modelle  stellen 

neben  den  (irenzfälhui  (Kegel  und  Cyiinder)  alle  mathematisch  mög- 
lichen unendlich  dünnen  Strahlenbündel  dar. 

(Finsterwalder.) 
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193  Lineares  Strahlensystem  (CoMgrnienz)  mit  eonjugirt  imagiiiilren  lieit- 
liiiicn  uDd 

194  Lineares  Strahlensystem  (Con^ruenz)  mit  zusammenfallenden  iieit- 
linien,  ausgeführt  1877  von  stud.  math.  K.  Rohn  (nunmohr  Professor  in 
Dresden)  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München. 

Im  erstgenannten  Modell  sind  dio  Strahlen  einostoils  nach  Erzeugenden 
eint^r  Schar  von  Hyperboloiden,  andornteils  nach  solchen  von  Paraboloiden 
geordnet. 

Im  zweiten  Modell  sind  die  Strahlen  nach  Büscheln  geordnet,  deren 
Ebenen  durch  die  I^eitlinie  gehen,  während  die  Mittelpunkte  auf  d<*rselbon 
liegen.  Die  l^>ihe  der  Mittelpunkte  auf  der  Tj^'itlinie  ist  projectivisch  zum 
Büschel  der  Ebenen. 

195  Strahlensystem  5.  drdnunir»  entstanden  durch  Brechung  eines  ex- 
centrisch  grelegenen  Strahlenbfindels  in  einem  centrirten  Linsen- 
system. Nach  Angab'  von  Prof.  S.  Finsterwalder  ausgefühi-t  von  Assistent 
6.  Diem.    Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München. 

Ein  leuchb'ndor  Punkt  befinde  sich  ausserhalb  der  Axe  emes  centrirten 
Linsensystems,  aber  uo(;h  in  eiuer  so  geringen  Entfernune  von  derselben, 
dass  die  von  ihm  in  das  Liiisensystem  gelangenden  Strahlen  als  wenig 
geneigt  gegen  die  Axen  angesehen  werden  können.  Ausserdom  sei  die 
Öffnung  des  Linsensy^stems  klein  im  Vt^rhältnis  zu  den  Radien  der  Linsen. 
In  ei*ster  Annäherung  werden  sich  dann  die  gebrochenen  Strahlen  m 
einem  Bildpunkto  schni'iden.  Dabei  werden  die  cos.  der  Winkel  der 
Strahlen  gegen  die  Axen  gleich  1,  die  sin.  den  Winkeln  gleich  gesetzt. 
In  zweiter  Annäherung  kann  man  dio  Potenzen  jeuer  Winkel  bis  zur  fünften 
Qxvl.  berücksichtigen  und  erhiilt  dann  die  Abweichung  der  gebrochenen 
Stralilen  von  dem  gemeinsajnen  S<;hnittpunkt.  Die  Tlu^orie  zeigt,  dass 
innerhalb  dieser  Nähening  der  Charakter  diesi.T  Abweiehung  ganz  unab- 
hängig v(m  dor  Complicatioii  des  Linsensystems  ist  und  die  gebrochenen 
Strahlen  immer  durch  ein  zu  2  Ebenen  symmetrisch  gelagc^rtes  Strahlen- 
system 5.  Ordnung  dargestellt  werden  könm^n.  Dasselbe  steht  in  naher 
Verwandtsu'haft  mit  dcun  Normalensystem  der  Flüchen  2.  Ordnung.  Seine 
Brennllächo  ist  bis  auf  eine  homogene  Deformation  identisch  mit  der  oin(*s 
elliptischen  Paraboloides.  Dieselbe  wurde  zuerst  von  K.  Hamilton  ent- 
deckt und  beschrieben,  doch  in  so  knapper  Kürze,  dass  di<?  Untersuchung, 
über  die  imr  (»in  Kefeiat  an  die  Öffentlichkeit  kam,  ganz  in  Vergessenheit 
geriet.     (Heports  of  the  B.  Association  1834.) 

Erst  im  Jahre  18()7  hat  L.  Seidel*)  die  allgemeine  Form  der  Gleichung 
der  Fläche   gegeben,    ebenfalls   ohne  die  Ableitung  zu  publieiren.     Nach 


*)  Sitzungsber.  der  K.  Akiul.  d.  Wiss.  zu  IJerlin  18<)7.  Sehon  1857  hatte 
L.  Seidel  eine  Beschreibimg  der  Fläche  ohne  Formeln  gegeben,  üelehrte  An- 
zeigen der'k.  bayr.  Akademie  der  Wiss.  1857. 


2H2  II.  Ahtoilung. 

dieser  Gleichung  Iiat  stud.  math.  L.  Schlciermacher  (jetzt  Professor  in 
Asehaffenburg)  «»in  Gipsmodell  der  Bn^nnfläche  hergestellt,  das  zum  Ver- 
gli'iche  mit  ausgestellt  ist.  Die  vollstäudige  Ableitung  der  Gleichung  aus 
den  von  Seidel  aufgestellten  dioptrischen  Xäherungsformeln  gab  1890 
S.  Finstencalder  in  den  Abhandlungen  der  bayer.  Akad.  II.  Gl.  XVIL  Bd. 
III.  Abt.  1891. 

Bezüglich  der  Ausführung  des  Modelles  ist  zu  bemerken,  dass  die 
Strahlen  nach  windschiefen  Flächen  4.  Ordnung  angeordnet  sind ,  welche 
einfallenden  Strahlen  entsprechen,  die  durch  die  Ränder  verschieden 
grosser  concentrischer  Blenden  hindurchgehen.  Dabei  ist  die  Ebene  der 
Blenden  so  gewählt,  dass  die  windsohi(?fon  Fläch(?n  nach  2  Ebenen  sym- 
metrisch werden  und  elliptische  Quei-schnitb?  haben.  Je  näher  die  ein- 
fallenden Strahlten  an  der  Blendtaimitte  sind,  um  so  hellgelber  ist  die 
Farbe  der  Fäden,  welche  die  gebrocheneu  Strahlen  im  Modelle  darstellen. 
Gegen  die  Kandstrahlen  zu  wird  der  Ton  immer  rötlicher. 

Bezüglich  der  Dimensionen  des  Modells  im  Verhältnis  zur  Wirklichkeit 
sei  bi'merkt,  dass  beispielsweise  ein  besseres  Fernrohrobjectiv  einige 
Kilometer  Brennweite  besitzen  müsste,  i)is  die  Brennflächo  am  Kande  des 
Gesichtsfeldes  (Juerdimensienen  von  der  Art  des  Modelles  erhielte. 

(Finsterwalder). 

196  Brennfliiche,  frelclio  von  einem  zur  Axe  wenig  geneigten  Parallel- 
strahlensystem  nneli  dessen  Durchgang  durch  ein  centrirtes  Linsen- 
system eingehOllt  wird.  Ausgeführt  im  Math.  Institut  der  techn.  Hoch- 
schule München.  (Prof.  Brill)  von  stud.  L  Schieiermacher,  Verlag  von 
L.  Brill,  Darnistadt. 

Spccialkaialog  149—151  ("pag.  3  u.  HG), 

(Vgl.  Seidel,  iSchumachers  Astron.  Nachrichten,  Nr.  1027  ff.,  Monats- 
berichte der  Berliner  Akademie,  Dec.  1872,  Finsterwalder,  Abb.  der 
bayer.  Akad.  von  18SU.)  Die  Fläche  ist  von  der  9.  Ord.  Vergl.  hiezu 
noch  das  unter  Nr.  195  ausgestellte  Fadenmodell  von  Prof.  Finster- 
walder. 

197  Centrafläehe  des  dreiaxigen  Ellipsoids,   aupgefuhrt  (1862)  von  sind. 

H.  A.  Schwarz  Ci^^^^t  Prof.,    Univ.  Berlin);    vervielfältigt  von  Bildhaner 

Lohde  in  Berlin.  Ausgestellt  vom  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule 
München. 

Man  sehe  hiezu  den  Bericht  von  Kummer  ,,Über  ein  Modell  der 
Kri'nuniungsniittelpunktsflüclie  des  drriaxigen  Ellipsoids^^  in  den  Monats- 
beri<'htcn  der  k.  pr.  Akademie  d.  W.,  18G2,  pag.  4ÜG;  femer  den  Auf- 
satz vun  Cayley  „Ou  the  Centro  Surface  of  an  FIlipsoid*',  Transactions 
of  the  Cambridge  Philos.  Soc.,  Bd.  12. 
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198  Centnifliiiehe  des  cinschaligen  Hyperboloids.  Ausgeführt  (1S77)  im  Math. 
Institut  der  techn.  Hochschuie  Miinchen  (Prof.  A.  Brill)  von  Htud.  W.  Dyclc. 
Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 


Sjjecialkatalog  lö2^jr,4.  (pag.  3  u.  86'.;  Die  Fläche  ist  12.  Ordnung. 
Bea.  weiterer  Angaben  vergl.  die  beigegebene  Abhandlung. 

199  Cyiindroid  von  Prof.  Rob.  S.  Ball,  L.L.D.,  F.R.S.,  l^niv.  Dublin.    Aub- 
gestcllt  von  der  London  Mathematical  Society. 

Diese  Flftche,  deren  Gleichung  z  (x'  +  }'")  =  2  m  x  y)  wurde 
von  Plücker  im  Zusammenhang  mit  der  Theorie  des  linearen  Com- 
plexes  behandelt.  Wegen  ihrer  kinematischen  und  physikalischen 
Bedeutung  sehe  man  „Theory  of  Screws*'  von  K.  S.  Ball,  Dublin  1876. 

200  Cyiindroid  mit  Compiexeun  en.  ausgeführt  (1891)  im  Math.  Institut  der 
teohn.  Hocliscliule  Munclien  (Prof.  Finsterwalder)  von  Assistent  6.  Dieni. 

Jeder  Complex  ersten  Grades  von  Geraden  ist  bestimmt  durch 
seine  Axe  und  eine  Constante  k.  (Die  Gleichung  des  Complexes 
sei  in  der  einfachsten  Form  pjj  -J"  ^  P:u  =  o)«  ^^^  Axen  der 
Complexe  eines  Büschels  sind  alle  einer  Ebene  parallel  und  ei  füllen 
ein  Cyiindroid.  Die  auf  der  Fläche  gezeichneten  Geraden  stellen 
solche  Axen  dar.  Trilgt  man  auf  jeder  Axe,  von  ihrem  Schnittpunkt 
mit  der  Doppeigeraden  des  Cylindroids  aus  den  Wert  von  k,  der 
dem  betretfenden  Complex  des  Büschels  zukommt,  ab,  so  bilden  die 
Endpunkte  dieser  Strecken  eine  sogenannte  C-omplexcurve.  Variirt 
man  auf  der  Flüche  die  Directricen  des  Büschels,  so  erhält  man 
dadurch  andere  Werte  von  k,  und  somit  andere  Complexcurven. 

(Dieni.) 

201      Yler  Modelle  zur  Theorie  der  Linieneomplexe  zweiten  Grades.  Von 
l'rof.  F.  Klein,  jetzt  Univ.  (Mittinjron. 

lk>kanntli<'h  hat  FlUckcr  in  (U'ii  letzten  Jahren  sr-ines  I^»l>ens  bei 
seim'in  Studium  der  Linienconiplexe  zweiten  (irad(»s  zahln'ieho  auf  deren 
Theorie  bezügliehi?  Modelle  anfertigen  lassen.  Das  allgenieino  Interesse 
an  den  wirklichen  Gestalten  auch   compUcirtercr   Flächen  war  ihm  aus 


284  n.  Abteilung. 

soinor  physikalischen  Bosch äftigunj^  enva<'hson*);  die  nähere  Gliederung 
seiner  Ansätze  habe  ich  herna<'h,  so  gut  das  unter  Benutzung  des  Nach- 
lasses gelingen  wollte,  in  der  1869  erschienent>n  zweiten  Abteilung  der 
,,N(*ueu  Geometrie  des  Raumes^^  zur  Darstellung  gebracht.  Die  so  auf 
Plücker  selbst  zuj'ückg(^h(»nden  Modelle  bildeten  indess  keine  vollständige 
Serie,  waren  auch  im  einzelnen  ungleichwertig ,  und  es  lag  gewiss  nicht 
im  Sinne  ihres  Urhebers,  wenn  dieselben  später  trotzdem  verschiedentlich 
als  zusammengchönge  Coilection  verbreitet  worden  sind.  Ich  habe  des- 
halb im  Herbst  1871,  um  das  Wesentliche  der  Sache  herauszuheben,  von 
mir  aus  4  neue  Modelle  der  hauptsäcrhlichen  in  Betracht  kommenden 
Flächentypen  veröffentlicht,  wobei  ich  die  Verhältnisse  so  wählte,  dass 
die  jedesmal  in  Betracht  kommenden  singuläi-en  Punkte  und  Ebenen 
sämthch  reell  ausfielen.     Von  diesen  Modellen  repiüsentirt : 

Nr.  1.  die  allgemeine    Kummcr'sche  Fläche   (die  Singularitätenflä<;he 

der  Complexe  zweiten  Grades)  mit  1(J  Doppelpunkten  und  16 

Doppelebenen, 
Nr.  2.  die  allgemeine  Complexfläche,   d.  h.  die  Kummcr'sche  Fläche 

mit  Doppelgerade  und  noch  8  Doppel i)unkten  und  8  Doppel- 

(^benen, 
Nr.  3.  die  besondere  Complexfläch«»,   deren    I/'itlinie    eine   Complex- 

gerade  ist    (mit  Kückkchrgerade    und  noch  4  Doppelpunkten 

bezw.  DopiK?lebcnen), 
Nr.  4.  diejenige  Omplex fläche,   deren  I^eitlinio  eine  singulare  IJnie 

des  Oomplexos   ist  (mit  Selbstberührungsgerade   und  noch  2 

Doppelpunkten  be/w.  Doppelebenen). 
Besagte  Modelle  köimen  ja  auch  noch  heute  beim  Studium  der  Linion- 
geometrie  wie  überhaupt  als  Beispiele  von  Flächen  höherer  Ordnung  in- 
teressiren,  wenn  sie  leider  au<rh  von  dem  Mechaniker  nicht  so  soi-gfältig 
ausgeführt  worden  sind,  als  dies  wünschenswert  gewesen  wäre.  Al)er 
man  muss  zufügen,  dass  man  inzwischen  gelernt  hat,  die  bei  diesen 
Flächen  vorkommenden  (Jestalten  s(»hr  viel  vollkommener  zu  beherrschen, 
als  dies  durcli  einzelne  nacjh  irgend  welchem  Princjip  herausgegriffene 
Beispiele  geschieht.  Ich  habe  1877  in  einem  Vortrage  vor  der  Münchener 
Naturfoi-scherversammlung  darauf  hingewiesen,  dass  sich  die  sämtlichen 
hier  in  Betracht  kommenden  Flä<"henformen  aus  einander  durch  Conti- 
nuität  ableiten  lassen.  Dieser  Satz  ist  dann  1881  durch  Rohn  (in  Bd.  18 
der  Mathematischen  Armalen)  auf  eine  besonders  einfache  Aussage  zurück- 
gebracht wonlen.  Man  erzeugt  nämlich  alle  hier  möglichen  Gestalten  in 
üV)ersichtlicher  "Weise  von  den  Flächen  zweiten  Grades  aus.  Man  hat 
einfach  auf  irgendwelcher   Fläche   zw<'iten    Grades    nad\    Belieben  4  Er- 


*)  Plüeker  si'lbst  erzählte  mir  «unmal,  dass  er  naiiientli(jh  durch  den  Ver- 
kehr mit  Faraday  dazu  angeregt  w<»rden  sei;  dieser  selbst  habe  die  Moilellcon- 
struction  als  Mittel  benutzt,  um  sich  als  Nichtmathematiker  die  ihm  jeweils  not- 
wendigen mathematischen  Formeln  veretändlich  zu  machen. 
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zougendo  der  einen  Ai-t  und  4  Erzouj^ondo  dor  anderen  Art  zu  ziehen, 
und  nun  die  Felder,  in  welche  die  Flä<ho  dal>ei  zerlegt  wird,  abwechselnd 
doppelt  zu  üherde(;ken,  h«'zw.  freizulassen.  Die  verschiedenen,  zu  unter- 
scheideud<»n  gestaltlichen  Möglichkeiten  entst<jhon  dabei,  je  nachdem  man 
diese  2raal  4  geradt^n  linieu  reell  oder  imaginär  oder  au(jh  zum  Teil  zu- 
sammenfallend wählen  will.  Insbesondere  entsteht  die  „Complexfläche" 
mit  ihren  beiden  oben  angeführten  Specialisationen,  wenn  man  2,  bezw. 
3  oder  alle  4  Erzeugenden  der  einen  Art  zusammenfallen  lilsst.  Dies  setzt 
natürlit^h  voraus,  dass  die  Erzougendensystemo  als  solche  ri^ell  sind,  dass 
man  also  auf  einer  geradlinigen  Fläc;he  zweiten  Grades  operirt.  Besonders 
schön  ist  übrigens  gf^rade  der  Fall,  wo  eine  uichtgeradlinige  Fläche 
zweiten  Grades  vorgegeben  ist,  auf  der  natürUch  nur  zwei  coi^ugirt  ima- 
ginäre Quadrupel  von  Erzeugenden  angenommen  werden  können,  die  sich 
in  4  reellen  Punkten  der  Fläche  durchsetzen.  Da  hat  man  dann  entweder 
die  ganze  Flä(^he  verschwinden  zu  lassen,  worauf  man  nur  4  isolirte  Punkte 
übrig  bfihält,  oder  die  ganze  Fläche  doppelt  zu  überdecken,  was  zwei  in 
einander  gekapselte  Mäntel  ergibt,  die  in  den  4  Punkten  als  Doppelpunkten 
zusammenhängen,  womit  man  den  von  der  Fresnerschen  Fläche  her  be- 
kannton TypiLs  erhält. 

.   (F.  Klein.) 


P.    Modelle  und  Zeichnungen  zur  Krümmungs- 
theorie. 

Allgemeines;  Confocale  Flächen  zweiter  Ordnung; 

Krümm  u  ngslinien . 

202  Fläche  ylerter  Ordnungr  mit  einer  Doppelgeraden  von  Geh.  Rat  Prof. 
Kammer,  Univ.  Berlin.     Verlag  von  L-  Brill,  Dannstadt. 

Specialkatalog  70;  pag  19  und  09. 

Die  Fläche  ist  nach  einem  in  Besitz  des  math.  Seminars  der  Uni- 
versität Berlin  befindlichen  Originale  hergestellt.  Sie  stellt  den  geo- 
metrischen Ort  der  Krümmungskreise  aller  Normalschnitto  in  einem 
gewöhnlichen  Punkte  positiver  Krümmung  einer  Fläche  dar.  Sie  bildet 
gleichzeitig  das  (Mnfachste  Beispiel  einer  im  endlichen  geschlossenen  sog. 
„Doppelflücho"  (Fläche  mit  umkehrbarer  Indicatrix). 

203  Serie  von  Fliiclien  zweiter  Ordnung  mit  den  Krfimmungslinien.  Ans- 
gefuhrt  1878  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München,  unter 
Leitung  von  Prof.  A.  Brill,  von  stud.  R.  DIesel.  Verlag  von  L.  Brill, 
Darmstadt. 


2««; 


II.  Ahtcilun^. 


SpecinlkaUüofj  O:') — 101  (pag.  7  imtl  7fi]. 
y.%  90.     Zwei  FIIlip.soi(1e. 
97.     Eiusfhaligea  Hyperboloid. 


98.  ElIiptiRclier  Kegel. 

99.  Zweiscbaliges  Hyperboloid. 


100,  Elliptisches  Paraboloid. 

101.  Hyperbolisches  Paraboloid  je  mit  den  Kroinmiiugslinien. 

204      Modelle  zur  liehre  von  den  confoealcn  Flaehon  zwoiten  Grades,  znm 

Teil  ausgeführt    von  Prof.  E.  R.  Neovius,    a.  d.    Univ.  Helsiugfors  (1885), 

znm  Teil  (1887)  ausgeführt  im  Math.  Seminar  der  Univ.  69ttingen  unter 
Leitung  von  Prof.  H.  A.  Schwarz  von  stud.  R.  Haussner.  Verlag  von 
L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  188--196  (pag.  55  und  76), 

168^190.  Krümmungslinien  des  Ellipsoids;  conforme  Abbildung 
des  Ellipsoids  auf  der  Kugel.  Die  Einteilung  des  Ellipsoids  durch  die 
aufgezeichneten  18  KrOmmungslinien  iftt  so  getroffen,  dnss  die  auf 
der  FlUche  entstehenden  Vierecke  Quadraten  möglichbt  nahe  kommen. 
Die  Forderung  ist  durch  die  conforme  Abbildung  des  Ellipsoids  anf 
ein  ebenes  Kechteck  präcisirt ,  in  welchem  diese  Vierecke  in  Quadrate 
ül>ergehen.  Die  Nabelpuukte  des  Ellipsoids  entsprechen  dabei  den 
Eckpunkten  dieses  Rechtecks.  Modell  190  stellt  die  conforme  Ab- 
bildung auf  der  Kugel  dar,  bei  welcher  den  drei  Hauptschnitten  des 
EHlipsoids  drei  grösste  Kreise  der  Kugel  entsprechen. 


ii-lric     r. 
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191  —  106.  Die  iuni  EHipeoiil  yehiirigen  ron/ocalitl  (rin-  Uttd  itcei- 
ickaligen)  HgpcrMoiile.  in  den  veracliieilriirn  Comhinntionci)  mit  dem 
Ellip!'oiil.  zur  VeriiiiBi*1i;iiilii;hiii'g  lier  gegi-iiseitiKeil  Ijlgo  »ier  courucalt-n 
PUkheo.  Auf  ileu  Ilyperliuloiilcii  mttl  Kräinniuii|,'Hliiiipii  nickt  natfx- 
zeichoet,  weil  eiue  annchlieiigende  FortBetzung  der  auf  dem  Ellipsoid 
getraffenBD  Vcrteilimg  der  KiUmmungalinien  auf  die  Hyperboloide 
nidtt  möglich  1*1,  wie  Bii:h  direet  aus  dem  UmiUude  folgern  l&wt,  dam 
die  M1|;lit;likeit  eiaei  deraitigea  Fortnetzung  die  (nDmäglichej  Eioleilang 


dei  Raumes  in  klciii»fe  Würfel  mit  Hilfe  der  coufocnleu  Flächen 
2.  Grade«  mit  sich  bringen  w(lrd<-.  Die  auf  dem  einscbaligeu  Hyper- 
boloid anfgelrageuoii  zwei  Schareil  von  Erzeageudcu  Lozciihnen  je  zu 
zweien  die  Itrcimstruhleo  des  Kegels,  welcher  von  ibrem  Schnittpunkt 
an  diu  Eliipsoid  berührend  geli-gt  ist. 

Ilezüglich  drr  weiteren  Be/iebungen  dieser  Modelle  zur  oben  be- 
rnhrten  Fnge  der  confiirnieu  AhUildiiiig  vergl.  mau  Meovius  „Au- 
wendanEdfrThporieder  ellipiiechcn  FiinctioiieD  auf  eine  die  Krömmungi- 
iinieu  des  Elli|isoids  belr.  Aufgal>u",  Actii  Soc.  Founicae,  Rd.   15,  188K. 

(Djck.) 

Fllebe,  auf  wi-lchc  dn>)  Elli)isaid  üuri-h  iinrnllclc  NorniKlrn  tonrorm 
abgebildet  wird.  Im  Mathematischen  Seminar  der  Unlvenität  fiHttiagea, 
unter  lA-iliini.'  von  Prüf.  Sobwarz,  aii>'gvr(lhrt  von  K.  Reinbeok  in  Kinbei^k. 
Verlag  L-  BrIII,  DumiHladt. 

Die  FliLdie  wird  durcli  ihr«  Kitimmungslinien  in  unendlidi  kleine 
Qaadrale  geteilt.    Mit  Hilfe  des  Modelle  lllest  sloh  eine  Vorstellung 
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gewinnen  von  der  Gestalt  derjenigen  Flächen,  auf  welche  die  ül^rigen 
Flächen  zweiten  Grades  durch  parallele  Normalen  conform  abgebildet 
werden. 

206  Zwei  Modelle  zu  Staude*s  Fadcnconstruetion  des  Eilipsoids  aus  zwei 
eonfoealen  Flilclien  zweiten  (jrades  bezw,  den  zwei  Pocalvnrven  des 
eonfocalen  Systems.  Constrnirt  (1884)  von  0.  Staude  (jetzt  Prof.,  Univ. 
Rostock).     Verlag  von  L.  Brlll^  Darmstadt. 

Specialkatalog  109,  110  pag.  21  und  78. 

Vergl.  die  den  Modellen  beigegebene  Abhandlung,  sowie  den  Aufsatz 
von  Staude  Math.  Annalen  Bd.  20. 

207  Röhrensoliranbenfläche  mit  Kiümmunifslinien,  ausgeführt  1882  im 
Math.  Institut  der  teohn.  Hochschule  München  (Prof.  Brill)  von  A-ssistent 
Th.  Kuen.     Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Die  Fläche  ist  die  Enveloppe  aller  Kugeln  von  constantem  Radius, 
deren  Centra  auf  einer  Schraubenlinie  liegen.  Das  eine  System  der 
Krümmuugslinien  besteht  ans  den  zur  mittleren  Schraubenlinien  senk- 
rechten Kreisen,  das  andere  aus  transcendenten  Curven  (weiss),  die 
jedoch  nicht  Schraubenlinien  wie  die  blau  gezeichneten  sind.  Da« 
Problem  führt  auf  Kreisfunctiouen ,  die  Asymptotencnrven  fuhren  da- 
gegen auf  elliptische  Functionen. 

Siehe  bez.  der  Krümmuugslinien  auch  noch  die  unter  No.  231  auf- 
geführten Zeichnungen  von  Finsterwaldcr. 


Asymptotencnrven . 

208  Serie  von  12  Modellen  verschiedener  Rotationsflaehen  mit  aurge- 
zeichneten  Asyuiptotencurven.  Ausgeführt  (1885)  im  Math.  Institut  der 
techn.  Hochschule  München  (Prof.  A  Brill)  von  studd.  Herting  (Nr  113-123) 
uud  Sievert  (Nr.  124).     Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  113—124  (pag.  21  und  78). 
Dargestellt  sind  folgende  Fälle: 

Meridiaucurve  der  Projection  der  Asymptotencnrven 

Rotationsfläche:  in  Polarcoordinaten: 

113.  r  =  z'^;  cp  =z  V  \  logr 

114.  27r  =  z^;  ^  =  l^log  r 

115.  zr^  =  8;  cp  =   l  3  log  r 
IIG.         z  r  =  6 ;                               '^=12  log  r 


117.  z  ==  Glogr;  (p  ~  loj^  r 

17«.  25  r«  =  z»;  'f  ^.^   V  i  log  r 

i7ö.  z  ^  a  V  r  -  a;  'f  =^   '  i  »o«  |2  (r  +  lV(r  ^))  —  a] 

im  z  =  a  (r  -  »)  « ;  9  =  V'flog  [2  (r  +  V'rTr  ~  a) )  —  aj 


1:^3.  z  =   a  (r  — a)*;  r  =  a  cos^ -^ 

^0.7  y,  =    "  I  r  I  (l*  -  r"  —  (l-*  arc  cos  ',  | ;     cp  =  arc  pos  — 


]:il.  /  =  a  (r  —  a)  ■'» ;  -f   ^   Tj  log  [2  (r  +  l  r  (r  -  a))  —  a] 

1 
2 

r.  =       I  r  I  cl*  -  r"  —  (l-*  arc  cos       I ;     cp 
*^  1  1  _ 

104.  z  =  cos  r;  ^  =  J|/- 1«^^  dr. 

Näheres  vergl.  die  den  Modelleo  heigegebene  Abhandlung. 

209  Bie  Projectionen  der  ebengenannten  AnymptotencarTen  der  Rota- 
tionsflttehen  in  Richtung  der  Rotatiunsiixe.  Zwölf  Blätter  Zeichnungen, 
auRgeführt  (1885)  im  Math.  Institut  der  teohn.  Hochschule  München  (Prof. 
A.  Brill)  von  8tudd.  math.  Herting  und  Sievert. 

210  Asymptotcneurron  der  Steinor'schen  Fläche,  von  Prof.  K.  Fink  in 
Täbingen.    Math.  Seminar  der  Univ.  Tübingen  (Prof.  Brill). 

Die  Curven  sind,  wie  Clebsch  (Grelle,  Band  67)  gezeigt  hat,  Raum- 
curvon  4.  Ordnung  2.  Speeies,  die  jeden  der  4  Kegelschnitte  berühren, 
in  welche  die  parabolische  Curve  zerfällt.  Sie  stellen  aut  dem  vor- 
liegenden Modell  der  Fläche  (Nr.  71  des  Briirschen  Verlags,  auf  Ver- 
anlassung von  Prof  Kummer  in  Berlin  construirt)  sich  als  geschlossene 
Curven  dar ,  die  ungefähr  die  Gestalt  eines  windschiefen  Vierecks  mit 
abgerundeten  Ecken  besitxf'n. 

Durch  eine  Colliueatiou  geht  die  Gleichung  jener  Fläche  in  dio 
Form  über: 

zxy  =  Ax*y'-  4-  Bx*-'  -|-  Cy*, 

für  welche  sich  die  Dillerenlialglcichung  der  Projection  der  Curven  auf 
die  xy-Kbene  leicht   integrirt. 

(A.   Hrill.) 

211  Fliiehe  dritter  Ordnung,  vierter  (-lusse,  mit  vier  reellen  eonisehen 
Knoten  9  auf  welche  eine  Asyiuptotencurve  anHyi^ezeichnet  ist.  Aus- 
geführt 1877  im  Math.  Institut  der  teohn.  Hochschule  München  (Prof. 
F.  Klein),  von  stud.  Baoharach. 

Specialkatalog  l^')  (pag.  h  und  79). 

Die  Asymptotencurveu  dieser  Fläche  sind  (vergl.  Clebsch,  Crelle's  J. 
Bd.  G7)  Uaumcurven  G.  ()rduung  4.  Classe. 
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.'.    inr.-ilimir. 

^«..Mi#i^iucr   üürper    zur    vci>nehs weisen    Be^timnionsr  der 

^..iH     inr.  iler  KrOiuniiing:s-  und  AsyniptotenliDien ,  ange- 

V   3nll.      Verlag  von  L.   Brill,   l).iriii>ladt. 

-1..     ^•k"iinimlen  Teil  (lieser  Fläche,    welcher   eintach  zn- 

..^u.— -i«!   st,  verlaufeu  die  A.symptotenciiiven  zickzaekformig,  mit 

.,.    >r  luiraholisehen  Curve  aufstehend ;  dabei  treten  jedenfalls 

.-«i-iüch  singulare  Puukte  derselben  auf,  von  der  unter  Nr.  232 

>^:aiu:£S  <!ekeuuzeiehneten  Art. 


i»ei  leweciiehe  Flflchennetze  zur  Darstellung  von  Systemen  .Jiqui- 
u>«aiiter  Curven"  auf  beliebig:eii  Flachen.  Ausireführt  (1892)  im 
■tili.  Institut  der  techn.  Hochschule  München  (Prof.  Dyck). 

Hiezu  beigegeben  verschiedene  Flächen  zweiter  Ordnung  aus  Gips 
und  Holz  (zum  Teil  aus  der  Collection  Delayravt,  vergl.  Xo.  128),  so- 
wie zwei  grosse  Tiactrixflächen). 

Die  beiden  Netze  sind  aus  gleichlangen  Messingröhn-hen ,  durch 
welche  Fäden  gezogen  und  geknüpft  sind,  hergestellt  und  innerhalb  der 
tirenzen  des  Materials  um  die  Vereinigungsstellen  frei  beweglich. 

Die  beiden  Netze  gestatten  einzelne  der  von  Voss  (im  ersten  Teile 
dieses  Katalogcs)  gegebenen  Resultate  ül.>or  <1quidistante  Curvensysteme 
praktisch  zu  realisireu  und  dürften  sich  auch  zu  Vorlesungszwecken 
bei  Einführung  der  krummlinigen  Coordiuaten  l)esonders  eignen. 

Siehe  bez.  der  Asymptotencurveu  auch  noch  die  unter  No.  228  und 
232  anfgeführten   Modelle  und  Zeichnungen. 


Goodäti  seile  Linieii. 

214  Sieben  Modelle  zur  Darstellung  des  Verlaures  der  geodiltlsehen 
Linien  auf  dem  EllipHoid.  Ausgeführt  (1877  und  1880}  im  Math.  Institut 
der  techn.  Hochschule  München  (unter  Leitung  von   Prof.  A.  Brill)   von 

den  studd.  uiath.    K.  Rohn    und    A.    V-    Braunmühl.     Verlag    von    L.  Brill, 

Darmstadt. 

SpiTUilkaialoff  102^108  (pag.  3,  11  und  77). 

l02.  («eodätisehe  Linien  auf  dem  verlängerten  Kotationsellipsoid. 

lih'L  (ieodäti*iche  Linien  durch  die  Nabelpnnkie  eines  drciaxigen 
Kllipsoides. 

Ithi — lo7.  Verlängerte  bez.  abgeplattete  Rotutionsellipsoide  mit 
geodätischen  Lini«Mi  und  Envelopj»«'n  von  Systemen  solcher,  welche  von 
einem  Punkt  ausgehen.     (Modelle  je  in  zwei  (irössen.) 


^ 
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108.  Dreiaxiges  Ellipsoid  nebst  Andeutung  der  Enveloppe  von  geo- 
dätischen Linien,  welche  von  einem  Punkt  ausgehen. 

Näheres  vergl.  die  den  Modellen  beigegebenen  Abhandlungen  (zu 
102y  103  von  Kohn,  zu  104 — 108  von  Braunmühl),  sowie  bezüglich  der 
letzteren  Modelle  die  Abb.  von  ßraunmühl  im  14.  und  20.  Bd.  der 
Math.  Annalen. 

Siehe  hiezu  auch  die  unter  No.  21G  und  219  aufgeführten  Modelle. 


Abwickelung  zweier  Flächen  auf  einander. 

215      Modelle   zur   Demonstration   der  Abwickelung   zweier  Flüchen  auf- 
einander.   Ausgeführt  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München 

(Prof.  Brill),  von  Assistent  P.  Yogel.     Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt, 

SpecialkaMog  137—139  (pag.  18  und  82). 

Die  Modelle  beziehen  sich  apeciell  auf  die  Abwickelung  eines  Rota- 
tionsellipsoides  auf  eine  zugehörige  Schraubenfläche,  nach  Bour,  Journal 
de  Tecole  polyt.  Bd.  22.  Ein  Rotationsellipsoid  aus  Me^iugblech  lässt 
sich  auf  die  beiden  anderen  aus  Gips  hergestellten  Modelle  (des  Rota- 
tionsellipsoides  und  der  Schraubeufläche)  aufbiegen. 

Siehe  hiezu  ausser  den  in  den  nächstfolgenden  Abschnitten  auf- 
geführten Modellen  auch  noch  die  in  Abteilung  III  uuter  Kinematik 
aufgeführten  Modelle,  welche  die  praktischen  Auwendungen  der  Ab- 
wickelung zweier  Flächen  auf  einander  vorführen. 


Flächen  coiistanten  Krüinmungsmasscs. 

216      Serie  von  Fluchen  von  cou»tanteni  Krauiinungsmas».    Ausgeführt  (1877, 
1880)  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München  (Prof.  A.  Brill). 

Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  126—136  (pag.  3,  5,  11,  21  und  80). 

126—128.  Die  drei  Tt/pm  von  Rotationtt/lächen  von  constantem 
positiven  Krümmungsmass  mit  geodätischen  Linien.  Nach  Zeichnungen 
von  E.  Bour  (Journal  de  l'Ecolc  Tolytechnique ,  Tome  22)  ausgeführt 
von  Aasistent  P.    Vogel. 

129.  Flächenstreifai  von  consiant er  positiver  Krümmung  aus  Messing- 
blech in  Kugelzone,  einem  Centriwinkel  von  fast  90**  entsprechend. 

130.  Hohle  Halbkugel  aus  Messingblech. 
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131.  Schraubenfläche  von  constanteni  positiven  Krümmungsmass^ 
anf  die  vorhergehenden  3  Flächen  abwickelbar.  Schneidet  man  ans 
der  vorherigen  Kugel  eine  von  2  gleich  grossen  Parallelkreiseu  be- 
grenzte Zone  (einem  Centriwinkel  von  90°  entsprechend)  heraus,  so 
geht  diese  durch  gegenseitige  Verschiebung  der  Endschnitte  in  diese 
Schraubenfläche  über,  wie  sich  dies  mit  Hilfe  der  Kugelzone  aus 
Messingblech  zeigen  lässt.     Von  stud.  math.  Kuen. 

132—134,  Die  drei  Typen  von  Botatiotisflächen  von  conaUmtetn 
negativen  Krümmungsmass. 

132.  Kcgeltypus  nebst  geodätischen  Linien  (blau)  und  einer  Haupt- 
tangenteni'urve.     Von  stud.  matb.  Bacharach. 

133.  Hyperholoidtypus.  Eis  ist  ein  System  paralleler  geodätischer 
Linien  aufgezeichnet  (grün),  worunter  sich  2  (rot)  befiuden,  die  sich 
dem  Kehlkreis  asymptotisch  nähern.  Die  geschlossenen  Cnrven  sind 
geodätische  Kreise.     Von  stud.  math.    W.  Dych 


134.  Rotationsfläche  de?  Tractrix.  Die  Fläche  bildet  den  Übergang 
zwischen  den  beiden  vorgenannten  Flächen  und  entspricht  der  Kugel 
bei  den  Flächen  constanter  positiver  Krümmung.  Die  blau  gezeichneten 
Curven  auf  ihr  sind  verschiedene  geodätische  Linien,  die  rote  ist  eine 
A.symptotencurve.     Von  stud.  math.  Bacharach, 

135.  Schraubenfläche,  van  constantem  negativen  Krümmung swMSSy 
deren  Meridiancurvc  die  Tractrix  ist.  Vergl.  ü.  Dini,  Comptes  llendns, 
Acad.  Sc.  Paris  1865,  L  Sem.  pag.  340;  Th.  Kuen,  Berichte  der  kgl. 
bayer.  Akad.  1884.     Von  Assistent  P,   Vogel. 

136.  Fläche  von  amstantem  negativen  KrUmmungsmass  mit  ebenen 
Krümmung slinicn   nach  Knneper.     Sie    entsteht    aus    der  Tractrixflikhe 

von  der  Krümmung ^   dadurch,    dnss    man    auf  den   Tangenten    au 

ein  System  von  parallelen  geodätischen  Linien  da.s  Stück  t  in  be- 
stimmtem Sinn  aufträgt.  (Vgl.  Hianchi ,  Math.  Aunalen  Bd.  1(5,  sowie 
Enneper,  Göitinger  Narhrichten  18ü8;  Th.  Kuen,  Sitzungsberichte  der 
kgl.  bayr.  Akad.  1884,  Heft  II.)  Modellirt  von  stud.  math.  Aiack. 
P>läuterung  hierzu  von  Assistent   Th.  Kuen. 


Oi'omotrio.     P. 


293 


Die  Flächen  Nr.  133,  135,  136  besitzen  das  nämliche  Krümmnngs- 
inufts.  Um  ihre  Abwickelbarkeit  auf  einander  und  besonders  ihre  Ver- 
schiebbarkeit in  sich  selbst  zu  zeigen,  sind 


136  a.  Zwei  Flächenstreifen  von  constantem  negativen  Krümmungs- 
mass  aus  biegsamem  Messingblech^  vom  Krümmungsmass  der  Flächen 
bcigegel)en. 

Näheres  vergl.  die  den  einzelnen  Modellen  beigegebenen  Ab- 
handlungen. 

217  Zwei  Modelle  von  Flaieheii  von  con»tantem  positiven  KrOmmiingsniass, 
mit  einem  System  ebener  KrQmmun^slinien,  anageführi  von  Studien- 
lehrer Sievert,  Nürnberg.  Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  206,  207  (pag.  39  und  80). 

Man    vergl.    hiezu    die    Abhandlungen    von   Enneper   ^Gött.    Nachr. 
1868),  und  Kuen,  Bayer.  Akad.  Sitzungsber.  1884,  ferner  die  Inaugural 
dissertation  von  Sievcrt  (Tübingen   1884),   sowie   die  den  Modellen  l>ei- 
gegebene  Abhandlung. 


218      Hilnte  aus  Papier  von  constantem  negativen  KrQmniungsmass ,   aus- 
geführt 1892  im  Matli.  Institut  der  techn.  Hochschule  Miinchen. 

Eine  solche  Haut  ist  zusammengesetzt  aus  congruenten  geodätischen 
Dreiecken  mit  den  Winkeln  J-,  \z.  und  Itt.  Der  pseudosphärische  Defect 
eines  solchen  ist  ^^-k.  Damit  ist,  falls  das  Krümmungsmass  der  Fläche 
bekannt  vorausgesetzt  wird,  auch  Oberfläche  und  Soiteulängen  de«  Drei- 
ecks bekannt.  Das  Krümmungsmass  wurde  gleich  dem  der  Tractrixfläche 
des  Briirschen  Verlages  (Nr.  134)  angenommen,  auf  welcher  demnach  die 
Haut  abwickelbar  ist.  Die  Dreiecke  wurden  aus  den  Seitenlangen  zuerst 
geradlinig  construirt  und  si)äter  so  krummlinig  l)egreuzt,  wie  os  die 
kleineren  Winkel  und  der  kleinere  Flächeninhalt  der  pseudosphärischen 
Dreiecke  verlangt.  Dann  konnten  sie  in  feuchtem  Zustande  auf  die 
Tractrixfläche  aufgepasst  und  genügend  genau  aneinandergefügt  werden, 


..    idiirarz   zur  llerstelluiij^   sciIcIht   Ilüiite 

-    -  ;i  bat  (l;is  AiK-inaiuhirfügcii  keine  Grenze. 

.    :-  zeigen,  stellen  sich  aber  praktische  Schwie- 

irj,  ihuss  groHScr«  Häute  zwar  in  den  einzflnen 

::Ue  Kriininuin^smasR  hesitzen,  aber  keinesweKi* 

■:.i-;re  Vorfitellun«^  von    aus;je<U*hnten    F'Iäfhon    mit 

A.:-:inimung.smiusN   zu    licfoni.      Sie   können    in    ihrer 

;.  uur  als  Cuntinua  auigclkssf   werden,  deien  Krümm- 

.i'.''  ireringer  Cirenzen  variabel  ist. 

(Fiusterwulder.) 


::>taTiter  mittlerer    Kriiminiiiig    (Miiiiinalfiäehen). 

lr«*i    Typen   Yun   Kutatiuusflavlicn   i*oiistaiit<'r   niHdon^r  Kriimmuiisr. 

.s^-:uhrt    (1877)   im    Math.    Institut    der  techn.   Hochschule   MQnchen 

:*   Brill)  von  sind.  A.  V.  Braunmühl.      Verlag  von  L.  Brill.  J)arnistudt. 


Sjiivialkaliiloij  HO— 113  (pag.  5  und  tiS.) 
HO.     Undnloid  (vergl.  Fig.) 
Ul,  112.     Nodoid. 
113,     Catenoid. 

Aut    den    Flächen    sind    geodätische    Linien    u  tilget  ragen.      Näheres 
vergl.  man  in  <lcr  den  Modelleu  beigegebenen  Krläuteruug. 

220  CatcMioi<l  und  Sehrauhonflaehc  neb^t  zu^:c'hori^:er  bioffsamer  Lnnielli* 
aus  Me>sinffl)lceh.  Hergestellt  im  Math.  Institut  der  techn.  Hochschule 
München  (I'rot.  Brill <  von  .<tud.  Herting.    Verlag  von  L  Brill,  Haimstadt. 

Spnialhifahu/  IM—IU;  i'pag.    17  und  .S/;). 
Die  Motlellr  dienen  zur  V'cran.^rliMuliclmng    der  Ossian  Könnet Vdien 
JJiegung    der  einen  MiniuialÜäehe    in    die    zweite.     Hei    dieser    (an    der 
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Me.s8iuglnme1]o  wirklich  aiisführbareu  Biegung)  gehen  die  Krummungf- 
linien  der  einen  Fläche  in  die  Asymptotencorven  der  andern  über. 
(Vergl.  Schwarz  in  Grelle  8  Journnl  Bd.  80.) 

221  Minimalflilehe  neunter  Ordnung  nach  Rnneper.    Hergestellt   im   Math. 
Institut  der  techn.   Hochschule  München  (Prof.  Brill)  von  stud.  Herting 

Verlag  von  L.  BrIII,  Darmstadt. 

Specialkatalog  147  (pag.  17  und  8i). 

Man  vergl.  hiezu  den  Aufsatz  v(m  Enneper  in  den  Göttinger  Nachr.  1871. 
Die  Fläche  ist  ihre  eigene  BonnetVhe  Biegnngsfläche ,  d.  h.  sie  kann 
HO  auf  sich  selbst  aufgebogen  werden,  dass  die  Krumm ungslinien  (weiss) 
in  die  Asyniptotencurven  (rot)  übergehen.  Ein  galvauoplastischer  Abzug 
der  Fläche,  der  die  Symmetrieverhältnisse  der  Fläche  noch  deutlicher 
zur  Anschauung  bringt,  liegt  bei. 

222  (-atalan'sehe  Minimalfluehe.    Hergestellt  unter  Leitung  von  Professor  E.  R. 
NeoviuS,  Univ.  Helsingfors,  von  stud.  Laine.  Verlag  von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Sptclalkatalog  238  (pag.  41  und  84), 

Diese  Fläche  gehört  zu  den  Minimalflächen,  welche  eine  Schar 
reeller  Curven  zweiten  Grades  enthalten,  und  zwar  sind  es  hier  Pa- 
rabeln. Diese  Parabeln  und  deren  orthogonale  Trajectorien  veran- 
schaulichen die  Eigenschaft  der  Fläche ,  dass  sie  durch  die  beiden 
Curvenscharen  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  kann. 


223  Modell  einer  Minlniainnche ,  welehe  eine  Schür  reeller  Parabeln 
enthillt,  deren  Ebenen  mit  einer  Testen  Ebene  des  Raumes  einen 
eonstanten  Winkel  einsehliessen.  Modollirt  unter  Leitung  von  Professor 
E.  R.  NeoviuS  von  stud.  Hj.  Tallqvist,  Universität  Helsingfors.  Verlag 
von  L  BrilL  Dnrnistadt. 

Specialkataloif  :i<hl  (paj;.  .7.9  und  Si). 

Das  vorliegende  Modell    stellt    diejenige  Minimalfläcbe  dar,    weh'he 
durch  geometrische  Addition  der  gewöhnlichen  Schraubenfläche  und  der 


Mg.  CataUin'acben  Minininl  Sache  eatatoht.  Die  Ciitalaa'tiuhe  PIftuhe 
enthält  bekauutlicb  eine  8chnr  reeller  Parabeln,  deren  Ebenen  alte 
auf  einer  Testen  Eheue  eeukrecht  stehen.     Auf  der  AddilioDsMcbe  liegt 


elienfulla   ein 

einechlieaaen 
Näheres 


!   Schar   reeller  Parabelu,    deren    Ebenen   lui 
amstaHten,    von  DO"  TerBchietteaen  Winkel, 


erg).  die  dem   Modell  beigefügte 


Drahlfieittolle  zur  Darnl«llun|;  von  Miiiimiiinäcli(>n  mittelst  Seifen- 
lÖRuug.  Math.  Institut  der  technischea  Hochiohule  MUnohM  (Professor 
A.  Brill);  Verlag  lou  L  Srill,  Daiinstiidt. 


a.  Zwei  Ringe  mit  GriS  nnd  Fassen  zur  Oarstelltitig  der  Kolations- 
lliKhen  t'OiiBtant«r  mittlerer  ErüiDiuuug  iPlalean,  Stattque  des 
liquideB,  T.  1.  p.  93—103), 

b.  Schraubenlinie  xar  Darstellung  der  wiudBdiiefen  liicb ran ben fläche 
(ibd.  p.  216). 

— g.  Xanten  des  Oktnedera,  der  vierseitigen  Pyramide,  des  dreineitigeu 
l'risma'n,  den  Tetraedern  und  Wllrfels  (vgl.  .Schnarz,   Bestimmung 
einer  npeciellcn  Mimmaljläche,  1871,  pag.  84). 
h.  Kauten  des  sechsseiligen  l'risma'a  (ibd.  p.  93). 


Geoiiit^trie.    P.  2<)7 

i.  DrnhtKTMell    xiir   nnretelliiHK    Her   emtro    der    rduf   von    Scherk 

(CTellp'n  JoDriinl,  XII[.  p.  185)  nngegebenen  MiuiliiHllllli-hrtl. 
k.S^wri  m'htwiiikligKckrpazle  Rechtecke  zur  Daratelliinj;  der  liiiiften 
Schfrk'sfiieii  Minimal  Hiic'he. 

MiBlmalllittbi'  fBnftFr  rinsw,  1880  iiKxlelliri  von  aUiA.  C.  Sehillino  iiu 
Math.  Semiuar  dar  Univ.  fittttliiflen  (Prof.  Schwarz),  Kxlvanopiasiisth  rc- 
prodiidrt  und  aiiHgentcllt  durch  dns  Math.  Inililut  der  leohn.  Hoohachule 
MOnchen- 

iii  der  Abliüiiilliiug  „Cber  die  Flächen,  deren  miltltre  Krümmung 
überall  gleich  Nittl  ist',  hiil  Herr  Wnnsiras»  nnf  <lie  AiiTgiibe  hinge- 
wieseD.  iille  ulg^braiselieii  Minimiilflächeii  einer  1ieatiiiiiu(«n  Closse  in 
ermitteln.  Nuuh  den  t'nleniuchungeü  von  Henneberg  und  Lie  i«t  die 
oiedrigNte  hierbei  iiuftrelende  Clume  die  fünd«.  Die  zugehörigen 
MiuininlflikfbpQ ,  die  iille  einander  ähnlich  find,  hat  Schilling  in  Miner 
lDang.-i)itHerttttion  (Gi'.ttingen   188)1)  ntther   nnCentucht. 


Ihre  Cileii-hnugeu  lasaeu  »ich  iu  di-r 

"  =  3  (^  +  ,\)  +  3  (»•  +  »,'). 

Die  Flache  isl  von  der  15.  Ordnung.  Sie  ist  eine  Doppelflltche  und 
deHhulb  wurde  ihre  Darslelhing  als  eine  (im  Originnl  iiuh  l'nppe  her- 
geslellte,  im  vorliegenden  Modell  gulvnni«-h  crzeugle)  „FlJii'henhuut" 
gewählt.')  Die  nufgezeiühneten  Cnrven  bilden  ein  iinudi »lisch es  Net» 
von  Ituuiucurven  6    und  3.  Ordnung  auf  der  t'Iftcbe. 

Bezüglich  der  ntlheren  .Xuaführungeu  (tei  nuf  die  Hchon  oben  ge- 
nannte Di&'erintion  von  Schilling  verwicwn. 

— (Dj'-kO 

*)  Die  Vorteile  einer  sidchen  Danitellung,  welche  den  cigeutlicben  Charakter 
einer  Fläche  zur  Annchnunng  bringt,  tritt  hier  gegenüber  den  stetH  mehr  niH 
Körpern  erscbeincudeu  üipsmodellen  nud  ähnlichen  deutlich  hervor. 
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II.  Ahtüiluüf,'. 


Q.    Singulare  Vorkommnisse  bei  Curven  und 

Flächen. 

226  Acht  Modelle  über  die  Abhilngigkeit  der  Rfiekkehrelemeiite  der  Pro- 
Jectionen  einer  •  unebenen  Cnrve  von  denen  der  Curve  selbst.  Von 
Ch.  Wiener,  Professor  an  der  technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe. 
Verlag  von  L.  Brili,  Darinstadt. 

Specialkatalog  82—89;  pag.  23  und  73. 
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Wenn  sich  auf  einer  unebenen  Curve  ein  Punkt  und  mit  ihm  die 
Tangente  und  die  Schniiegnngsehene  der  Curve  hinbewegt,  so  kann 
an  einer  Stelle  jedes  d'oser  Elemente  seinen  Bewegungssinn  beibe- 
halten oder  ihn  umkehren.  Dieses  Verhalten  wird  der  Charakter 
der  Curve,  und  ein  umkehrendes  Element  ein  Rückkehrelement  ge- 
nannt. Durch  Verbindung  der  verschiedenen  Charaktere  treten  acht 
Möglichkeiten  ein.  —  Die  Projection  der  Curve  auf  eine  Ebene  zeigt 
im  Allgemeinen  für  den  Punkt  und  die  Tangente  dieselben  Charaktere 
wie  die  unebene  Curve  selbst.  Nur  bei  den  Projectionen  auf  die 
drei  Ilauptebenen ,  die  Schmiegungs- ,  die  Normal-  und  die  rectifi- 
cirende  Ebene  zeigen  sich  Änderungen  der  Charaktere,  so  dass  hier 
Spitzen  und  Wendepunkte  in  der  Projection  auftreten  können,  die 
an  der  Curve  nicht  vorhanden  sind,  und  solche  verschwinden,  die 
sich  an  der  Curve  befinden. 

Die  Modelle  zeigen  die  acht  möglichen  Fälle.  Sie  stellen  die 
Curven  aus  Draht  und  die  l'rojectionen  auf  die  drei  Hauptebenen 
durch  Zeichnung  dar  und  lassen  durch  V'isiren  oder  Schatten  werfen 
die  Abhängigkeit  ihrer  Charaktere,  und  durch  allmähliche  Änderung 
der  Projectionsrichtung  die  Entstehung  der  Singularitäten  der  Pro- 
jectionen erkennen. 

(Chr.  Wiener.) 

Sechs  Modelle   xur  Kartographie  von   Privatdoccnt   H.  Wiener,    Univ. 

Hallo  a/S. 

Ideale  Bergkuppen,  Sattel,  dreifacher  Sattel,  Kessel. 
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28  5Iodelle  fOr  die  verschiedenen  Typen  eoniseher  Knotenpunlite  mit 
Angabe  den  Verlaufes  der  paraholisehen  Curve  und  der  llaupttan- 
genteneurven  in  der  Umgebung  dieser  Punkte.  Ausgeführt  1891  im 
Math.  Institut  der  techn.  Hochschule  München  (Prof.  Dyck  und  Finster- 
walder)  von  Uealh^hrcr  A.  Sucharda  in  Prag. 

Berücksichtigt  man  in  der  Taylor'schen  Kntwickhing  der  b'lilchen- 
gleichung  im  Knotenpunkt  die  (Glieder  zweiter  und  dritter  Ordnung 

"2  +  "3  "t"  •  •  •  =  "• 
so  hat  man  bekanntUch  nacli  der  liealitlit  der  sechs  Schnittgeraden 

der  Kegel  zweiter  Ordnung  u^  =  o,  und  dritter  Ordnung  03  =  0 
vier  Hau ptfälie  zu  unterscheiden:  ö,  4,  5,  0  dieser  Schnittgeraden  reell. 
Zur  Darstellung  dieser  Källe  sind  mit  Vernachlässigung  von  Gliedern 
höherer  Ordnung  möglichst  einfache  Gleichungen  zu  Grunde  gelegt: 

a)  (x'*  -f  y»  —  hh')  —  l  y  (3  x*  —  y«)  =  o 

b)  (x"^  -t-  y»  —  hV)  —  K  z  (x^  —  y«)  =  o 

c)  (x*  +  y'  —   ^**^'*^   ~   '-  X   z*  =  o 

d)  (x»  4-  y*  —  1)V)  -  X  z»  =  o 

Wenn  nun  auch  in  den  gewählten  Beispielen  gewisse  mit  der 
Einfachheit  der  Annahmen  verbundene  Specialisirungen  auftreten, 
80  sind  dieselben  doch  andererseits  allgemein  genug,  um  Hauptmerk- 
male der  verschiedenen  Kategorien  zu  versinnlichen. 

Die  Haupttangentencurve  berührt  im  Knotenpunkt  die  oben  er- 
wähnten Schnittgeraden  vcm  U2  =  o  und  ug  =  o  in  sechs  durch 
den  Knotenpunkt  laufenden  (reellen  bez.  imaginären)  Ästen.  Projicirt 
auf  die  xy-Kbene  gestaltet  sich  ihr  Verlauf  (schematisch)  wie  folgt: 


.1. 


•--..-•' 


Vis:.  1. 


FiR.  2. 


Fig.  3. 


In  den  Fftllen  a  und  <;  lioi;t  die  Fläche  svnimetrisnh  «ur  xv-Kbene- 
die  Figuren  l  und  3  sind  also  doppelt  zählend  für  den  oberen  und 
unteren  Teil  der  Fläche  zu  denken.  Es  sind  6  bez.  2  Teile  positiver 
Krümmung,  welche  im  Knotenpunkte  zusammenstossen. 

Im  Fall  b  ist  die  Fläche  nicht  symmetrisch  zui  xvEbene,  viel- 
mehr  der  t)l)ere  Teil  gegen  dun  unteren  um  90"  verdreht.  Die  aus- 
gezogenen bez.  punktirtcMi  Linien  der  Figur  2  beziehen  sich  auf  ilen 
oberen  bez.  unteren  Teil.  Ks  stossen  4  positiv  gekrümmte  Flächen- 
teile im  Knotenpunkt  zusammen. 


11.  Aliti'iliin},'. 

Im  Falle  il  (einer  KotaticmnHänhe)  trunnt  ilur  Knotenpnnkt  den 
oiwrmi  [HWitiv  fii'krflmiiileii    Kläclu^nteil    von  (U'iu  unteren  iiegativ«n. 

rnnuren  Klficlit-n  |n)H  siilrlien  dritter  OrdnuM«)  Hehftren  die  in  dfn 
ijIhtph  Fiytiri-n  einjietrnKenen  Geraden  ilirejn  ganxen  Verlaufe  nach 
nn.  I)ie  iJiHi'iiHxicm  de»  VerhultenH  der  IlHUpttungeiiteacnrven  in  der 
l.'tngeliuiig  de»  Kniiteniiunkte»  nn  Hand  der  EUK<<hr>ri){en  Ditferential- 
gleidiunr;  (die  nur  im  falte  d  inte^rirbar  iut)  li«rert  nun  den  folgenden 
taeheniatim'li  jre({ebenenl   Verlauf  derBclIien  : 


Herrn   Sudinrda   nuKlidlirlen    Flftolicn    njnd   diei>n 
urveti  iineli  i-initclni-n.  von  Ihm  genauer  t.'«rci'linel<>n 
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229  Modelle   <ler    beiden    Haupt  arten   der   „Falt^^npunkte**    von    rrofcssor 
D.  J.  Korteweg,  Tniv.  Aiustordain. 

Wcrm  ••iiic.  I)«>p|it'lt;iiij;ontialoliem' .sich  üWordio  Flät^ho,  \vt»l(tho  sie  (Jopuclf 
iMTÜhrt,  lurtlK'wo^^t,  kninint  es  vor,  «lass  dio  boidiTi  eoiijuj^irton  IJorühr- 
un«(s|Hiiikt4>  (dl«'  C^mnocUMj)  zusaiumonfallcii.  Dio  I'uiikto  der  Fläche,  iu 
\volrh«Mi  dies  geschieht,  werden  Falteupunkte  geuanut,  weil  solche 
Punkte  sich  am  Anfang  und  Ende  einer  jeden  Falte  (man  denke  z.  B.  au 
den  Faltenwurf  eines  Kh'ides)  vorlinden. 

in  einem  Faltenpunkte  berühren  sieh  die  Fieonodaleurvo  {('ur\e  der 
vierpunktiiien  Tangenten),  die  Spinodalcurve  K-urve  der  parabolischen 
Tunkte)  und  die  Connodalcurve.  Auf  den  Mi>dolloQ  ist  die  erste  dieser 
r'urven  niirht  angeloben,  die  zweite,  wehdn»  dio  Grenzo  zwischen  dorn 
negativ  gekrümmten  (blaugefarbteni  Teile  der  Fläche  und  dem  positiv 
gekrümmten  bildet,  ist  durch  oino  rote,  die  0-ouuodalcurvo  durch  eine 
blaue  Linie  ange<leutet. 

Hie  beiden  Modelle  Nr.  1  und  2  vergegenwärtigeu  die  beiden  Hauptarten 
der  Faltenpunkte.  Diose  untei*scheiden  sich  erstefis  dadurch,  dass  dio  CJon- 
nodalcurvo  bei  der  ersten  Hauptart  auf  dem  positiv  —  bei  der  zweiten  auf  dem 
negativ  gekrümmten  Teile  der  Fläche  liegt;  zweitens  ist  a.\xch  der  Tangeo- 
tialdurchschnitt  am  Faltenpunkto  verschieden.  Bei  der  zweiten  llauptart 
zeigt  dieser  Schnitt  zwei  reelle,  sich  im  Faltenpunkto  bcrühroDdo  Zweige, 
bei  der  ei-sten  Hauptart  sind  diese  beiden  Zweige  imaginär  und  ist  also 
der  Falten|)Uokt  ein  isolii-ter  Punkt  mit  reeller  Tangente. 

Weiteres  über  Faltenpuukte  und  über  dio  singulären  Punkte  der 
Flächen ,  die  als  vielfatrho  Faltenpunkte  zu  betrachten  sind,  findet  man 
Wiener  Berichte,  Bd.  i)8,  Abt.  11,  S.  1154.  1889.  t'bei-  ihre  Bedeutung 
in  der  Thermodynamik  sehe  man  Maxwell,  Theory  of  Heat^  Chapter  Xll^ 
und  van  der  WaaU^  Theorie  moleculaire  d'une  substance  composie  de 
dtux  nuitiercH  differenteSy  Archiirs  Necrlandaines,   Tonie  24.  (1891.) 

(D.  J.  Korteweg.) 

230  Modelle  von  derorinirten  liomog^enen  ,J^oppeiraltenpunkten^%  von  Prof. 
D.  J.  Korteweg,  Univ.   Amsterdam. 

In  eifier  1890  in  den  Archivcs  Neerlandaises ,  T.  24,  p,  295  ver- 
öffentlichten Abhandlung  „La  thcorie  generale  denplis  et  la  sur/ace  '^  de  van 
der  Waals"  habe  ich  im  erst<Mi  Abschnitte  die  Resultate  Jingegoben  einer 
Untersuchufig  übor  das  Entstcdien.  Verschwinden  und  Zusammentliessen 
der  Falten  einer  in  stetiger  Tniformufig  begrifTeuen  Fläche  und  ül>er  dit» 
singuläron   Punkte,  die  dabei  (Mne   Rolle  mitspieh»n. 

l)'ni  (»rst«'  der  dn^i  dort  beschriebenen  Entstellungsweisen  (iiner  Falte, 
die  aus  einem  homoj,cnen  l)oppelfaltenpunkte  der  ersten  Art,  illustrirt 
Modell  Nr.  '^.  Wird  nämli<.'h  die  auf  diesem  Modelle  d'irgostellto  Falte 
rückwärts  deformirt,  dann  zieht  sie  sich  zu  einem  homogenen  Dojjpel- 
faltrMipunkte  (homogeii    weil  die  beiden  FaUenpunkte    zur  selben  Art  go- 
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hören)  zusaramon,  welchor  I)opi»olfaltonpuukt  einon  isolirtc^u  i^unkt  der 
Connodalcurve  (Curvo  der  coiijugirton  Berührungspunkte  der  Dopiieltaugen- 
tialebüncu)  bildet  und  doshalb  zur  ersten  Alt  gezählt  wii'd. 

Modell  Nr.  4  dahingegen  bezieht  sich  auf  einen  homogenen  Doppel- 
faltenpunkt zweiter  Art.  Ein  solcher  Punkt  ist  ein  eigentlicher  Doppel- 
punkt der  Connodalcurve  und  gibt  zu  ganz  anderen  Umbildungen  der 
Falten  Veranlassung  als  ein  homogener  Doppelfalten puükt  erster  Art. 
Er  entsteht  auf  Modell  Nr.  4  in  dem  Augenblicke,  wo  die  beiden  Falten- 
punkte  während  einer  Deformation  zusammenfallen.  Wird  diese  Defor- 
mation dann  noch  weiter  fortgesetzt,  dann  verschwinden  die  Faltenpunkte 
und  eine  Doppeltangentialebene  kann  auf  dem  Modelle  von  der  einen 
Seite  zur  anderen  fortbewegt  worden,  ohne  dass  die  Connoden  imaginär 
worden. 

Gehörten  nun  beide  Faltenpunkte  vei-schiedeucn  Falten  an,  dann 
vereinigen  sich  diese  zu  einer  einzigen  Falte.  Interessanter  ist  der  Fall, 
wenn  beide  die  Endpunkte  einer  und  derselben  Falte  bildeten,  weil  dann  aus 
der  durch  Falti^upiuikte  abgeschlossenen  Falte  entweder  eine  doppelte 
oder  eine  einfac^he  Ringfalte  entsteht,  und  zwar  jenachdem  der  linke  und 
rechte  Zweig  der  Connodalcurve  des  einen  Faltenpunktes  mit  den  gleich- 
namigen oder  ungleichnamigen  Zweigen  des  anderen  Faltenpunktes 
correspoudirto.  Eine  Ringfalte  wird  nämlich  doppelt  oder  einfach  genannt, 
je  nachdem  die  beiden  Connoden  entweder  verschiedene  Curven  be- 
schreiben oder  sich  auf  derselben  Curve  fortbewegen  und  also  schliesslich 
ihre  Stellen  wechseln. 

Über  die  Bedeutung  der  auf  den  Modellen  angegebeneu  Linien,  vergl. 
man  die  oben  genannte  Beschreibung  meiner  Modelle  der  beiden  Uauptarten 
der  Faltenpunkte. 

(D.  J.  Korteweg.) 

231  Oic  verschiedenen  Typen  des  Verlaurs  von  Krilmmungslinien  in  allge- 
meinen Xabelpiinkten  einer  Flüche.  Zeichnung  von  ProfeRsor  Finster- 
walder,  techn.  Hochsohule  Mt\nchen. 

In  einem  Nabelpunkte  verliert  die  quadratische  Gleichung  für  die 
Krümmungsrichtungen  ihren  Sinn.  An  ihre  Stelle  tiitt  eine  cubische 
Gleichung,  welche  3  bevorzugte  Richtungen  definirt,  in  denen  die 
Krünnnungslinien  auf  den  Nabelpunkt  zulaufen.  Dabei  kann  ent- 
weder der  Fall  eintreten,  dass,  wie  in  Fig.  1,  2,  3,  7,  8,  nur  einzelne 
Krün)mung8linien  durch  den  Nabelpunkt  gehen,  oder,  wie  in  Fig.  4, 
5  und  G,  dass  unendlich  viele  Krümniungslinien  in  einer  ausgezeich- 
neten Richtung  sich  berühren.  Integrirt  man  die  Differentialgleicli- 
ung  der  Projection  der  Krünimungslinien  auf  die  Tangentialebene 
im  Nabelpunkte  nUherungsweise ,  so  findet  man  bei  genauerer  Dis- 
cussion  die  in  vorliegender  Zeichnung  zusammengestellten  Typen 
für  den  Verlauf  der  Krünimungslinien. 


Fig.  1  sUillt  ilon  Fall  dar,  wi»!  er  bei  einer  Flilebe  mit  lireifm^ii 
Hymmeti ificlitr  Ase  vorkommt;  liier  winil  die  auBKezeidineton  lUcht- 
uiigen  um    je  120*  von  einander  eiitfornt.     Fig.  3  und  4  geben  den 


Übergang'  dnrrh  <ien  (jirenKlypne,  iiei  welehem  2  ausgee.  Ridiiungen 
xenkiiwlit  Z11  einander  uteiien.  Im  Grenxtypua  BClbst  bilden  die 
KrOiiiinungHlinien  in  der  Umgebung  des  I'uukten  ein  einfaches  recht- 


winkÜKea  Net».  In  Fig.  C,  niiid  2  der  an Hgexei ebneten  Richtungen 
xufla  m  inen  gern  1  ten ,  in  ^'1.7.  7  imaginitr  [^'Aoriien,  in  Fig.  S  laufen 
sie  nach  den  Krcispunkten.    Letzterer  Fall  tritt  bei  Fläeben  2.  Grades 


Fig.  7.  Fig.  8. 

«iif.  Ita(irL'nzly]]iis  limlcl  wHi  iiuf  licii  Sclnnluli.ii[iliti;n  von  llüi-kiiiiirB. 
Illtcllnll,   nills   llil'Hl'   NHlii^tiiuiikU-  xiiid 

(FinHtiTtt-aliicT) 

Die  vors^hiodfiirii  Ty|H>n  dir  Hinffuirin-ii  SIHlcn  iIit  ilun-h  rine  DiT- 

fltrontiulitlcii-l je  <'rsli>r  »rdiiuiiir  zwiselirii  2W(>I  Varlubclii  «li-flnirlOH 

Ciirv<>Bü)-Mi-mc.     Viiti  friif.  w.  Dyck.  te>-lin.  Udoiisclmlp  Mniu-hpii. 


1.  \yi>:  ilri'i  Tyiii'u  iti'r  l)ei  eiu.T  Differi-nliiittjifirhung  frstrr  Oi-dnniii) 
•Sien  GiiiilfS  aiiriioteinlen  fingnlllrcii  Stellen.  .Sie  er(:elicii  nicli  wie 
i-kjtiml  an«  .1,'r  (Üyii-lum'! : 

W"  +  i'r)  %  +  i-^  +  'iy)  =  f. 
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:2.  Die  drei  Typen  der  bei  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
höheren  Grade»  auftretenden  „wesentlich''^  tdngulären  Stellen. 
Für  sie  ist  charakteristisch  die  Gleichung: 

(gy  +  2cx(^)4    bx'  +  2ay  =  o: 

die  Darstellung  des  gestaltlichen  Verlaufes  des  Curven-Systenis  folgt 
dabei  durch  eine  quadratische  Transformation  aus  den  erstgenannten 
Fällen;  die  gegenseitige  Zuordnung  derselben  ist  unmittelbar  in  den 
untereinander  geordneten  Figuren  I,  II,  III  ersichtlich. 

3,  Den  gestaltlichen  Verlauf  des  Curvensystems  in  der  Umgebung 
der  bei  der  allgemeinen  Differentialgleichung  (höheren  als  ersten 
Grades)  auftretenden  ,/ius8erwe8entlich  singulären"  Stellen  (Fig.  IV 
der  Tafel). 

Sie  sind  charakterisirt  durch  eine  Gleichung: 

o  -  „  -  .  +  U  {^)  +  e  (^)- 

Die  entsprechende  Fig.  V  stellt  ein  singulilres  Vorkommnis  dar, 
wie  es  dem  Falle  Fig.  IV  analog  auftritt,  wenn  man  bei  der  Frage 
nach  den  singulären  Stellen  eines  Curvensystems,  statt  von  der 
Differentialgleichung  als  dem  ursprünglichen  Datum  auszugehen,  die 
Definition  des  Curvensystems  durch  eine  Curvengleichung 

^  (x,  y,  c)  =  o 
mit  einem  willkürlichen  Parameter  c  gegeben  voraussetzt. 

4.  Die  Figuren  VI — IX  der  Tafel  zeigen  die  Veränderungen, 
welche  ein  durch  eine  Ditierentialgleichung  erster  Ordnung  definirtes 
Curvensystem  erleidet  bei  Änderung  der  Constanten  der  Differential- 
gleich  ung. 

Betrachtet   man   speciell   ein   System   von  Differentialgleichungen 

i?'  (X,  y>  y')  —  k  =  o 
mit    k    als  willkürlichem  Parameter,    so  sind   die  in  den  genannten 
Figuren  dargestellten  Ül>ergänge  dadurch  charakterisirt,  dass  an  der 
Sprungstelle  der  Deforn)ation  gleichzeitig  mit  F  —  k  =  o  auch  die 

Gleichungen 

Fl  =  o,  Fj  =  o,  Fj  =  o 

statthaben;  und  es  geben  die  hier  gezeichneten  Fälle  die  verschie- 
denen bei  diesem   Durchgang  möglichen  Typen. 

Ausser  diesen  wichtigsten  Sprungstellen  enthalten  die  in  F  —  k  =  o 
enthaltenen  Systeme  noch  weitere,  jedesmal  ganz  bestimmt  geometrisch 
zu  bezeichnende  Übergangsstellen,  die  analytisch  ebenso  wie  die 
genannten  durch  ein  System  von  Gleichungen  und  Ungleichungen 
definirt  sind. 

Der  genaue  V'erfojg  aller  dieser  verschiedenen  Übergangsformen 
für  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  erster  Ordnung,    in  welche 

20 
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ein  zweckmässiger  Parameter  eineufübren  ist,  gestattet,  die  gest^lt- 
licbe  Anordnung  der  Integralcurven  für  eine  solche  Gleichung  im 
allmählichen  P^ntstehen  anschaulich  zu  verfolgen. 

Bezüglich  einer  eingehenderen  Ausführung  dieser  Discupsionen 
sei  auf  zwei  Aufsätze  von  Dyck  in  den  Sitzungsberichten  der  math. 
phys.  Classe  der  k.  b.  bayer.  Akad.  d.  W.  vom  Jahre  1891  (Heft  1) 
und  1892  (Heft  1)  verwiesen. 

Eine  nicht  uninteressante  Anwendung  der  Discussion  ist  diejenige 
auf  die  gestaltlichen  Verhältnisse  der  HaupttHngentencurven  einer 
algebraischen  Fläche.  Die  in  den  Figuren  1  bis  III  charakterisirten 
Fälle  treten  hier  allgemein  auf  und  zwar  für  Punkte,  in  deren  Um- 
gebung die  Gleichung  der  betr.  Fläche  sich  darsteilen  lässt  in  der 
Form : 

2  =  i  ^22  y*  +  J  fiia  x*y  +  ,V  fiiii  X*. 

Hier  ist  die  Unterscheidung  der  drei  Typen  I,  II,  III  einfach  ge- 
geben durch  die  Ungleichungen : 

I.    26  f«ii3  -  8  fiui  f22  <  o; 

II.   25  fii2  —  8  fllll  ^22  >  «»  3  fii2  —  fllll  ^2»  >  O; 

III.    25  f«u2  —  8  fuu  f22  >  o,    8  ^m  —  Um  ^n  <  <>• 

Die  Punkte  sind  identisch  mit  den  sog.  ^^Faltenpunkten"'  einer 
Fläche,  wie  sie  von  Korteweg  näher  untersucht  worden  sind.  Die 
beiden  von  Korteweg  unterschiedenen  Kategorien  trennen  die  hier 
mit  1  und  III  bezeichneten  Fälle  von  Typus  II.  Man  vergleiche 
hiezu  die  unter  Nr.  229  ausgestellten  beiden  Modelle  des  Herrn 
Korteweg.  Bezüglich  einer  näheren  Charakteristik  der  Lage  dieser 
Punkte  auf  der  parabolischen  Curve  der  Fläche  vergl.  eine  Note 
von  Dyck  im  ersten  „Jahresbericht  der  deutschen  Mathematiker- 
Vereinigung". 

(Dyck.) 


i 


III.  Abteilung. 

Angewandte  MatJiematik. 


Erster  Abschnitt.       Mechanik, 

B.    Apparate   und  Modelle  zur  Demonstration  von 

Sätzen  der  Dynamik. 

233      Apparat  zur  Demonstration  des  Parallelogrramms   der  Kräfte  von 
Prof.  Neesen,  Berlin. 

In  ein  Brett  sind  mehi-ere  Haitor  einsohraubbar,  welche  Rollen  tragen. 
Über  diese  Rollen  gehen  Schnüre,  die  entweder  an  einem  Punkte  mit 
einander  verbunden,  oder  an  eine  beliebig  gestaltete  Pappscheibe  ange- 
hackt werden.  Die  anderen  freien  Enden  der  Schnüre  tragen  Gewichte. 
Auf  den  Schnüren  sind  mittelst  kleiner  Ösen  Pfeile  aus  dünnem  Metall 
angebracht,  deren  Länge  proportional  dem  an  der  betreffenden  Schnur  an- 
gehängten Gewichte  ist.  Ein  in  Grade  eingeteilter  Papierkreis  kann  in 
das  Brett  so  gesteckt  werden,  dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit 
dem  Vereinigungspunkt  der  Schnüre  zusammenfällt.  Zur  Demonstration  des 
Projoctionssatzes  befindet  sich  an  der  oberen  horizontalen  Kante  des  Brettes 
ein  Masstab  aus  Feidorn  mit  wechselnder  Farbe.  Längs  dieses  Masstabes 
ist  ein  Schlitten  beweglich,  welcher  eine  lange  über  das  Brett  reichende 
Stange  trägt. 

Durch  vei-schiedenes  Anhängen  einer  Schnur  an  verschiedenen  Punkten 
einer  auf  der  Pappscheibc  parallel  der  Richtung  der  betreffenden  Schnur 
gezogenen  Linie  lässt  sich  die  Verlegbarkeit  des  Angriffspunktes  nach- 
weisen. Die  Ablesung  der  Winkel  zwisohen  den  einzelnen  Schnüren  an 
dem  eingesteckten  Teilkreise  gibt  mit  der  Grösse  der  angehängten  Pfeile 
das  Gesetz  der  Grössen  Verhältnisse  der  Componeuten  und  Resultante. 
Misst  man  durch  Einstollen  der  an  dem  Schlitten  befestigten  Stange  auf 
die  Enden  der  genannten  Pfeile  die  Grösse  der  Projectionen  auf  die  obere 

Kante  des  Gestelles,  so  ergibt  sich  der  Projectionssatz. 

(Neesen.) 

20* 
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234      Apparat  zur  Bestiuininngr  der  Fallgrescliwindigrkeit  von  F.  R.  Barrell, 

M.  A.,  B.  Sc.  Univüi-sity  College,  Bristol. 

Der  Apparat  soll,  ähnlich  wie  die  Fallinaschine  von  Attoood  (vor 
welcher  er  übrigens  eine  grössere  Einfachheit  des  Princips  voraus  hat) 
hauptsächlich  als  Vorlesungsapparat  dienen.  Nun  ist  die  ^allzeit  für  eine 
Fallhöhe  von  1 — 3  Meter,  die  gewöhnlich  zur  Verfügung  steht,  zu  kurz, 
um  direct  genauere  Beobachtung  zuzulassen.  In  dem  vorliegenden 
Apparat  fallen  50  bis  100  Kugeln  unmittelbar  hintereinander  von  der- 
selben Höhe  herab,  so,  dass  die  eine  den  Fall  beginnt,  wenn  die  vorher- 
gehende ihn  beendet  hat  So  lässt  sich  die  Beobachtung  auf  ein  Zeit- 
intervall ausdehnen,  das  mit  einer  gewöhnlichen  Uhr  hinreichend  genau 
bestimmt  werden  kann. 


zur  ßatimitf 


xwn.  "Magneten, 


xjur  BattfTte 


Die  in  einer  Röhre  enthaltenen  Stahlkugeln  laufen  einzeln  gegen 
einen  Elektromagneten  (vergl.  voi-stehendo  Figur),  wobei  der  Austintt 
aus  der  llöhre  durch  ein  verschiebbares  8chli(?sstück  S  regulirt  ist.  Dieses 
Rchliesstück  S  steht  durch  einen  Hebel  mit  einem  zweiten  Elekti*o- 
magneten  in  Verbindung  (beide  Elektromagneten  hintemnandor  geschaltet). 
Senkrecht  unter  dem  ei-sten  Elektromagneten  ist  ein  Stromschluss  K,  in  Form 
einer  Platte,  auf  welche  die  Stahlkugeln  auftreffen.  Beim  Auffallen  einer 
Kugel  auf  K  wird  der  Strom  unterbrochen,  die  nächste  Kugel  begimit 
ihren  Fall  und  die  Senkung  des  Hebels  bewirkt,  dass  eine  dritte  Kugel 
die  ()fl'nung  d(»s  Selilitt^»us  S   passii-t.     Der  Strom  ist  wieder  geschlossen 
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und  jeiK'  (Iritto  Ku^ol  am  Eloktromagnoten  fixirt ,  bis  das  Auffallen 
der  zweiten  Kuf^el  den  Stromkreis  wieder  öffnet  und  damit  das  Sj)iol  von 
neuem  bejdn nt. 

Man  kann  Ij'ieht  die  zu  b««obaelit<'nde  Z(Mt  auf  30  bis  100  Secundon 
ausdehnen,  wo  dann  die  Genauigkeit  0,005  ja  sogar  0,002  botifigt. 

(F.  R.  Barell.) 

235  Apparat  zur  Demonstration  der  Gesetze  der  fl^leichfBrmig  beschleunig- 
ten Rotationsbewegung  von  Prof.  L.  Boltzmann,  Univ.  Manchen,  ausgestellt 
vom  Phyaikallaohen  Institut  der  Universität  Graz. 

Eine  mögliehst  leicht*',  mögli(;hst  reibungslos  dröhbaro  verticale  Axe 
trägt  zwei  leichte  senkrecht«^  Quin-arme,  an  denen  je  eine  ziemlich  be- 
deutend»» Masse  festgeklemmt  wei*den  kaini.  Die  Axe  v«.»rjäugt  sich  an 
♦»iner  Stelle  so,  da.ss  ihr  Durehmesser  gerade  halb  so  gross  wird.  Ein 
um  dit^  Axe  gewickelter  Faden  läuft  üIxm*  eine  Rolle  und  erzeugt ,  wenn 
er  mit  einem  kleinen  Gewicht  b(»lastet  wiid,  «'ine  gleichförmig  beschleu- 
nigte Rotationsbf'wegung,  wtdche  wi(?  bei  der  Atwood'scheu  Fallmaschine 
beobachtet  wiitl,  indem  das  fallende  Gewicht  sich  dicht  vor  einer  verti- 
calen  Sc^a  bewegt.  Durcli  Veiündeniug  der  Grösse  des  Fallgewichtes, 
durch  Aufwicklung  des  Fadens  auf  den  dünneren  oder  dickeren  Teil  der 
Axe  kann  das  Drehmoment,  welches  die  Rotation  beschleunigt,  durch 
Veränderung  der  Grösse  luid  Lage  der  beiden  grösseren  Massen  das 
Trägheitsmoment  variiil  werden.  Einen  ähnlichen  Apparat  fand  ich, 
nachdem  dieser  längst  fertig  war,  in  Carls  Repertorium  beschrieben. 

(L.  ßoltzmann.) 

236  Zwei  Rotationsapparate  zur  Erzeugung  einer  gleiehfOrmig  be- 
schleunigten Bewegung,  construirt  und  ausgestellt  von  Ingenieur  K.  A.  Mayer 
in  Einbeck  (Hannover.) 

Beide  Apparate  dienen  zur  Demonstration  des  Satzes,  dass  eine  con- 
tinuiilich  wirkende  constante  Kraft,  bezw.  eine  Reih«»  in  gleichen  Inter- 
vallen auf  euianderfolgender  gleich  starker  Stösso  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte Bewegung  hervorbringt. 

Der  erste  Ai)parat  mit   Signalglocke,  der  zweite  in  einfachster  Aus- 

^™"8-  (K.  A.  Mayer.) 

237  Zwei  Modolle  zur  Darlegung  der  Erlialtung  dos  Schwerpunktes  von 
Cunren-  und  FlüchenstUclcon  bei  gewissen  Yerbiegnngeu,  von  J.  Kleiber, 

Assistent  au  der  techn.  IIochs<'hule  München. 

Erstes    Modell. 

Durchläuft  ein  Punkt  P,  ausgeh(»nd  von  der  Anfangslage  P^  eine  Raum- 
curve  II,  so  beschreibt  der  Schweipunkt  S  des  von  P  duivlilaufenen  Curven- 
stücks,  ausgehend  von  Po,  eine  Curve  ^. 
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Sind  nun  P  und  P,  zwei  Nachbarlagcn 
dos  in  Bewegung  befindliehen  Punktes  P,  so 
kann  der  Schwerpunkt  Sj  dos  Curvenbogens 
PqPPj  =  s  -}-  ds  bestimmt  werden  aus  den 
Schwerpunkten  Ö  und  P  der  Teile :  Pq  P  =  s 
und  lim  (PPi)  =  ds.  Der  Schwerpunkt  liegt 
auf  der  Verbindungslinie  der  Schwerpunkte 
der  Einzelteile  und  teilt  deren  Entfernung 
im  umgekehi-ten  Verhältnis  der  Bogenstücke  s 
und  ds.     Setzen    wir   diese    der    Einfachheit 

wegen  homogen  voraus,  so  liegt  1)  Sj  auf  PS  und  2)  wird  Si  auf  dieser 

Linie  PS  =:  r  durch  die  Relation  bestimmt: 

SSitlim  (SiP)  =  ds:s 

oder:  do :  r  =  ds :  s 


Fig.  1. 


ds 
da  =  r .  — . 
s 


woraus: 

Hieraus  folgt  der  Satz: 

.,/>»«  Tangente  in  jedem  Punkte  S  der  Schtverpunktscurve  S  geht 
durch  den  Endpunkt  P  des  zum  Schwerpunkte  8  gehörigen  Bogen' 
Stücks  PoP  auf  n." 

Diese  sämtliclien  Taugenten  von  ^  bilden  eine  abwickelbare  Fläche  ©  mit 
der  Rückkehrkante  S.  Auf  ihr  liegt  nach  dem  vorhergehenden  Satz  die 
GrundcuiTO  n.  Aus  der  Art  der  Bestimmung  des  Punktes  S^  aus  Dreieck 
SPPi  ergibt  sich  nun  sofort,  der  folgende  Satz: 

„  Verbiegt  man  die  ahtvickelbare  Fläche  S  so,  dass  die  auf  ihr  ge- 
legene Curve  ^  Rückkehrkante  bhM  {d.  h,  ihre  erste  Krümmung 
nicht  ändert),  so  bleibt  S  immer  Schwerpunktscurve  der  auf  S  ge- 
legenen und  mit  verbogenen  Curve  11  und  die  Erzeugende  durch 
jeden  ihrer  Punkte  P  be^Hihrt  die  Rückkehrkante  im  Schwerpunkte  S 
des  Bogenstücks  PqP." 

Durch  diese  Vorbiogungen  der  Flüche  (S  sind  also  besondere  Vcrbiegiingen 
des  CuiTonbogons  P^P  dofiiiirt,  für  welche  eine  invariable  Verbindung 
des  zugehörigen  Schwerpunkts  S,  wie  oben  angegeben,  ermöglicht  ist.  — 
Es  möge  noch  bemerkt  sein,  dass  jedem  Anfangspunkte  P©  eine  andere 
Schwerpunktsc urve  Sj  und  also  auch  andeie  Fläche  8  entspricht.  Sämt- 
liche Curven  1  erfüllen  eine  Fläche  („Schwerpimktsflä(;hc'')  und  sind  auf 
dieser  jeweils  als  Schmtt  der  einem  Punkte  Pq  zugehörigen  ersten  Polar- 
fläohe  charaktorisirt. 

Zweites  Modell. 
Zur  Erläut(»nuig  des  folgenden  Satzes: 

y^Ist  Ao  ein  fester,  S  ein  veränderlicher  Punkt  der  Rückkekrkantr 
i)  einer  abwickelbaren  Fläche  ©,  so  kann  man  auf  dieser  immer 
eine  bestimmte,    durch  8^  verlaufende  Curve  A  angeben,  so  dass  der 
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voti  X,  A  und  der  durch  S  gehenden  Erzeugenden  H  begrenzte  Ober- 
flächeiUeil  von  ©  bei  allen  Verbiegungen  der  abwickelbaren  Fläche, 
welche  1  zur  Rückkehrkante  haben,  seinen  Schwerpunkt  unverändert 
in  S  behält.'' 

Nachweis.  —  Die  Erzeugende  H 
ti'ifft  il  in  S,  A  in  A,  die  Nach- 
barerzeugende Hl  diese  Cui'ven  in 
Si  bezw.  Aj.  Zwischen  beiden  liegt 
ein  Oberflächeneloment  8(^84)  A  A^ 
vom  Inhalt  j  r* .  dO-,  wenn  r  =  AS 
und  dO-  der  sog.  Contingenzwinkel 
der  Curve  S,  d.  i.  der  Winkel  von 
H  und  Hl  ist.  Der  Schwerpunkt 
dieses  Oberflächenelements  liegt  in 
Fig.  2.  einer  Entfernung  8B  =«  fr  von  8. 

Da  nun  S  zugleich  Schwerpunkt  von  So  AS  sein  soll,  so  wird  der  Schwer- 
punkt Si  von  SoAjSi  so  auf  der  Verbinduugsstrecke  von  8  und  B  liegen, 
dass  er  diese  im  umgekehrten  Verhältnis  der  zugehörigen  Flächeninhalte 
teüt: 

SiS :  SiB  =  (J  r«  d^) :  (J  \  r« d^) 

S18  =  do,  lim  (SjB)  =  SB  =  |r  ist: 

da  Jr'da-  =  r'da-fr  =  5r»d*. 
dcj 


oder  da 
folgt: 

Nun  ist 


d*  =  p 


gleich  dem  Radius  der  ereten  Krümmung  der  Rückkehrkante  S  und  hier- 
nach eine  Function  von  0-;  es  stellt  daher 


/ 


rM^  =  J- 


eine  Bedingungsgleichung  für  die  Curve  A  vor.  In  dieser  kommt  die 
zweite  Krümmung  von  S  gar  nicht  vor.  Aus  dieser  Thatsacho  folgert 
man  dii*  Eigenschaft,  dass  die  Curve  A  auf  S  bei  allen  oben  bezeichneten 
Verbiegungen  von  ©  sich  nicht  ändert.  Die  obige  Bedingungsgleichung 
liefert  durch  Differentiation  nach  0- 


oder  wenn  man 


r» 

—  =  z  setzt : 

P 


.B 


f^" '"  =  *  W 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  liefert,  aber  sofort: 


r  1   C 


d^ 
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und  schliesslich  r  =  -^p'|p'd0' 


i .» ;,- 


Ist  speciell  die  in  die  Ebene  ausgebreitete?  Curve  il  ein  Kreis  vom  Radius  p, 
so  wird  die  Curve  A  definirt  durch  die  Gleichung: 

r=  I  p^ 

wobei  p .  *  nichts   anderes   als   den   Bogen    S^S   bedeutet.    Diesem    Fall 
entspricht  das  ausgestellte  Modell. 

(J.  Kleiber.) 

238  Die  Kettenlinie  auf  der  Kugel.  Ausgeführt  (1880)  im  Math.  Inatitnt  der 
techn.  Hochschule  München  (Prof.  A  Brill)  von  Assistent  Fischer.  Verlag 
von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  156  (pag.  12  und  86).  Vergl.  hiezu  die  Abhandlung 
von  Clebsch,  Crelle's  Journal,  Bd.  57.  Die  beiden  auf  der  Kugel  ver- 
einigten Tyi)en  entsprechen  dem  Fall,  wo  das  elliptische  Integral  sich 
auf  ein  Kroisintegral  reducirt. 

239  fiahneurre  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kugel  (Curve  des 
sphärischen  Pendels),  ausgefühil  (1877)  im  Math.  Institut  der  techn. 
Hochschule  München  (Prof.  Brill)  von  Stud.  L.  Schleiermacher.  Verlag 
von  L.  Brill,  Darmstadt. 

Specialkatalog  157  (pag.  6  uud  87).  Bezüglich  der  Discussion  der 
Bahncurve  sei  auf  die  Inaug.-Diss.  von  L.  Schleiermacher^  München  1877 
verwiesen. 

240  Apparat  zum  Nachweis  der  Bewegrung  des  Schwerpunktes,  dos  Ein- 
flusses des  Trägrheitsmomentes  9  sowie  der  durch  eine  Momentan- 
kraft erzeugten  Bewegung  von  Prof.  Neesen,  Berlin. 

Der  Apparat  besteht  1)  aus  kleinem  Wagen,  der  auf  Gelenkrollen  läuft, 
ferner  drei  durch  Federn  auf  die  Unterlage  gedrückte  spitze  Stifte  trägt 
und  verschiedene  Löcher  zum  Einsetzen  von  Bleigewichten  hat,  2)  aus 
zwei  Bleigewichten  mit  je  zwei  Eiusatzstiften,  3)  einer  an  den  Tisch  an- 
schraubbaren kleinen  Kanone  mit  durch  Federkraft  vorgetriebenem  Bolzen, 
4)  aus  einer  glatten  Unterlegplatte  (Fensterscheibe  oder  Marmori)latto). 

Zum  Gebrauch  wird  Platte  4  berusst  durch  Bestreichen  mit  Alkohol, 
in  welchem  etwas  Russ  suspeudirt  wird.  Man  lässt  den  Alkohol  ver- 
dunsten, so  dass  eine  trockene  Russchicht  bleibt.  Der  Wagen  wird  vor 
die  Mündung  der  Kanone  gestellt,  die  An-etirung  der  Triebfeder  gelöst, 
dann  bewegt  sich  der  Wagen  entweder  gradlinig  oder  sich  vorschiebend 
und  gleichzeitig  drehend  je  nach  der  Lage  des  Angriffspunktes.     Die  Be- 
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wegtng  markirt  sich  durch  die  von  den  vorstehenden  Stiften  in  den  Russ 
eingerissenen  Linien.  Der  im  Schwerpunkt  angebracht*^  Stift  beschreibt 
immer  eine  gerade  Linie.  Die  Abhängigkeit  des  momentanen  Drehungs- 
mittolpunktes  von  der  Entfernung  der  Angriffsstelle  vom  Schwerpunkt 
zeigt  sich  in  den  Linien  bei  Veränderung  der  Angriffsstello.  Schrägstellen 
des  Wagens  gegen  die  Kanone  gibt  die  Wirkung  von  schief  auf  die 
Wagenwand  treffenden  Kräften.  Verlegt  man  die  Bleigewi(;hte,  so  erhält 
man  die  Abhängigkeit  der  Bewegung  vom  Trägheitsmoment 

(Neesen.) 

241      Reibnngrsapparat  nacth  ProfT.  Neesen  und  Paalzow,  Berlin. 

Dor  Apparat  besteht:  1)  Aus  einer  in  einem  Rahmen  drehbaren  Walze 
um  wcl(;ho  eine  abwickelbare  Schnur  gewickelt  ist.  An  dem  Rahmen  be- 
finden sich  2  Schneidon  zur  Auflago  von  2  Gewichten.  2)  Aus  mehreren 
Spiralfedern,  welche  an  dem  [Nahmen  eingehackt  werden  können  und 
andrerseits  an  einem  Stabe  befestigt  werden,  der  an  dem  einen  Ende  einer 
gewöhnlichen  .schiefen  Ebene  Iwfostigt  wird.  An  Stelle  der  Federn  lässt 
sich  eine  Schnur  anbringen,  welche  über  eine  Rolle  an  dem  genannten 
Stabe  läuft  und  am  freien  Ende  eine  Wagsohale  zur  Aufnahme  von  Ge- 
wichten tiägt.  Ebenso  kann  die  über  die  Walze  gehende  Schnur  über 
die  gewöhnlich  an  der  schiefen  Ebene  angebrachte  Rolle  geführt  und 
gleichfalls  am  freiem  Ende  mit  einer  Wagschale  versehen  werden. 


Der  Apparat  soll  zunädist  die  durch  die  Reibung  verursachte  Zugkraft 
bei  umlaufenden  Kadern  denionstriron  und  messen.  Zieht  man  an  der 
Schnur,  nachdem  etwa  dio  Feder  in  den  lähmen  eingehängt  ist,  so  geht 
die  Walze  solange  vorwärts,  bis  die  genannte  Zugkraft  gleich  der  Gegen- 
kraft der  ausgezogenen  Feder  ist,  dann  dreht  sich  dio  Walze  auf  der 
Stelle.  Werden  Gewichte  auf  den  Rahmen  gelegt,  so  geht  die  Walze 
weiter  vor ;  ebenso  wenn  auf  die  glatte  Fläche  der  schiefen  Ebene  Sand- 
papier aufgelegt  wird.  Durch  Benützung  der  Schnüre  mit  Wagschalen 
lässt  sich  unter  Abgleichung  der  Gewichte,  so  dass  ein  Stillstand  der 
Walze  oder  ein  Drehen  auf  <ler  Stelle  eintritt,  der  Reibungscoefficient 
ermitteln. 

Das  Nähere  ist  in  der  Zeitschrift  für  physikalischen  und  (chemischen 
Unterricht  188Ü  Heft  3  enthalten. 

(Neesen.) 
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242  ProbostOcke  ans  Bessemerstahl,  auf  Torsion  grcprttft  im  Meohaniach- 
technischen  Laboratorium  der  techn.  Hochschule  MUnchea,  Vorstand  Prof. 
J.  Bauschinger. 

1.  Ruiidwollo  mit  ursprünglich  7,75cm  Durchm. 

Elasticitätsgroiizen  bei  2125  ii gm  Torsions- Moment,  entsprechend  einer 
Maximalschubspannung  von  2325  kg  p.  qcm  an  der  Mantelfläche.  Schub- 
Elasticitäts-Modul  =  92")000kg  p.  qcm,  Fliessgrenze  bei  2250  kg  m  Tor- 
sionsmoment, entsprechend  2450  kg  pro  qcm.  Ver^vunden  und  gebrochen 
mit  5425  kg  m  Torsionsmoment,  entsprech(»nd  einer  Schubspannung  von 
5950  kg  pro  qcm  an  der  Mantelfläche. 

2.  Vierkantwelle  mit  ursprünglich  quadratischem  Quer- 
schnitt von  6,95  X  6,95cm  Grösse. 

Elastitatätsgrenzü  bei  1750  kg  m  Toi-sions-Moment,  entsprechend  einer 
Schubspannung  von  2330  kg  pro  qcm  in  der  Mitto  der  Seitenflächen. 
Schubolasticitätsmodul  =  889000  kg  pro  qcm.  Fliessgrenze  bei  2000  kg  m 
Torsionsmoment,  entsprechend  2660  kg  pro  qcm. 

Verwunden  und  gebrochen  mit  5650  kg  m  Torsions-Momont,  ent- 
sprechend einer  Maximalschubspannung  von  7530  kg  p.  qcm  in  den  Mitten 
der  Seitenflächen. 

3.  Vierkantwello  mit  ursprünglich  rechteckigem  Quer- 
schnitt von  13,82  X  3.50cm  Orösse. 

Elasticitätsgrenze  bei  1050  kgm  Torsionsmoment,  entsprechend  2770  kg 
p.  qcm  Stihubspannung  in  den  Mitten  der  bi-eiten  Seitenflächen.  Schub- 
elasticitätsmodul  ^  930000  kg  i)ro  (jcni.  Fliessgronze  bei  ca.  1500  kg  m 
Torsionsmoment,  entsprechend  einer  Schubspannnng  von  4000  kg  p.  qcm. 

Verwunden,  aber  nicht  gebrochen  mit  4600 kgm  Torsions-Moment, 
entsprechend  einer  Maximal-Schubspannung  von  12150  kg  p.  qcm  in  den 
Mitten  der  breiten  Seitenflä<.'hen. 

Alle  Spannungen  und  der  Ela.sticitiits-Modul  nach  den  Saint- Vonant- 
scheii  Formeln  berechnet. 

Die  an  den  Kanten  und  den  urspninglich  geraden  Mantel-  und  darauf 
senkrechten  Querlinien  sichtbaren  Gestaltsveränderungen  rühren  nicht 
bloss  von  Toi-sions-  oder  Schubkräften  senkrecht  zur  Längsrichtung, 
sondern  auch  von  Zugkräften  in  der  Längsrichtung  her,  welch  letztere 
dadimh  hervorgebracht  werden,  dass  die  Enden  der  Probestücke  beim 
Versuche  fest  eingespannt  sein  müssen. 

(J.  Bauscliingcr.) 

243  Fünf  Mmlelie  zur  Darstellung  der  Torf^ion  von  Prismen  nnd  einem 
(elliptischen)  Cyliiider.  nach  De  Saint  Venant,  Collection  Ch.  Muret, 
Paris,  Verlag  von  Delagrave.  Ausgestellt  vom  Matl|.  Inatitttt  der  teclin. 
Hocilscilule  Münclien. 
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Zum  Vergleich  mit  den  soeben  aufg(>führton  Probostüekou ,  wobei  die 
Schlußsbemorkuiig  betr.  der  beim  praktischen  Versuch  auftretendtm  liiugs- 
spauuungen  zu  beachten  ist 

Vergleiche  zu  diesen  Modellen  noch  die  unter  No.  128  aufgeführten 
Photographien  des  Verlages  von  Delagrave. 


244      Abhandlungen  und  Werke  zur  graphischen  Statik  von  Prof.  H.  T.  Eddy, 
Terro  Haute,  Indiana  U.  S.  A. 

Es  liegen   zui*  Ansicht  auf  die  folgenden  Werke   und  Abhandlungen 
von  Eddy: 

Researches  in  Graphioal  Statins. 

Neue  Oonstnictionen  aus  der  graphischen  Statik. 

Two  general  reciproeal  Methods  in  Graphioal  Statics. 

The  Theorem  of  three  Moments. 

The  Elastic  Arch. 

Maximum  Stresses  under  coneentrated  Ix)ads. 

Auflagerungsdruckliuion  und  deren  Eigenschaften. 


S.    Kinematische  Modelle  und  Apparate, 
zugleich  mit  Bezug  auf  die  Anwendungen   in  der 

Praxis. 

245      Zehn  Modelle  von  Gelenkmechanisnieii,  in  zwei  Rahmen,  von  A.  B.  Kempe, 

M.  A.  F.  R.  S.  London,  Schatzmeister  der  London  Math.  Society. 

Die  Modelle  No.  1  bis  5  illastriren  die  exacte  Geradfllhrung  eines 
Punktes.  Die  ernten  4  Modelle  nind  von  Kempe  erfunden  bez.  nach 
den  von  ihm  in  den  Proc.  of  the  Royal  Soc.  No.  163  187&  gegebenen 
Entwicklungen  oonstriiiit,  während  da»  fünfte  Modell  gleichzeitig  von 
Kempe  nnd  Sylvester  gegeben  wurde.  Danselbe  beruht  auf  der  An- 
wendung des  von  Sylvester  in  der  Zeitschrift  Nature  vol.  XII  pa«.  214 
beschriebenen,  sogen,  quadruplanaren  («elenkwerkes. 

Das  Modell  No.  6  (man  vergl.  die  aus  Kempe's  Büchlein:  „Uow  to 
draw  a  straight  line^^  entnommenen  Figg.  30  und  31)  stellt  einen  Ge- 
lenkmechanismus vor,  durch  welchen  zwei  Glieder  (Zirkelarme)  um 
gemeinsame  oder  zu  einander  verschieden  gelegene  Fixpunkte  mit 
gleich  grosser,  aber  entgegengesetzt  gerichteter  Geschwindigkeit  zu  ro- 
tiren  gezwungen  sind.  Der  Apparat  )>asirt  auf  dem  (ledanken,  daas, 
wenn  zwei  Contraparallelogramme  einen  Winkel  gemeinsam  haben,  auch 
die  übiigen  gleich  sein  müssen.  TCs  erseheinen  nun  im  Apparate  zwei 
proportionalsei  tige  Contra  Parallelogramme,  an  einer  Ecke  luve»  geheftet. 


Da  die  kleine  Seit«  du  ersten  mit  il 
parallelogrHmms  identisch  gemacht  : 
kommen  gemeinsam,  nn  weli-hem  n 
HoUegen.  Man  vergleiche  übrigens  . 
New  Seriea  1874". 


ir  grossen  Seite  des  zweiten  Contro- 
it,  so  haben  beide  ein  Glied  voll- 
nat:h  die  gleicben  öbrigeu  Winkel 
,MF8seni{er    of  Mathematic«  No.  44 


Fi^.  31 


Die  Uodelle  No.  T  und  8  stellen  die  Winkelvervielftwber  odor 
wie  Syliteter  dieselben  nennt:  „Isoklinostaten"  vor.  Die  von  einem 
Pnnkte  aniilanfenden,  nm  diesen  bew^ljcheu  Arme  (ähnlich  den  Zirkel- 
Schenkeln)  werden  durch  Zwiscbenscbalten  geeiipeter,  sich  periodisch 
wiederholender,  j^wanglänüfcer  Mechanismen  gezwnngen,  der  Reihe  nach 
gleichen,  dnrcb  Bewegnng  drs  Apparates  aber  vrränderbBren  Winkel- 
abstand  von  einander  zn  behalten.  Figur  33  zeigt  den  von  Kempe  an- 
gegebenen bei  Modell  No.  6  schon  erklärten  Zwiscbenmecbanisrnns, 
Figur  33  den  ftlteren,  von  Sylvester  herrührenden. 

Modell  Nn.  !l  zeijjt  eine  vom  Aussteller  errundene  Gerndruhrung. 
bei  welcher  ein  bewegter  Punkt  dureli  geeignetes  Gelenkwerk  ge«wnngen 
wird,  sich  vertical  zn  bewegen. 


Hocicil  No.  10  (llbct  dtu   Tou  Sylvester  sugegelwoeu  „Plagiugraph" 
oder   „Hcew  P*DtogriipU"   vor  (verg).   Fig.    16}.     Durch   di«een   Apparnt 


n  Zcithniitigen  nii-hl  blo»  virgriisfwrt,  sonilerD  nach  zniileicti,  nn 
juBtirbiirrn  Wiukel  g^c^u  ilas  Original  Kcdrehl,  übertrageD  werder 


81«  in.  Ahteilunfr. 

Eine  Beschreibung   de«   InstramenU   nah   Sylvester   in    der   Zeitecbrift 
Nature  vol.  XII  pagg.   168  und  214.    Der  im  Modell  dargestellte  Plagio- 


graph    oder  Sohiefsch reiber    ist   so    eingestellt,   dass  er  eine  Zeichnnng 
unter  einer  Wendung  um  30^  gerade  verdoppelt. 

(Kerape;  Kleiber.) 

246—248      Eine  Serie  Yon  (zum  Teil  nenen)  Modellen  zur  Demonstration 
der  einfachsten  freien  und  übergeAchlossenen  Oeleukmeclianisnien» 

zusammonj,'e8tcllt  von  Assistent  J.  Kleiber,  1892  verfertigt  im  Math.  Institut 
der  techn.  Hochschule  München  von  J.  Kleiber  uud  stud.  K.  Fischer. 

246      Modelle  zur  Multiplication  einer  venlnderiichen  GrOsse  mit  einem 
(konstanten  reellen  Factor  (Storehsehnabel,  Pantographen). 

Um  oiiic  veräaderliche  Länge  in  festem  Verhältnis  zu  vergnjssoni 
oder  zu  veriileiuern,  kann  man  mehr  oder  minder  einfache,  in  der  Ebj'nc 
oder  räumlich  bewegte  Apparate  im  AVesentliohen  nach  folgenden  ()•*- 
siclit<;punkteu  construiren : 

a)  beruhend  auf  einem  Sylvester'schen  Principe, 

b)  henihend  auf  dem  Ketten princip. 
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c)  beruhend  auf  Eigenschafton  des  allgemeinen  Vierecks. 

d)  beruhend  auf  Combination  von  Invorsoreu  u   a. 

Ad  a)  Das  Sylvester' sehe  Princip  kann  wie  folgt  gefasst  werden: 
,,Man  construire  über  der  veränderlichen  Länge  OAi  einen  Gelenkmechanis- 
mus Q^,  dessen  einzelne  Glieder  dann  fixirt  erscheinen,  wenn  dies  mit  den 
durch  0  gehenden  Gliedern  der  Fall  ist,  und  vorwandle  diesen  Apparat 
vom  Ähnlichkeitspunkte  0  aus  unter  Zugrundelegung  der  vorgeschriebenen 
Multiplicationsconstanten  in  einen  zweiten  ^2*  Dabei  fallen  die  im 
Ähnlichkeitspunkte  zusamnienstossenden  und  sich  entsprechenden  Glieder 
von  ^x  und  ü.^,  abgesehen  von  der  Grösse,  je  in  eines  zusammen.  Hält 
man  letztere  Verbindung  in  0  aufrecht,  was  leicht  geschehen  kann,  so 
hat  man,  da  OAi  veränderlich  ist,  einen  gewünschten  Multiplications- 
apparat  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  liefert  eine  Beihe  von  An- 
ordnungen, von  denen  mit  Umgehung  von  Specialisirungen  die  folgenden 
Typen  Nr.  1,  2,  3  ausgeführt  sind: 


Nr.  1. 


Nr.  2. 


Nr.  3. 
Ad  b^  Das  Ketfenprincip ,  welches  auch  für  die  Ketten  gilt,  deren 
Glieder  nicht  alle  in  einer  Ebene  liegen,  lautet:  Sind  Aq  A^  A.^  A3. . .  An 
die  Ecken  einer  polygonalen  Kette,  deren  Seiten  constant  und  je  um  die 
zugehörigen  auf  ihnen  gelegenen  Eckpunkte  drehbar  sind  --  sind  femer 
Ci  Qi.  .C„  Punkte,  welche  die  Kcittenseiten  in  dem  constanten  Verhältnis  K 
teilen,  dann  kann  man,  ausgehend  von  diesen  Punkten,  in  der  durch  die 
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Nr.  6  angodoutotea  Art,  dorn  Polygon  oin  bostiinmtc«  Notz  von  Parallolo- 
grammen  einbeschreiben,  desstju  letzter  Eckpunkt  C  schliesslich  in  ge- 
wünschter Weise  die  veränderliche  Stiecke  A^  An  immer  im  gegeln^nen 
Verhältnis  K  teilt. 


Nr.  6. 

Ausgeführt  sind  die  Modelle: 

Nr,  4.  Ketto  mit  2  Gliedern.  {Sylveater  ach**?  Pantograph,  Stornh- 
sehnal>el;  Princip  der  Nürnberger  Schere.) 

Nr.  5,  Kette  mit  3  01ied<.>rn.  (Stellt  bei  jeder  Fixirung  von  A^  An  einen 
noch  beweglichen  Appamt  dar,  der  daim  zugleich  einen  Degenorations- 
fall  der  Bo6<T^«'schen  simultan  dreifachen  Erzeugung  der  sog.  Koppel- 
curve  illustrirt.) 

Nt.  6.  Kette  mit  5  Gliedern. 

Nr.  7.  Räumlich  bewegliche  di-oigliodrigc  Kette.  (Vorgl.  die  Born,  zu 
Nr.  5.) 

Ad  c)  Benützung  von  Viereckseigenschaften.  Sind  AoAj  A2...Aa  «luf 
der  Geradon  A  und  Bq  B^  B2  . .  B„  auf  der  Geraden  B  ähnliche  Punkt- 
reihen, und  teilt  man  die  entsprechenden  Verbindungen  Ai  B|  sämtlich 
durch  Punkte  C,  im  constauten  Verhältuis  p  :  <i,  so  liegen  diese  Punkte 
Ci  wieder  auf  einer  Geraden,  P,  und  zwar  ist  die  von  ihnen  gebildete 
Punktreihe  ähnlich  den  beiden  gegebenen. 

Für  den  Fall,  dass  A^  Au  Bn  Bq  ein  Gelenkvioreck  von  festen  Seiten 
vorstellt,  ist  dieser  Satz  im  Modell  Nr,  8  illustrirt  Die  Verbindungen 
A|  Ci  Bi,  Co  Ci  Cu  sind  dui'ch  Gununifäden  repiilsentirt.  Der  a\if  dem 
Faden  Ai  B|  bestimmte  Punkt  Ci  und  jener  auf  C«  Cn  aus  der  Ähnlich- 
keit der  3  Punktreihen  her\'orge]iende  Punkt  Ci  bleiben  bei  allen  Be- 
wegungen des  Vierecks  über  einander.  Das  Modell  ist  beliebig  räumlich 
beweglich. 

Als  Anwendung  dieses  Princips  ist  ein  Modell  Nr.  9  ausgeführt,  das 
eine  bestimmte  räumliche  Transformation  darzustellen  geeignet  ist 

Sind  El  und  E2  zwei  affin  aufeiuanderbezogeue  Dreiecke,  deren  ent- 
sprechende Punkte  Ai  und  B|  mit  einander  (durch  Gummifaden  im  Modelle 
realisirt)  verbunden  werden  mögi>n,  dann  liegen  die  diese  Verbindungen 
im    constanttMi  V«»rbjlltnis    p  :  q   teilenden  Punkte  C  in  einer  Elbene  E3, 


II  li    h 
^rciii(Un|.4tl;ich   i 


vpr/i-rri'n  nu\ga.     Diu  Ifc'- 
ItAuiiitoilü  sitid  l'amlxiloiüc. 


J\>.  H.  Ifr.  9. 

Ad  ilj  Ks  iiilit.  ÄKoi  Ty[ifiii  vnn  fiiifmOinii  Innrmornt  il.h.  AiJpamtcn, 
W(J(-hi'  bei   g(ip,'lM'tn'r  lJinj;o    x  ilie  I.iiiig''  y  =  zu    cnnHtTiiirpri    pr- 

lauiwn:  dwM  giiwriliiilir-lii^u,  vim  I'raiireUier  bi'uiitülBii  (Mod.  AV.  JO)  und 
den  v.m  Hart  aiiKPK''''«»''''  lM'"l.  iVr.  Ii|.  /wli  s.iloh.T  Iiivers-.reii  Buf- 
■tinaiider  aiiKevrend<'t ,   liefern  uiuen  MiiltitiUcntor ,    denn   wiiiin  der  erste 

y  =    ■     ,  der  Äweilc  2  =         i.-onfilruirt,   so  int  ebeu  z  =   —^.x  nnd  — , 

gltmh  dor  UultiiilicationKeonstBnbiii. 

Der  Ki.^iuri'llii-r'sclie  Iiivcrsor  licsti-lit  im  WosoiittiuUeii  hur  iiinem  bc- 
wiiglirbun  RhoiiiliHN  und  eiuein  in  KWt'i  ^'o^eTiübfrliegeadcn  Rukpuiikten 
nn»chli''HscudeD  gli'iiJiscIintikli^i'ii  Kiiji'.  Di>r  Kniepunkt  Ü  liitgt  dann 
immer  ho  auf  dt^r  Ti'i'l>indiiiif.'»li'iio  d<-r  nndr'i*i>ii  lihoiiibcuockcn  A,  A^ 
dass  OAi.OAo  =  r-onst.  -.^  (a'-U')  ist. 


^ß><\ 


Nr.  11. 

■■■i^ior  ist  ■■in  nbersulilafreni-M  Pnrall"lof;nuiini.  M.irkirt 
Sizilien  I 'i;iK"imli!n  parflllfli'U  IJuii-  3  Schnittiinnktr" 
diowfi    nur'li   lii'i  ViTwrrnngi-n  di-s  Ap|iarnts    in  oini-r 

l)A.j  =  ■■onst. 

247      Hodollr  zur  Multrpllcutivn  <-)nrr  verüHderlii'heH  lirSssr   ralt  eiaeni 
NMiMiteu  camplfxea  Pni-lur  (PlasioitrMphni). 

Soll  i'iiie  v.Titnili-rlivUo  \My:<'  Kugli'jrli  in  ouiiHf-inff^ni   Verhältnis  vor- 
grüsMi-rt    (viTkl''im'rt)    und    nui    i'ini'n    roiistnnlen   Winki-I   aliRalfiikt    er- 


Nr.  10. 

Dcrn.irt'scIielnv.'i'N.i 


OA,  Aj,   so  bleib.'! 
Liniti  u[h1  ist  OA, 


n.  AhteiluDg 

Kc'liiMiiin,  Sil  kann  mau  M  Coiistniction  ilionb(!EJii;lirh>'r  A|i|inrate  ({etiaii 
lue  iiiiti-r  1  a,  li,  e,  il  bezi'icbuctuii  (iesitthts|muklo  wiediT  xugrundc  !<?{(■■«. 
All  a)  llrelii  man  ilcii  unb-r  Ja  liuMi-luii^licnoii  Ui>1»ukino(-haDi)ti»us  Uj 
um  üiueu  hestimniteii  Wiiikol  «,  so  cnuiliuint  ilii-  SirbluHäliule  HA;  um 
dieseii  Wiötel  a  abj;fli>Tikt.  Da  dalKii  die  sic^h  onls|>ri!i!liBnden  dun^li  0 
(rehenden  Glieder  nui;li  dicBeu  Wiukcl  o  bild(m,  so  kauii  man  die  ge- 
wiinw'hte  Abliinkuot;  virni  Appanite  seibstthiitig  vollziehen  lassen,  indem 
man  ein  für  allemal  die  in  0  zusainmenstosueiiduii  je  sieh  entspreebon- 
ddu  Olicdi'i-  in  der  Ablenkung  t  starr  verbindet.  Hieiu  ist  Mos  der  dorn 
Fall  Nr.  I  entaiirechende  im  Modoll  Nr.  12  (ein  voral  Ige  mein  orter  Üyl- 
vtiter'»chrr  Plagiograph)  zur  Darstellung  gebraobt. 


Nr.  12. 


Nr.  13. 


Ad  b)  Statt  in  ciitspro<;lii)nder  Woiw?  auf  den  unter  Ib  beuutiton 
Kettengliedern  Punkte  B  in  den  Seiten  zu  bestimmen ,  knim  man  ülier 
diesen  Seiten  älinlicke  l)reii'i;ke  mit  den  Sititzeti  C^  Cj  .  . .  C„  anbringen. 
Das  im  Übrigen  geiinu  so  wie  dort,  auch  hiifr  anzuscbliesaonde  Netx  von 
Parallelogrammen  liefert  dann  einen  letzten  I'uükt  C  (Resultantcnpunkt). 
der  mit  der  veriiDderlieh  lauffcn  Basis  A„  Au  ciji  Dreieck  A„  Ag  C  liefert, 
das  bei  allen  V'urzerningon  des  Mechanismus  immer  den  an  den  äeiten 
augohefleten  Dreieoken  A|_,  A|   C,  ühnlieh  bleibt. 

Das  M(»loll  Nr.  13  iUustrirt  diesen  Satz.  Bei  einer  Kette  von 
3  (ilicdcni  (Hndell  AV.  U)  eihült  man  den  bekannten,  auch  aus  Modell 
Nr.  12  Uureb  Sperialisirung  herleitbareo  A]j|iarat  Sylvester'»  (Plagiogra|ib). 

Die  MiidoUe  AV.  1.5,  A>.  Ul,  Nr.  17  sehliessen  si<:h  an  den  Fall  einer 
Kette  mit  3  Gliedern  an.  Wiihrend  Nr.  13  ilircet  den  beselmubenen 
Kettensatz  darstellt,  geben  AV,  1«  und  AV  }?  aus  di(sem  Atiparate  unter 
Anwendung  des  l'rineips  voiii  Austausch  von  Dreii'ckan  und  Parallolo- 
gramineu  hervor.  In  allen  drei  Modelleu  beschreibt  nach  dicsom  Princip 
der  Punkt  Cj,  welehor  „Koiipelinuikt"  beiiannt  wird,  diesellK'  Curve,  die 
sog.  Ko|>|ioluui've.  Die  3  Uodelle  sind  so  eilige  rieb  tet,  dass  die  Punkte 
.\q  und  A3  übiT  <^incin  von  Selnoneii  gefassten  Sclilitz  beliebig  ver- 
schoben und  iixirt  werden  können,  in  welchem  Kall  nach  dem  oben  an- 
gefiihilen  Satz  auch  der  Punkt  C  fest,  der  Mechanismus  aber  trotzdem 
beweglich  ist  Es  licfeTn  sohtn  diese  <t  Modelle  einfache  Typen  zu  söge- 
naimten    ubergeschlossenen  Mechanismen.     Ilistoriscli    interessant   ist   der 
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T\'pus  des  Modells  Nr.  lii,  da  ov  die  bereits  von  Roberts  nachp)wiesene 
sinuiltaii  divifa(.^h«^  KrziHi^'uiig  der  durch  Tunkt  C^  hosehriobenen  Koppcl- 
curve  illustrirt.  Um  iiänüicb  dies«^  Curvc?  zu  zeiehiiou ,  bedarf  mau  blos 
der   Kette   A,,  AiA.jA;i   und    des    üImm'  A,  A^    goiielteten    Dreiecks.      Eiue 

A^ . ^^ 


Nr    15. 


Nr.  16. 


Nr.  17. 

analoge  Kette  samt  Dreieck  helindet  sich  aber  auch  je  über  d(Mi  Fix- 
punktpaaren A^,  C  und  A3  C,  so  d»xss  thatsächlich  die  Doppelcurve  gleich- 
zeitig dreifach,  d.  i.  durch  die  3  in  C^  coiucidironden  Dreie<!kspitzeu  bo- 
schiieben  wird. 


Nr.  18. 

Verfasser    dieses    hat  in  einer   am  Schlüsse  näher  bezeichneten  Note 
gezeigt,  dass  man  nur  in  siugulärer  Weise  von  einer  blos  dreifach  simu- 

21* 
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tauen  Erzeugung'  der  Koppelcurve  spret^lien  kann,  da  dieselbo  thatsät^hlich 
in  simultan  ooTacher  Weise  durch  Tripel  von  Parailelepipeden  zu  er- 
zeugen ist,  von  welchen  alleitiings  ein  einziges  in  ein  Tripel  von  Parallelo- 
grammen ausartet  und  zum  Uo6cr^«'schen  Satze  führt.  Es  beruht  diese 
Erkenntnis  im  Wesentlichen  auf  folgendem,  einfach  zu  beweisenden  Satz*^ : 
Sind  Si  S2  S3  homolog  entsprechende  Punkte  in  den  ähnlichen,  affin  be- 
zogenen, in  P  gekoppelten  Dreiecken,  so  bhnbt  der  Gegenpunkt  8  des 
aus  den  3  Längen  Sj  P.2,  S2P2,  S3P2  aus  P2  zu  construirenden  Parallel- 
epipedes  zugleich  affin  entsprec^heuder  Punkt  in  dem  IlauptdnMetjke 
A0A3C,  das  ja  den  oben  gonannteu  auch  ähnlich  ist,  bei  aller  Beweglich- 
keit des  Apparats.  Diesen  Satz  soll  Mod  AV.  18  illustriren.  Durch 
Specialisimng  dieses  Satzes  erhält  man  eine  Reihe  von  neuen  a.  a.  0. 
nähf»r  beschriebenen  Typen  zur  einfachen  Koppelcurveuerzeugung,  von 
denen  ein  Fall  im  Modell  Nr.  19  vorgestellt  werde.  Es  beruht  auf  dem 
Satz:     „Koppelt  mau  zwei  willkürliche  Dreiecke 


wo 


Nr,  19, 


Z    J  j  und  Z  ^  } 


in  Z  zusammen,  ergänzt  die  von  Z  auslaufenden  Seitenpaare  zu  den 
2  Parallelogrammen 

I^M  WM 

und  lässt  von  den  Punkten  X,  Y,  Z,  in  beliebiger  Anordnung,  den  einen 
f€»st,  den  zweitem  auf  einem  Kivise  laufen,  daim  beschreibt  der  dritte 
die  Koppelcurve." 

NB.  Das  Froschscheukelsystem  im  Hauck'schen  Perepectographeu  ist 
hievon  ein  Specialfall.  Do(^h  wird  doi*t.  der  Apparat  nur  so  umgeformt 
benutzt,  dass  er  ein  ähnlich  veränderliches  Dreieck  erzeugt. 

Ad  c)  Der  hiebe rgehörige  Satz  über  das  allgemeine  ebene  Viereck 
besagt: 

Beschreibt  man  über  dem  ersten  Paar  von  GegenseittHi  des  Vierwks 
ähnliche  Dreiecke  von  der  Form  a  und  mit  den  Spitzen  Aj  und  A.2, 
analog  übm*  dem  zweiten  Paar  von  Gegenseit«Mi  ein  anderes  Paar  von 
ähnlichen  Dieiecken  von  der  Form  ß  mit  den  Spitzen  B^  und  Bg,  ferner 
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üIkt  A|  A2  «'in  l)r(?i(M^k  von  dor  Form  ß  mit  dor  Spitze  liy 
,,      Dj  r)2     ,,         »  ^,       )i        ,,      ot     <)      .f         f^       Ajj 

so  wofdon  dch'ii  Spitzen  A3  B3  zusammcnfalhMi. 
Hiozu  Modell  Nr,  20, 


Nr.  20. 

Ad  d)  Durch  (Jonihination  höherer  Inversorcn ,  wie  dio«  z.  B.  beim 
Ilauok'sehen  Froiwhschenkelsysteni  der  Fall  ist,  orzeugt  man  ebenfalls 
Uhnlich   vorändi»rli<,'ho   Dreiecke.     Worden    zu    dem  Ende    in  Nr,  19  die 


beiden  Dreireki*  hei  Z  recht,wink%  jxhMchschenkli^,  so  ;r»*ben  die  End- 
punkte der  verdoppelten  Anne  X(.'  und  XA  Punkte  C  und  C  die  mit  Y 
ein  iihnlieh  veränderliches  ^leiehsohenklip'S  Dreieck  b«»Hchn»ihen.  Dies 
der  Wissentlichste  Ililfsapparat  des  ^auoAr'schen  IVrspectographen ,  den 
man  al)er  ebenso  f^it  durch  «.»inen  der  oben  untiT  a,  b,  c  b«»sohrielx'n(»n 
ersetzen  könnte. 


248      Modelle  zur  Multlplieatlon  mit  venlnderlichen  complexen  Faetoren. 

Die    Aufgabe,    mit    ein»'m    veränderlichen    compl«»xen    oder   auch    nur 
reellen  Factor   zu   inultiplicihMi ,    führt  gewöhnlich    auf  das  Pi-oblem  der 
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GiM-adfülirunf^,  Winkel vm-doppoluiif^,   Wiiik(»Iv»?rl(^giinj;(   ckIcv  auf  das  B«*- 
schn^ibeii  oinos  Kr(>is<»s  von  verändorlicli  vorzug('b<Mid(Mn  Radius. 

Ein  ünivorsalai »parat,  welcher  diese  Aufgaben  gleichzeitig  in  dt»r 
Ebene,  ohne  dirtM^te  Anwendung  von  Invi'i-soren ,  sondern  aus  der  Um- 
kehi'ung  des  Kottenprincips  hervorgellend,  löst,  ist  in  Modell  Nr.  22  aus- 


Nr.  22. 

g«*führt.  I)»'r  Appamt  ist  auch  um  deswillen  noch  bemerkenswert,  weil 
IM*  als  sog.  iib»Tg('SchloJ-sener  Mr'chanisinus  einer  zweifarhen  Beweg- 
lichkeit zugleich  fähig  ist.  Wähn^id  bei  gewöhnlichen  überges(?hlossenen 
Mechanismen,  wie  solche  von  Kempe^  Dnrhoux^  Burmestcr  entwickelt 
worden ,  das  Fi'ststt'Uen  von  zwei  benachbarten  Oliedein»  den  Apparat 
selbst  auch  fixii't,  hat  der  oben  bezcüehneto  Ai)pai'at  imm<'r  no<*h  eine  aus 
dem  Kettenprin(;ip  resultirendo  freie  Beweglichkeit,  Die  ausführlichere 
Beschreibung  des  Apparats  erspart  (»in  Blick  auf  die  Figur.  Man  erkennt, 
dass  über  einer  ideeUeii  Kette  Ao  A^  A.j  A3  zwei  Api)ai*ate  vom  Tj'pus  des 
Modells  Nr.  15  angebracht  sind,  do<*h  mit  dem  Unterschiede  gegen  früher, 
da.ss  die  Ketteiigli«'der  fortgelassen  ,  dafür  aber  die  R^'sultantenpunkte  C 
uud  1)  jnit  den  Ketteiu'ndpunkteii  A^,  und  A^  durch  Stäbe  von  sohrhen 
Abmessungen  verknüpft  sind,  dass  die  über  den  Seiten  Aj^A,,  A|  A^, 
A^Ay,  A3  A4  auftretenden  Kettenvierecke  in  einer  Position  des  Mecha- 
nismus ähnlich  sind.  In  di»»sem  Falle  bleib(Mi  dieselb(Mi  auch  datni  no<;h 
ähnlich,  wenn  man  den  Appamt  irgendwii^  verzont.  Da  nian  es  in  d<*r 
Hand  hat,  dem  Ciel«Mikvi(Teck  A^  A3  0  D  irgend  eine  Gestalt  zu  eiteilen, 
ist  solches  auch,  und  hiedun-h  bedingt,  mit  den  übrigen  über  der  ideellen 
Kette  sich  liiideudeii.  unter  sich  und  dem  angegebenen  Viereck  ähnlich 
bleibenden  (Jeleiik Vierecken  der  Fall. 

Modell  Nr.  ^3    stellt   den    einfachen    (ieradführungsme<'hanismus   von 
Peaucvllier,    Modell  Nr.  24    tlcn    allgemeinen    zuci-st    von    Kcmpe    her- 
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rührenden,  in  o'nwv  von  mir  a.  a.  0.  niihor   bt3Zoit'hnot(Mi  Gestalt,  Modell 
Nr.  25  den  neuen  fünfgliodrigen  von  Hart  vor. 


Nr.  24. 

Auch  aus  andorou  als  don  hior  bonützton  Eigenschaften  dos  Viorecks 
kann  man  Gei-adführung  ableib^n,  doch  sei  hier  auf  eine  erst  erscheinende, 
unten  uälior  bozoiehneto  Notiz  in  Schlöniilch's  Zeitschr.  f.  M.  u.  Ph. 
verwiesen. 

Lässt  man  nicht  blos  eben  bewegliche ,  sondern  räumlich  bewegliche 
Mechanismen  zu,  was  allerdings  Charniore  bez.  Kugelgelenke  erfordert, 
so  wird  eine  Gerade  als  Schnitt  von  2  Ebenen  erzeugt.  Es  tritt  im 
Raum  sohin  statt  des  Gnmdprobloms  der  Geradonorzougung  das  Problem 
der  Ebcnenorzeugung  auf.  Einen  Apparat  aber  herzustellen,  der  diese 
Aufgabe  löst,  ist  leicht  Zu  dem  Ende  koppelt  man  zwei  Platten  an  einer 
Kante  durc^h  ein  Charnier  (als  Äciuivalent  zweier  Kugelgelenke)  zusammen 


AV.  20. 

und  liisst  die  eine  Platte?  um  eine  zum  ei-steu  Charnier  parallele  Kante 
verm(»ge  eines  weitenni  Charniei-s  rotiren.  Dann  sieht  man  sofort,  dass 
jeder  Punkt  der  andern   Platte  Punkt«?  je  einer  Eben«?  beschreibt. 

Durch    C'omhination    zweier   solcher    Mechanismen     erhält    man    eine 
räumliche  Geradführun^.  *) 


*)  Bezü^'lieh  «Mner  niuleren  von  Darhotuc  und  Kimign  herrührenden  Ebenen- 
fühnin«^  verjrleiche  man  die  Notiz  von  Darhoiix  in  den  Comptes  retulua  de  l'Acad. 
d.  Sc.f  isyjy  sowie  das  KefiTat  von  KTuii^^s  in  der  Kernte  generale  den  seienres 
pures  et  appl.  2'^  annee  i«s.9i. 


328  111   Abtoiliing. 

Dio  Noten,  auf  welche  im  Laufe  der  BeschreibuJigou  vorwiesen  worrlen 

ist,  tragen  den  Titel :  Beitrag  zur  kiaeniati seihen  Theorie  der  Gelenkniecha- 

nismen.    L,  IL,  III.  Aufsatz.     Schlöniiich's  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Physik. 

XXXVI.  u.  f.  Bd. 

(J.  Kleiber.) 

Bemerkung.  Die  mit  Aufwand  der  geringsten  Mittel  aus  Elsen, 
bez.  Holz  und  Carton  für  die  Zwecke  des  Unterrichts  verfertigten  Modelle 
wollen  gleichzeitig  in  ihrer  Primitivität  die  Schüler  zur  Selbstverfeilig- 
ung  derartiger  Modelle  aufmuntern. 

249  Modell  zur  Darlegrnngr  des  Charakters  Yon  Tripeln  entgprecheuder 
Krtfminnngrs-M ittelpnnkte  der  ebenen  Relatiybewegrnngr  dreier  starrer 
Systeme  von  Prof.  Rodenberg,  techn.    Hochschule  Hannover. 

Drei  Punkte  A1A2A3  welche  bezw.  den  bewegton  Systemen  Ci  0.^03 
angehören,  bilden  ein  „Tripel",  wenn  je  zwei  der  Punkte  entsprechende 
Krümmungs-Mittelpuukte  der  Relativbowegiuig  ihrer  beiden  Systeme  sind. 
Die  Einführung  dieses  Begriffes 
zeigte  sich  als  besonders  zweck- 
mässig bei  der  Behandlung  aller 
Fragen,  welche  a'if  Bewegungen  in 
zwei  consecutiven  Zeitelemonton, 
also  insbesondere  auf  Beschleunig- 
ungen, Bezug  haben*). 

Liegen  A^AjAs  nicht  in  einer 
Geraden,  so  ist  das  von  ihnen 
gebildete  Dreieck  während  zweier 

consecutiver  Zeitelemente  starr.  Drehen  sich  insbesondere  die  drei  Sy- 
steme, wie  es  am  Modell  der  Fall,  dauernd  um  drei  Punkte  einer  starren 
Ebene  o^  (der  Messing- Platte),  so  bilden  diese  Punkte  ein  Tripel  für  den 
ganzen  Verlauf  der  Bewegung.  Dass  C4  am  Modell  dem  festgestellten 
Gliede  angehört,  ist  für  die  Kelativ-Bewegung  von  Oi^a^s  gänzlich  be- 
deutungslos, erliMchtert  aber  wesentlich  die  t'bei*sicht.  Nmi  gibt  es, 
wie  ich  in  einem  demnächst  in  Schlöniiich's  „Zeitschrift  für  Math,  und 
Physik''  erscheinenden  Aufsatz«?  bewiesen  habe,  stets  5  solcher  nicht 
geradliniger  Ti'ipel;  eines  dei*selben  ist  also  jed«'nfalls  reell  und  somit 
besitzt  die  am  Modell  veranschaulichte  Bmvcgung  für  die  beiden  in  Be- 
tracht kommenden  Zeitelemente  allgemein  giltige  Eigenschaften.  Nicht 
so  einfach  ist  die  Bewegung  des  auf  der  Polgei'aden  von  0^0203  stets  vor- 
handenen geradlinigen  Tripels  T1T.2T3  zu  verfolgen,  welches  nur  während 


*)  Vergl.  meine  Arbeit:  ,,Dic  Bestimmung  der  quadratischen  Vencandt- 
schüft  der  Kr.  Mittelpunkte  zweier  Glieder  einrr  ebenen  kinematischen  Kettet' 
Zeitschrift  des  Hannoversoiien  Aroh.-  und  Ing.- Vereins  1H90  S.  192  f.  Keiner 
Burmester:  ^^Über  die  momentane  Bewegung  der  ebenen  Mechanismen*^  Prager 
technische  Blätter  XXU.  Jahrgang  lieft  1  und  2 
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einen  dvr  boidon  ZiMh'lcmciit«'  starr  bloibt,  sofern  nicht  iM'Sondoro  Boding- 
ungcu  hiuzukommoii    T1T2T3  bilden  mit  den  Polen  12,  23,  31  eiin;  Involution 

und  ÄiTi,  A2T2,  Ä3T3  ^n'hon  durch  einen  Punkt,  wie  in  mein<'r  obt»n 
angeführten  Arbeit  Si-itc  197  Satz  4  angegeben  ist.  Die  Aufgabe  dos 
Modell(^s  ist  »»s,  die  Bewegung  von  TiT.^Ts  zu  veranschaulichen.  Dii?  An- 
ordnung ist  so  getroffen,  dass  Tj  und  T2  sowohl,  wie  To  und  T3  wälirend 
d(»s  ganzen  Vorlaufes  der  Bewegung  entsprechend«»  Kriimmungs- Mittel- 
punkt«» bl«Mb«»n,  indem  je«l«'s  dieser  Punktpaar«^  durch  einen  Stab,  abezw.b, 
gelenkig  v«'rbund«'n  ist.  T1T3  sind  hing(»g<»n  nur  dann  entspn»ohende  Punkte, 
w«'nn  a  und  b  in  gerad«'r  Lini«»  li«»gon.  Um  das  Charakti»ristisch«^  des  Tripels 
T1T2T3  zu  erk«»nn«»n,  betrauht«'  man  zunächst  drei  Punkte»  auf  der  Pol- 
gerad«'ti,  w«^lcho  ki'in  Trip«d  bild«'n.  Man  nehm«»  hierzu  den  Tj  mit  N 
verbind«»nden  Bolz«»n  heraus  und  schliesse  A^*  g«»lenkig  an  M;  bringe 
darauf  A^^T^T-i  in  g(»i-ade  Linie.  Dann  gehen  Ai*Ai,  A^Ty,  A3T3  nicht 
dui-ch  ein«'n  Punkt,  un<l  A/T2T3  bilden  somit  kein  Tripel.  Wir  betrachten 
nun  und  in  Zukunft  di«»  fohg«»n«len  dr«n  Lag<»n: 

L     Äussersto  Linkslag«^  d«»r  b«?weglichen  Modellteile; 
n.     Mitt«»llag«',    in   der  die   Stabrichtung«»u  von  a  und  b  in  der  Pol- 
geraden ver<»inigt  li«»gen; 
III.     Äu.ss«»rst«»  R<»cht8lage. 
Man  findet  nun  für  di«»  herg«»st<.dlte  Anordnung  in 

I.  ^Ai*T2T3  concav  nach  unten, 
in     IL  Z.Ai*T2T3  =  180^ 
in  III.  ^Ai*T2T3  concav  nach  ol>en, 

«1.  h.  die  ReUitivhewegung  von  a  und  h  findet  stets  in  demselben  Sinne  statt. 

V«'r»»int  man  a  und  b  mit  Hilfe  d<>s  Bügels  J  zu  «»intMu  starren  Systeme  05, 
80  ist  d«»r  M«'chanisnius  starr;  8(;hli«»sst  man  and«*rerseits  den  Stab  c  ge- 
l«»nkig  an  M  und  A^,  so  hat  man  einen  Momentmechauismus,"  welcher 
eine  un(»iidlich  kl«»in«'  Bewegung  ausfühn^n  kann.  — 

Wir  stellen  jetzt  «lie  ui^sprüngliche  Lage  her,  schliessou  wieder  Tj  an 

N  und  nehmen  c  fort. 

Dann  ist 

in      I.  ^TjTjTg  concav  nach  unten, 

in    II.  ^TiT2T3  =  180'', 

in  III.  ^  Ti  T?2Tr  wieder  concav  nach  unten. 

Die  Bewegung  von  a  geg(jn  b  ist  also  rückläufig  geworden :  Die 
relativen  Winkelgeschwindigkeiten,  mit  der  sich  die  Seiten  des  ver- 
ändnlichni  Dniecks  Tj T.j T,  gegen  einander  drehen^  und  sämtlich  Ntdl, 
icenn  das  Dreieck  ein  geradliniges  Tripel  ist. 

Nach  Aub'gung  des  Bügels  ist  jetzt  noch  eine.,  nach  gelenkiger  Ver- 
bindung von  «'  mit  T,  sind  noch  zwei  un«»ndlich  kleine  Bewegimgen 
m(j«i:li«'li,  welche  sieh,  in  Fol^je  der  Elasti<'itiit  «ler  Teil«»  und  des  unver- 
meidli<'hen  Spielniuines  d(M-  (Jeh'iike,  in  «l«*r  grösseren  Bew«?gbarkeit 
gegenüber  der  in  der  oi-sten  Anordnung  möglichen,  kemitlich  machen. 
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Das  Mr>dell  gestattet  noch  die  Ausfühiiing  einer  specielleu  Bewegung 
von  uia.jOs. 

Beseitigt  inan  dif^  Verbindung  von  Aj  und  A4,  und  stellt  dafür  die 
von  Ai*  und  Aj*  her,  so  sind  in  der  I^age  11  die  mit  A^'AaAj  zusammen- 
fallenden l*uukt(>  von  3^  entspre(?heude  Krümmungs-Mittelpuukte  zu  den 
bezw.  mit  Ti,  To,  %  vereinigten  Punkten  von  3j„  wenn  «5  wie  vorhin  die 
durch  den  Bügel  bewirkte  starre  Vereinigung  von  a  und  b  bedeutet 
Nach  erfolgter  Anlegung  des  Bügels  sind  also  noch  2  unendlich  kleine 
Bewegungen  jnöglich,  wähi*end  die  Verbindung  von  T^  mit  c  deren  drei 
zulässt.  Nehmen  wir  jedoch  anstatt  des  Momentniechauismus  den  zwang- 
läufig bewegUchen,  so  ist 

in      I.  ^TiT2T3  concav  nach  unten, 

in      IL  Z.TiToT3  =  180^ 

in  III.  ^TiT.^Ta  concav  nach  oben 
wie  in  der  zuerst  getroffenen  Anordnung,  aber  die  Bewegung  ist  jetzt  in 
der  kritischen  I^ge  II  zweimal  rückläufig  gewonlen,  was  sich  durch 
einen  deutlich  bemerkbaren  Stillstand  der  Ghj'der  a  und  b  kennzeichnet. 
Die  geometrischen  Symbole  füi-  die  drei  gefundenen  Bewegiuigen  von 
a  gegen  b  wären  be/w.  etwa  eine  gewöhnliche  Curveutangento,  eine 
Wendotangente  und  die  Tangente  in  «Muem  Uodulationspunkte. 

(Rodenberg). 

250  Mechanismus,  bei  welehoni  eine  Wechsellage  den  Übergrang:  zwischen 
einem  zwanglüufigen  und  einem  nicht  zwangrläufigen  Mechanismus 
yermittelt.  Von  Prof.  Rodenberg,  tochn.  Hochschule  Hannover. 

Di(»  B(»zeichnung  dos  Modells  liLsst  erkennen,  dass  di<;  bisherige  Ein- 
teilung der  Mechanismen  in  zwangläuli^'e  und  nicht  zwangläufige  eine 
dritte  Art  unberücksichtigt  lässt,  welche  di<?  Eigenschaft^m  der  beiden 
ei-sten  Arten  in  sich  vereinigt  und  als  Zwitt(?r-Mechanismus  bezeichnet 
weixien  kimnto.  Behufs  Hei'stellung 
eines  solchen  nehme  mau  eine  Rcnho 
zwangläufigi'r  Ketten ,  z.  B.  wie  am 
Modell  1)  das  Gelenk viereck  mit  dem 
festg(^st»'llten  Oliede,  um  w(»lches  sich 
di(*  gekoppelten  Glieder  g,  g.^  drehen ; 
2)  das  Gelenk  3:^-34;  3)  das  Gelenk  o^i^^. 
Man  schliesse  dann  die  einzelnen  Ketten 
in  d(M-  bezeichn«»teu  R<.Mhenfolge  durch 
je  zwei  Gelenkpunkte,  nämlich  13,  24; 
35,  46  an  «»inandi'r. 

l)ju<  Erzeugnis  ist  iiaeli  bekannten  Sätzen  im  Allgemeinen  abermals 
zwangläufig. 

Sind  jedoeh  die  DinuMisiouen ,  wie  es  am  Modell  der  Kall,  so  ge- 
wählt,   dass  im  Laufe   der  Bewegung  gleichzeitig   13  auf  24,  35  auf  4G 
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fällt,  80  bofin(l(?t.  sich  in  diesem  Momonte  der  Morhaiiismus  in  oiner 
WechsoUag»',  von  di^r  aus  man  dio  B<^we^ung  so  fortsetzen  kann ,  dass 
dii'  dn»i  Teil-Ketten  sich  wie  ebenso  viele  starre  Systeme  verhalten,  welche 
durch  zwei  Gelenkim. ;..:o  mit  einander  verbund(»n  sind.  Ein  solcher 
oifener  Gliederzu^  ist  aber  nicht  zwangläufig.  Geht  man  statt  von  dreien, 
von  n  Ketten  aus,  so  entsteht  in  gleicher  Weise  ein  n-gliedriger  Zug 
mit  n  —  1  Gelenkpunkten,  so  zwar,  dass  das  erste  Glied  mit  dem  zweiten, 
dieses  mit  dem  dritten  u.  s.  w.,  das  (n  —  ])-sto  mit  dem  n-ten  durch  jo 
einen  Gclenkpunkt  verbund«'n  ist.  Ein  Glied  ist  dann  in  Bezug  auf  jedes 
andere  vollständig  frei  bevvr'gbar,  von  dem  es  durch  zwei  oder  mehr 
Glieder  getrennt  ist. 

(Rodeuberg.) 

251  Modell  einer  kinematischen  Kette,  nach  An^^abe  von  Prof.  Grübler; 
Kinematische  Sammlung  des  Polytechnicums  zu  Riga. 

Das  Modell  stellt  eine  zwan^däufi«^  b(»wegli<'he,  ebene  kinematische  Kette 
von  8  Gliedern  dar;  letztere  sind  durch  10  Gelenke  (Drehkörperpaare) 
paarweise  demii:  mit  (ünander  v^Tbunden,  dass  kein  Oeleiikviertck  in  der 
Kette  auftritt  Das  ternäre  Glied  a 
(s.  nebenstehende  Fi^ur)  ist  im  Modell 
das  ruhende,  b  dagegen  das  treibende; 
h^tzteres  kann  durch  eine  Kurbel  auf 
der  Rückseite  des  Modelles  in  Um- 
drehun«,^  versetzt  werden.  Dit*  Lage 
der  Kurbelaxe  im  Gest<'ll  kann  leicht 
geändei"t  werden ;  auch  lassen  sich 
den  Gelenkaxen  auf  den  übrigen  ter- 
uären  Gliedeni  andere  I^m  geben. 
Endlieh  kann  den  4  biniiren  Glic^dern 
innerhalb  gewisser  Grenzen  jede  be- 
liebige Länge  gegeben  werden. 

Das  Modell  dient  zur  Veranschaulichung 
\.  D(M-  üna))hängigkeit    der    Zwangliiuflgkeit    von    den    Dimensionen    der 

Kettenglieder; 

2.  Des  Kintlus.s(»s  der  Dimensionen  der  Kett(Miglieder  auf  die  Singularitäten 
der  Bahncurven  und  die  Grenzen  der  Bewegungsgebiete; 

3.  Des  Auftretens  von  Tod-  und  AVechsellagen. 

(Grübler.) 

252  Brennpunkt-MtM'hanisinen.  (>  Modelle  aus  Aluminium  von  Prof.  L.  Bur- 
mester  (angefertigt  im  math.-phys.  Institut  von  Th.  Edelmann,  Münch(»n). 
Kinematische  Sammlung  der  techn.  Hochschule  in  München. 

Für  das  gegei»enc  Gelenk  viereck  TU  VW   ist  die  Kocalo  'f  gezeichnet, 
welche    die    Bronnpunkte    aller    diesem    Viereck   oingosuhriebeuen  Kegel^ 
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111.  Abteilung. 


schnitte  enthält,  und  der  Bi-ennpunkt  P  der  angoschriebonen  Parabel 
construirt.  Ist  F  ein  auf  der  Focalo  cp  beliebig  angenommener  Brenn- 
punkt und  werden  die  Kreise 
PXF,  PYF  beschrieben,  welche 
auf  den  Vierecksseiten  rosp.  die 
Punkte  B,  D  und  A,  C  bestimmen, 
so  kann  der  Brennpunkt  F  durch 
vier  Glieder  AF,  BF,  CF,  I)F,  die 
in  F  eine  gemeinsame  Axe  haben, 
mit  den  vier  Giedern  des  Ge- 
lenk vierocks  gelenkig  verbunden 
werden    und    dadurch    entsteht 


Y\ 


ein  übergeschlossener  Mechanismus.*)  Im  Allgemeinen  Nxnrd,  wenn  an 
das  Golenkviereck  TCVW  ein  Knie  BFD  drehbar  angeschlossen  ist, 
dieser  Mechanismus  durch  ein  eingefügtes  gelenkig  verbundenes  Glied 
AF  starr.  Bei  diesem  übergeschlosseneu  Mechanismus  bleibt  während 
der  Bewegung  der  Viergliedpunkt  F  beständig  ein  Brennpunkt  eines  dem 
Geleukviereck  T  U  V  W  eingeschriebenen  Kegelschnittes.  Kin  derartiger 
Mechanismus  sei  Brennpunkt- Mechanismus  genannt.    So  kann  jeder  Punkt 


Modell  1. 


Modell  2. 


•)  Vorgl.  Hart,  Proceodiiigs  of  tho  I^»ndon  Math.  S«k>.  Vol.  VllT,  y,  288. 
1870.  Kenipe  ebenda.  Vol.  IX.,  p.  138.  1877.  Darboux,  Bulletin  des  Sciences 
math.  1879.  T.  III.  p.  144. 
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der  Fücalo  cp,  also  jckIoi*  Bioiinpunkt  als  viorglicdpuukt  durch  vier 
Glieder  mit  dem  GoliMikvicriM^k ,  dem  Stammvioreck  TU  VW  gelenkig 
verbundeu  W(»rdou  und  jedem  Brennpunkt  F  eutspret^hen  vier  Anschluss- 
punkte A,  B,  C,  I)  und  vier  Fachviereeke,  für  wekhe  F  die  gemein- 
same Ecke  bildet.  Es  ist  Fai-hviereck  T AF Dcv» FC VB,  ferner  IJAFB 
cv)F('Wl).  Die  vier  Auschlusspunkte  A,  B,  C,  D  liegen  stets  auf  einem 
Kreise.     Hieraus  ergeben  sich  viele  andere  invariante  Beziehungen. 

Modell  Nr.  1  ist  ein  Brennpunkt-Mechanismus  mit  zwei  Brennpunkten 
F,  ii,  die  während  der  Bewegung  beständig  einem  veränderlichen,  dem 
»Stamm viere«;k  eingeschriebenen  Kegelschnitt  angehören. 

Modell  Nr.  2  ist  ein  Brennpunkt- Mechanismus  mit  zwei  Brennpunkt- 
paaren  F(i  und  U  J,  welche  resp.  zwei  veränderli(jhen  Kegelschnitten  an- 
gehören:  dabei  halMMi  je  zwei  nicht  zusammengehörige  Brennpunkte  au  zwei 
gegenüberliegende  Seiten  gemeinsame  Anschlusspunkte. 

Modell  Nr.  3  ist  ein  Brennpunkt-Mechanismus,  bei  welchem  ein  be- 
liebiger Brennpunkt  F  und  ferner  der  Pambelbrennpunkt  P  mit  dem 
Staramriereck  durch  je  vier  Glieder  verbunden  sind.     Es  kann  dann  der 


Parabolbrennpunkt  P  au<'h  durch  vier  Glieder  PI,  PII,  Pill,  PIV  mit 
den  Anschlussgliedorn  FA.  FB,  FC,  FD  des  Brennpunktes  F  gelenkig 
verbunden  werden. 

Modell  Nr.  4  ist  ein  Brennpunkt-Mechanismus,  bei  welchem  zwei 
nicht  zu  einem  Kegelschnitte  gehörende  Breimpnnkte  Fj ,  F.^  mit  dem 
Stamm  Viereck  TU  V  W  verbunden  sind,  und  es  kann  dann  auch  ein  dem 
Stammviereek  ähnlicOies  (Jelenkvierec^k  T'U'V'W'  durch  entsprechende 
Axeu  mit  den  8  Anschlu.ssgliedcrn  verbunden  werden. 
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III.  Al>t.eilung. 


Modell  Nr.  5  ist  oiu  lii-oiinimiikt-MiMjhanisimis,  der  als  l»fsornioror 
Fall  aus  AV.  J  hcrvorj^eiit.  Die  boidtMi  nicht,  zu  cincMU  Kegel.schnitt  j:»> 
horeiMlen  HriMinpunkto  K,,  K  liahei»  auf  den  Seiton  UV,  TW  d(\s  Stamm- 
viorocks  gonioinsamc  Anschlussi»uiiktp  li,.^,  Dj.,,  iu  wclclieu  dio  ScitiMi 
U'W',  TW    des  Vierecks  T'U'V'W'    durch   Axeii   aagoschlossno    sind. 


,^W' 


Modell  5. 

Modell  Xr.  6  ist  ein  Brennpunkt-Mechauismus  wie  Nr.  5  mit  noch 
mehr  einsjefügton  Oliodern.  Ausser  jenen  beiden  Brennpunkten  F^,  Fg 
ist  noch  ein  heliebigor  Bronnpunkt  Fj  mit  dorn  Stnmmvierock  verbunden, 
und  OS  können  dann  auch  bestimmte  Viergliedpunkt(»  4>i,  <^2  ™^^  ^^^^ 
sprechenden  Gliedern,  wie  das  Modell  zeigt,  verbunden  wiu'den. 


Modell  0. 

Durcli  zweckmässige  Wegnahme  von  (iliedern  ergeben  sieh  aus  diesen 
Mechanismen  viele  neue  übergeschlossono  Mechanismen. 

(L.  Burmester.) 


Meoh.inik.     S. 


335 


253      Kreisroriuigre  Nnriiborgor  Scliero  mit  KS  drolockigeii  Gliedern,    aus 

Aluminium.      Von    IVof.    L.    Burmester    in     MiincluMi.      Aus    clor   kine- 
matischen Sammlung  der  techn.  Hochschule  München. 


254  Kädoriiiechaiiismus  für  die  zweiraclie  Erzeugiiujjr  der  Trochoiden 
(cyklisclieii  Carven),  von  Prof  L.  Burmester.  Kinematische  Sammlung  der 
techn.  Hochschule  München. 

Eino  Trochoid«'  kann  durch  Krcisrollung  auf  zwf»ifa(!ho  Woiso  orzougt 
\vord(»n.  •;  Rollt  auf  dom  f(*st«'n  Kreis  k  ein  Krois  p  mit  doni  be- 
schr('ibond«^n  Punkt  A,  so  boschroibt  dieser  eine  Epitrochoide ;  und  diesolbo 

wird  auch  erzeugt,  wenn  auf  dem 
festen  Kreis  k'  der  Kreis  p'  mit 
seiner  Innenseite  rollt,  an  dem  der 
beschreibende  Punkt  k  befestigt 
ist.**)  In  dem  Mechanismus  sind 
diese  Kreise  durch  die  Teilkreise 
der  Zahnräder  einsetzt.  Einerseits 
läuft  um  ein  festes  Zahniad  ein 
Zahnrad  mit  einem  Schreibstift; 
andererseits  läuft  um  ein  festes 
Zahnrad  ein  hohles  Zahnrad  mit 
ein(»m  Schreibstift  Durch  Drehung 
«*iuer  Kurbel  und  entsprechendi> 
^'-•«.., .,.-•'  tibersetzung    von    Zahnrädern    er- 

halten die  Mittelpunkte  der  Um- 
laufräder  ein  bestimmtes  Verhältnis  ihrer  Umlaufzahlen.  Beide  Schreib- 
stifte beschreiben  dann  auf  beiden  Seiten  einer  Gla.staf(4  gleichzeitig 
dieselbe  Epitroc^hoide.  Durch  eine  Auslösung,  die  mit  Wegnahme  eines 
Zwischenrades  erfolgt,  können  die  beiden  Erzeugungen  auch  unabhängig 
von  einander '  gezeigt  werden. 

(L.  Burmester.) 


255-257  Saiiiiuliiii^  von  klnematlsclieu  Modellen^  Waudlafeln,  Keiflinien- 
hölzern (Seil mieten)  aus  der  kinematischen  Sammlung  der  technischen 
Hochschule  zu  Berlin-Charlottenburg,    Voi*stand  Geh.  Rat  Prof.  Reuleaux. 

255      Kinematische  ^Modelle. 

I.    Ebene  Cykloiden  und  Cyklonoiden. 

1551.  Mittlere  Epicykloide  (1 :  1). 

1552.  „        Hypocykloide  (1  : 2). 

1553.  „        Pericykloide  (2 :  1). 


*)  G.  Bellerniann,  Epicykloidon  und  Hypocykloiden  1867. 
)  1^.  Bunnester,  Lehrbuch  der  Kinematik.  Bd.  I.  S.  137.  1888. 
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1554.  Orthocykloidf». 

1555.  Cykloorthoide  (odor  KnMsovolvcntL»). 

1556.  Krümnmngs.sti*ahlz(>igcr  für  Drittels-Kpiuykloidc. 

1557.  Mittlore  Epiolliptoido  (1 :  1). 

1558.  Elliptocykloidc  (1 :  12)  und  Cykloclliptoido  (12 : 1)  (Plan<»tariuin). 

1559.  Merkurgotriebe. 

1560.  Hyporboleide. 

1561.  Paraboleide. 
1564—1567.  4  Cyklonoidoii. 

Die  unter  dicson  Nummorii  dargestellten  Modelle  dienen  zum  Zeichnen 
der  durch  die  voi-stehenden  Figuren  charakterisirten  Cykloiden  und  Cyklo- 
noiden,  die  dem  Aufsätze  „t'ber  das  Verhältnis  zwischen  Geometrie, 
Mechanik  luid  Kinematik'*  von  Rouleaux  (Zeitschr.  d.  Vereins  Deutscher 
Ingenieure  Bd.  24)  entnommen  sind. 


Fig.  G.     Kreisevolvente  (Cykloorthoide). 

Die  Appai-ate  iVV.  1557 — 1567  dienen  zur  Darstellung  des  Abrollens 
zweier  Ellipsen  bozw.  von  Kreis  und  Kllipso  aufeinander.  Es  ergeben 
si<,'h  dabei  analoge  als  EliiptoidcMi,  Elliptocykloiden,  ( 'ykloelliptoiden  u.  s.  f. 
b«'z«4('hnete  Curven,  deren  (j«;st4ilten  «'benfalls  in  d<T  schon  erwähnten 
Al)handlung  enthalten  sind. 

II.    Sphärisclie  Cykloiden  (Konisehe  Axoide  mit  Punktbahnen). 

7H1.     Epicykloide  (1  :  3).     (Fig.  7.) 
7H2.     Plancykloide  (1  :  3). 
7ÄV.     Hyi>oeykloide  {1 :  2). 


rW.  Hyp..rykl'.id.i  (1 ;  3).    (Fig.  8,) 

7H5.  reiit^ykloiik'  {3:  I). 

7M>.  Kvolvi-iito  (3:  1). 

787.  „         (9:8).    {i\.  0.) 

7St*.  MasL-liiiii?  zum  VcrKfi.-liiiori  von  KiiKol-Cyliloiiloii. 


Fig.  7. 


Fit'.  8. 


Fig.  9. 


Die  iiL  dtm  Flfj.  7,  H,  9  gi!{,'ebcii(Mi  Abbilduugpu  vou  ausgestcUtou 
Modellen  lassen  nrkenimn,  vriv  i)un-li  Abrollen  von  Kcgi.'!  auf  Eegol  oder 
Rbeue  die  sog.  H|ihürisi'heti  (.'ykloiijpu  erzeugt  werd<-n.  Bezüglich  der 
gestaltlirlicii  VcrliiUttÜKNO  dieser  Curviiti,  »owie  der  Ileaclircibung  dpr  Nr. 
788  aogpfiibrten  Masi'hiQit  zum  Vorzi-ichoon  dor  Kugolf^ykloidcn  vergleiche 
man  cinon  .Aufsatz  von  Rouleaun  in  don  Veriinudluutten  des  Vureins  zur 
HuriirdoniTig  di~K  üewerbi^tleisscs  187i)  |i|i.  3äl  und  349,  nclrlipm  nurli 
dii>  iiViigttii  Kifiuroti  nitnommpn  iiind. 

in.    Küderv.,.rznhuuntrM-Modrllp. 
.'lUl.     Cykloideiivi'rziiliuuuft     I   ,..     „..      ..  , 
Ml.    Kvolvpntenver7Jtuiiung  P 
.145.     l.'vkl'iidenviTMlinuiig    I   ...     „      ,  „, 
Ö4ä.     Evolventen verznliBiing  I 

044.     ruiiktvorznlLiiun^  [i  ziihnigus  ßad  mit  So^'niejit). 
545.    <<eniiKi-1it><  Vr-r/alinuag  (SzSliniguH  Uail  mit  Zahoiitatigi'). 
^411.     Daunii'iivei^aliriuiig  ,t>ziilinig<-s  Kad  mit  Segment). 
547.  „  (4xiihnigpi!  Und  mit  Zalinstmiguj. 

X        12 
ri4H.    Siliildriiilor  mit  Tri<!liHt(H'kvorialinunK  (Vullriiiier)  —  =  ^. 

Ä«.     S.:liildi-iulor  mit  TiinlwIiH^kvcr/ahnuiiK  iVoll-u.Holilnid)-^- =  ;^. 


340  in.  Abteilung. 

550.  Parallolräder  mit  24  Zähnen 

551.  „  „      6       „ 

513,    Evolventen  Verzahnung  mit  veränderbarem  Axenabstand. 

Kegelräder: 

769.  Vollräder  mit  80  und  60  Zähnen 

770.  Hohl- und  Vollrad    ,,    8G     „     3G        „ 

771.  Plan-    „        „        „    80     „    40 

Byperbelräder  : 

772.  Mit  Zäbnezahlen  60  und  72 

773.  „  „  40    „    80  (Planrad) 
554.     Scliraubenräder  mit  je  60  Zähnen. 

IV.    Globoide  und  Globoidschraubenrädor. 

7 AI — 752.  12  hölzerne  Globoidformen. 

753 — 754.  2  Kugeln  mit  einfacher  und  doppelter  Tfowindlinio. 

755—756.  2  Ringgelenke. 

757.  Gos(;hränktes  Kreuzgelenk  (zum  Vergleich  mit  vorigen). 

758 — 763.  6  hölzerne  Glolwidschraubgetriebo. 

764.  Globoidschraubgeb'iebe  (Zahnrad  in  ringförmiger  Schale). 

765.  „  mit  Triebstockrollen  (Jensens  Göj)cl). 

766.  „  „    symmetrischer  Verzahnung. 

767.  ,,  „    zackenförmiger  „ 

768.  „  „    4  Triebrollen  (Hawkius). 

553.    Zum  Vergleich  mit  766:  Cylindrische  Schraube  ohne  Ende  mit 

Zahnrad. 
Bezüglich  der  unter  III.  und  IV.  aufgeführten  Modelle  sei  auf  Reuleaux's 
fyConstructeur*'  und  ,, Kinematik**  verwiesen. 


V.  Ellipsen  Zeichner. 

a)   Vorlesung ftmodelle. 

137. 

Von  Leonaixlo  daVin<"i. 

138. 

,,    Farey. 

139. 

„    Iloflf. 

b)  Qebrauclisge^'äte. 

140. 

Von  Slaby. 

141. 

„    Düstersick. 

142. 

„     IJerrmanu. 

143 

,.    Farey. 

144. 

„     Baumann  (IJnnin). 

VI.  Ovalw(»rke  (Ellipsendrehbänke). 

145.     Von  Leonardo  da  Vinci  (Rntirende  Krcuzsclileife,  kleiner  CVinlan- 
kreis  fest). 


I4ti.     \m  Hoff. 

147        ,.     DolLtMst. 

Fornor: 
tiH      tJinoidcTiwürk  (zum  üuichuuii  von  PolalHinniileu). 
im.     Krwoitintcr  Btunbsi'liiiulKjl  (rantograpli). 

1.     Klucmatisirbor  Scliraubstock. 

Das    in   ilen    Moilollea  A'r.  13?  und  iVr.  iJ5   'iHi^ostclIto  U^alwerfc, 

wuli'huM,  Hoviol  man  weiss,  von  I^eonanlo  da  Vim^i,  dem  giiwsen  KüiiHÜer, 

erfundon  bezw.  wenitjsteiia  von  ibm  x^udirt  worilou  ist,    stellt  eiau  soht 

merkwürdige  Anwi-mluni!;  dor  sog.  rotirondun  KrousjohlaiEo  (a.  Fig.  11  u.  12) 


F.R.  10  YM  Modeil  Ar.  145. 
Tiir.     liier  ist  ili>'  Kifrpnlnmlii'hlo'it  der  Kette  verwendet,  itass  aUe  Piinkti>, 
welche  mit  dor  Rlxine  dos  kleJnou  (Jai-daakreiseij  (d.  i.  mit  «lern  Siege  a, 


III.  AbteiluNg. 

v(:l. die  Ahliild. Fig.  1(1)  vorbiuidcn  sind,  gegen  di:n  Tiüger  i\>.s  crui^Men (.'antan- 
kroises  Ellipsen  boHelimibeu.  In  dem  A|)panitt<  Nellist  Beben  wir  in  di^in 
Körper  n  der  Plansclieil«  die  Krenzst^hleife  vor  uns,  auf  der  Blit:kseito 
die  aich  kreuzeoilcn  Hohlprism^Q  tragend.  In  <las  eiiii'  dersi.<tlH'ii  ^nitl 
das  mit  ilor  Drrbbankspindi'l  Ij  feNtverbnnilane  Vollprisina  3  ein.  Das 
Ivigergcstcll  nder  der  Spindelstook  a  bildet  mit  der  Spindel  b  das  Cylioiler- 
[loar  2.  An  dem  Lagergeätell  (mit  Subraubeo  bofestigti  ist  der  a  aiige- 
hürige  L'ylindcr  ans  dem  Cyllnderiianre  1;  er  hut  die  Form  einen  Ringe, 
durch  den  die  Spindel  frei  hiudiirvhgebt,  ist  soviel  erweitert,  dass  2  in  1 


Fig.  12  au  Modell  Nr.  145. 
liegen  kann.  I>a.s  ÜWitV  d,  weli'hm  zunüi-list  don  (.'ylinder  1  mit  dem 
zugefiörigen  Hdhioyliiidor  umfasst,  trägt  ftn<tcreeit)«  das  Vullprisma  4,  znn) 
Eingriff  in  das  zweite  Holilprisma  der  Kreuzsehleifc  e  bestimmt  Der 
Zeichenstift  oder  das  Werkzeug  I'  bildet  einen  Teil  dos  ruhenden  Slüoks 
oder  Steges  a.  Die  Ellipsen,  diu  die  Spitze  von  P  gegen  die  bewegte 
Planseheibe  besrhreibt,  halien,  wenn  P  HUSKeibalb  a  liegt,  zur  DiflToreaz 
ihrer   Ualbaxen   die    Länge  a;    liegt  V  zwischen  1  und  2,   so  i^t  a  die 
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Summe  (l«'i'  Hall>axon.  Die  Grösse  a  ist,  sr^woit  os  dio  Erwoiteruug  dos 
Zapfens  a  j^cstattet,  vorstellbar,  was  im  Verein  mit  der  Voröt<»llbark<Mt 
von  P  die  jjrösste  Maonigfalti^ki'it  der  auf  dem  Apparat  erzeu^baren 
Ellipsen  er-ibt.  ^^^^^  Keuleaux's  ,,KtnemaHk''  p.  316). 

Die  Mod'dlü  AV.  i5S  und  Nr.  143  z^M«^«»n  den  von  Farey  in  den 
Ti*ansa(rtions  of  tbe  soc  for  thu  oncouraj^emont  of  manuf.  and  arts  etc. 
Vc»l.  35  1S12  anf;eg«'bonen  Pillipsi'nzeichnor.  Das  Instnimont  zeichnet, 
wie  Ritterhms  in  den  Verhandl.  des  Ven»iiis  für  Gewerbefloiss  1874 
dos  Näheren  mitteilt^  bei  sorgfältiger  Ausfühnmg  und  Handhabung  wirk- 
lich recht  gute  und  volliommen  glatte  Curven  und  zählt  wohl,  wenn 
man  übtnhaupt  EllipsograplKui  ausführen  will,  mit  zu  den  besten  Ck)n- 
stru(ti<mon.  Im  t'brigon  beruht  der  Farey'sche  Apparat  auf  dem 
Princip  des  oben  beschrieb^men  Ovalwerks  von  Ijeanardo  da  Vinci; 
technisch  ist  der  dort  auftreten<le  Kreuzungspunkt  dadurch  vermieden, 
dass  man  die  sich  kreuzenden  Flohlprismenführungen  in  verschiedene 
Eb<'nen  verlegt;  ein  wiMterer  Vorzug  des  Apparates  besteht  darin,  djiss 
die  Zapfen  zu  sehr  grossen  Ringen  erweitert  erscheinen,  um  Kaum  für 
den  beschnübonden  Punkt  zu  gewinnen. 

Die  Modelle  Nr.  139  und  Nr.  146  stellen  Hoß's  Ellipsen  Zeichner  bez. 
II oflf 's  Ovalwerk  dar,  welche  Instrumente  im  wesentlichen  wieder  I^onardo 
da  Vinci 's  rotirendo  Kreuzschleife  bei  festem  kleinen  Cardankreis  zeigen, 
aber  es  sind  die  mittleren  Pericykloidon  des  grossen  Cardankreises  gegen 
den  kleinen  erzeugt  als  einlobigc  Polarsiuoideu  durch  Ümlaufräderwerk 
mit  Kurbel  und  Krouzsehleife. 

Modell  Nr.  140  ist  der  Ellipsenzeichner  von  SUiby^  der  ausführli(;her 
in  den  Verhandl.  des  Vereins  für  Gewerbefleiss  1876  beschricl)en  ist. 
Derselbe  beruht  auf  dem  bekaimt<5n  Satze:  „Rollt  ein  Kreis  in  einem 
doppelt  so  grossen  festen,  so  beschreibt  jeder  Punkt  seiner  Ebene  eine 
Ellipse.'*  Um  das  Rollen  zu  erzeugen,  hält  man  den  Mittelpunkt  M  des 
kleiiK^n  Kreises  in  fester  Verbindung  mit  jenem  des  grossen  Kreises  0 
und  erteilt  einem  Radius  dos  kleinen  Kreises  eine  doppelt  so  gi*osse 
Winkelgeschwindigkeit  um  M,  als  dem  Radiusve<!tor  OM  um  0,  was  im 
Falle  des  vorliogeuden  Instruments  durch  eine  Schnurrolle  mit  Über- 
setzungsverhältnis 1 :  2  geschieht.  Im  tibrigen  ist  bei  dem  Apparat  be- 
sondere Aufmerksamkeit  der  Ausführung  des  Zeichenstifts  gewidmet. 

Modell  Nr.  141  zeigt  den  Ellipsonzeichnor  von  Düsfersick,  der  im  wesent- 
lichen mit  dem  sog.  Eilipsographen  von  Davies  (Mech.  Magazine  vol.  36 
j»ag.  73  und  224)  übereinstimmt,  und  der  überall  da  besondere  Vor- 
wendimg  finden  mag,  wo  es  sich  blos  darum  handelt,  auf  bequeme  AVeise 
ellipsenförmige  Curven  herzustellen. 

Modell  AV.  147  ist  das  von  Ddnest  ausgeführte  Ovalwerk,  das  eben- 
falls auf  «len  Sätzen  über  die  relative  Bewegung  des  sog.  grc»ssen  und 
kleinen  Cardankreises  beruht ;  spe«;ifiseh  für  den  Apparat  ist,  dass  W(;rk- 
stück  und  Werkzeug  sich  bewegen. 
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266      Waudtafelu. 

Zwölfti?l.s-Ei»i(rykloi<le  (Einbug<;urv(<  mit  l^iÜinio). 

Sonnenbahn. 

(/ykloolliptoid(^ 

Wondeverliiiltnissi;  tUu*  kloinini  mittl«*r«ui  und  j^rosson  E|ii<;yklni«lo,  der 

Oiilioirykloido  unrl  der  Oyklooi-tlioidi*  (Evolvente) 
Kriimmunj^svorbältnisse  der  Drittels- Jlpieykluide. 

257  Reiflinienhölzer  oder  Schmiegen. 

Zur  2tflls  Epieykloide  100:200. 
nünilieh 

a)  a  =  0  Riuidbahn  (Gcnieinui. 

b)  a  =  —  82.     Einbu-^'urve. 
e)  a  =  100.     A''erlänjj:oii;e. 

d)  a  =  200.     llomocontrisehe. 

K  :  III  K  :  K, 

4 

Zur  iiUAs  Ejaeykloidc  150:450,  zugleub  zur      tids  rerij-ykloide  600:450 

o 

„  Ifaeh.          „  200:200,        ,.        „  2fiub.mittl.rori.ykl.40O :  200 

„  2fa(!ii.          „  200:100,         ,,         ,.  bfach.  Perieykioide     300:108 

„  Cykloortboide  100  :  x- 

„  Orthoirykloide  <^  :  100 

„  atcls  Ilyi)oeykloide  50:150         „         „    Vatols  Hypoeykloide  100:150 
„  2tel.s  „  50:100 

nämlirh 

a  =r-.  lOOi  ..  „,,.  a  =  -  100  i  .  „,,.  |    150  :  300 

._!  äussere  Elüpsori;  _..      mnero   Ellipsen        ..^.     .,^.. 

a  =  150  J  *  a  =  —  loO  J  I   200  :  4(X) 

Zur  12tels  Ejäeykloido  100  :  1200; 

a  =  —  98  (Einbutr<'urve)  verj^l.  ei"sto  Wandtafel. 

Zur  4tels  llvpoevkloido  50:200 

l/>j^aritbmis<-bo  Spirale. 

Sehnurzirkel  (für  Knüse).  ,i,     i   ..  ^.  n 

^  '  (Iveuleaux.) 

258  Fttnr  VerznhniingrsDiodelle  (Cykloideii-YerzaKmiii^y  Evolvonteii-Yer- 
zahnaiigy  SchraiibenrUder-Verzuhuiinir,  Hooke^sche  Räder,  Etagoii- 
rad)  aus  der  kinematischen  Sammlung  der  teohn.  Hochschule  Dresden 
(Vorstand  Prof.  T.  RIttershaus). 

Moddll.  CykloidenVerzcüinung.  Diis  Modoll  zeigt  zwei  nur  teilwoi.si.' 
ausgefühi'te  Me.ssiugrädor  mit  Zäbn»Mi,  die  nach  K\t\-  und  Hypoeykloidon 
geformt  sind  und  zwei  einander  und  «lie  Teilkreise  (die  rollenden  KicisiO 
der  Räder  berührende  Kreisseheibon  aus  stiirkom  (»las. 

Die  Axen  <ler  Kader  sowohl,  als  auch  die  der  Krois.srheibon  sind 
mittels  Uhi-federn  derart  mit  einander  verbund(Mi,  dass  bei  einer  Dndiuug 


\ 


MtMlianik.     S.  345 

oines  der  heid«'»  Iviidor  (dmcli  djis  auf  iler  Kückscitc  lM»liiuilirhc  Iland- 
hiilrlieu)  die  Tcilkruiso  der  Köder  und  die  Kreissclioibuii  sirli  mit  dcrsclhcn 
l.'mfangs«j;osrhwiiidirk(Mt  bow<rgon,  als«»  aulVüuaudor  rollen.  I>abci  l)e- 
sehreiben  die  uiitdeiij  joweiligcu  IJcrührungspuuktx»  der  Zähne  zusannnen- 
fallenden,  dun;h  loto  Strioho  gekennzei<'huet(»n  Unifangspunkt«}  der  (Jlas- 
sclioilH»u  in  Bezug  auf  die  b(;iden  leider  die  l*ro(ilcurvcn  der  Zähne. 

Moddl  2.  Evolvmtax-  Verzahnung.  Das  Modell  zeigt  gleichfalls  zwei 
nur  zum  Teil  ausgeführte  Zahnräder,  deren  Zähne  hier  al)er  nach  Krcis- 
ov(dventen  profiliit  sind.  Die  Räder  tragen  auf  ihrer  vorderen  Fläche 
JH  einen  Kreisring- Vorsprung,  und  eine  auf  diesem  autliegen«le,  «lie  Räder 
mit  einander  verbimlende  Thrfedcr  beschreibt  mit  den  je  mit  den  Be- 
rührungspunkten der  Zähne  zusammenfallenden,  durch  eingeritzte  Quer- 
striche kenntlich  gemachten  Punkten  derselben  relativ  zu  den  hoiden 
Hadern  die  Zahnprofih». 

Kvolvontenrädor  haben  die  für  die  Praxis  in  vielen  Fällen  sehr  wert- 
volle Eigenschaft,  dass  ihre  Axen,  ohne  dem  EingriflF  zu  schaden,  sich 
innerhalh  gewisser  ( Frenzen  von  einander  entfernen  bezw.  einander  an- 
nähern lassen.  Dies  zu  zeigen,  dient  folgende  Einrichtung.  l/»Ht  man 
die  am  ob«»r«*n  Rad(5  unter  dem  HandgriflFcj  angehraehte  K lern msirb raube, 
so  kann  man  mittcds  «ler  <»l)on  auf  dem  Modelle  angebrachten  S<'hraube 
das  obiMo  Kad  heben  oder  senken.  Nachdem  dies  geschehen,  wolle  man 
vor  in  Gang  setzen  dunrh  .Anziehen  der  Klemmschraube  die  Axe  wieder 
befestigen. 

Modell 'i.  Schrmibvnrädci'  (Spiraloid)-  Vei'zahnung.  (Vgl.  Olivier:  Uouos 
a  engrenage^  helicroides  und  Pufzei".  Spiraloid- Räder,  Zeitschrift  des 
Vereins  deutscher  lng«Miieurt». 

Das  Modell  z(Mgt  diese  interessante,  bei  Olitner  selbst  sowohl  als  auch 
bei  Putzer  (der  im  Wes«'ntlichen  einen  erweiterten  Auszug  der  Oliner' m-hoii 
Arbeit  gibt)  ctwjis  umständlich  abgeleitete  Verzahnung,  die  in  wirklicher 
Ausführung  meines  Wissens  noch  ni«.'ht  vorhanden  war,  für  den  einfach- 
sten Fall :  der  l'bei-sj.'tzung  von  1  : 1  und  rechtwinkelige  Kreuzung  der 
.Axen  in  sehr  grosser  Ausführung?  mit  nur  je  einem  Zahn. 

liLsst  man  eine  (lerade  von  einem  Cylinder,  mit  deren  Erzeugenden 
sie  einen  von  9<)°  vei-schiedenen  Winkel  bildet,  abwälzen,  so  erzeugt  die- 
*<ell>e  eine  Evolventensciirauhenfläche,  deren  Uückkehrkante  (Charakter- 
istik) die  Schraubenlinie  bildet,  als  welche  sii^h  die  (Jeradon  in  ihren 
Elementen  auf  dem  Cvlinder  al)l»ilden. 

Ix»gt  man  zwei  (.\vliM<ler,  jeden  mit  einer  ihn  berührenden  Geraden  so 
aneinander,  dass  sie  sieh  bcrühn-n  und  zugh-ieh  die  beiden  berührenden 
Geraden  in  eine  einziüc  zusannnenfallen,  und  dreht  in  dieser  I^ige  die 
Cylinder  um  ilire  Axen  sn,  da.ss  die  iM'iden  je  auf  ihnen  wälzenden  Ge- 
rivlen  aucji  währentl  der  Bewegung  sieh  nicht  tHMUien,  da.ss  also  die 
(.'omponentcM  ihrer  resp.  rnifanggesehwindigkciteu  noimal  zu  der  Richt- 
ung ijieser  (ieraden  einander  gleich  sind,  so  haben  die  von  den  betreffenden, 
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auf  ihncMi  wülzeuden  Geiwlon  gcgou  die  beidou  Cylindor  beschriobenen 
EvolvontenschrauboiittächoD,  wie  leicht  ersichtlich,  in  jedem  Augoublic-ke 
ein  Element  miteinander  gemein,  berühren  einander  also  geometrisch. 
Damit  ist  aber  noch  nicht  bewit^sen,  dass  dieselben  auch  als  Zahutlanken 
brau(^hbar  sind.  Dazu  ist  ferner  noch  erforderlich,  dass  sie  sich  als 
Begrenzungsflärhcn  materieller,  körperlicher  Gebilde  ausfiihi*en  lassen,  dass 
sie  also,  soweit  sie  l)<»nutzt  w(»rden,  keine  Schleifen,  Rückkehrkanten  oder 
dergl.  enthalten.  Es  ist  ab(T  weiter  auch  noch  erforderlich ,  —  und  das 
winl  oft  übersch(»n  und  dadurch  in  Folge  d<»r  ei ntrc^tenden  Missstände 
ein  ganzes,  sonst  vorzügliches  Verzahnungssyst(Mn ,  wie  z.  B.  die  Evol- 
ventenverzahnung in  der  Praxis  in  Misscicdit  gebracht  — ,  dass  die 
Köri>tTg«^bilde,  dcivn  Begn^nzung  die  Flächen  bilden,  in  keiner  ihrer  Lagen 
sich  an  der  durch  dieselben  erzwungenen  Relativbeweguug  hindern. 

Dazu  bedarf  es  hier  besonderer  Voi-sichtsmassregeln. 

Die,  di(^  beiden  Flächen  erzeugende;  Doppelgerade  befindet  sich  je 
(nnei*seits  ihres  Berührungspunktes  mit  dem  betreffenden  Cylinder  in  dem 
nach  der  Rückkehrkant«'  absteigenden,  andererseits  dagegen  in  dem  von 
dieser  Kante  aufsteigenden  Aste  dcT  Flä(!he.  Die  gegenseitige  Berührung 
der  beiden  Flächen  geht  also,  wenn  man  die  dieselbe  erzeugenden  Dopp<d- 
gc^aden  entlang  geht,  je  in  diesem  Berührungspunkte  von  dem  einen  auf  den 
andern  Ast  der  Fläche  über  und  das  Fortschreiten  der  Geraden  innerhalb 
der  Fläch(»n  während  der  Bewegung  findet  in  der  von  den  beiden  Bi»- 
rührungspunklen  l>egrenzten  Strecke  dei*sclben  auf  beiden  entweder  nach 
aussen  (von  der  Rückkehrkante  weg)  oder  nach  innen  (auf  dieselbe  zu) 
statt,  während  in  den  beiden  andern  Teilen  derselben  die  Gerade  je  auf  der 
einen  Fläche  nach  innen  ^  auf  dt;r  andern  dagegen  nach  aussen  hin 
foitschreitet. 

Wirklich  ausgefühii;  werden  kann  aber  nur  je  der  eine  Zweig  der 
Fläche  und  da  die  nicht  zusammengehörigen  Teile  der  Fläche  ni<^ht 
allein  nicht  zum  EingritY  kommen,  sondern  auch  in  gewissen  Stellungen 
sich  gegenseitig  hindern,  weil  sie  bei  richtiger  Lage  der  C>iinder  einander 
durchdringen  müssten,  so  muss.  wie  dies  auch  im  Modell  geschehen  ist, 
zum  minrlesten  der  über  den  Berühiimgspunkt  der  beiden  Cylinder  hinaus- 
liegende Teil  des  Zahns  weggeschnitten  werden.  Ausserdem  muss  natür- 
lich auch  no(^h  für  den  Grundköi*]ier  des  eingreifenden  Rades,  als  welcher 
der  Evoluteneylinder  desselben  gewählt  wurde,  Raum  geschaffen,  der 
Zahn  also  dementsprechend  ausgedreht  werden,  wenn  man  nicht  vorzieht, 
denselben  noch  mehr  zu  beschneiden ,  das  Rad  also  noch  schmäler  aus- 
zuführen. 

Um  aber  die  Unbrauchbarkeit  des  fortgeschnittenen  Teiles  auch  am 
Modell  zu  zeigen ,  ist  au«;h  dieser  ausgeführt  und  kann  durch  Auf- 
sehielicn  auf  die  ics[).  Axen  anges(;tzt  werden.  Man  wolle  aber  die  .an- 
gesetzten Teile  jedesmal  wieder  entfernen. 

Für  die  Praxis  ist  die  Verzahnungsform  leider  unbi^uchbai",  weil  die 
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Anbringung'  oiuer  (»nts|)re<*hen(len  Zabnflanko  für  dio  umgekehrte  Drohungs- 
rit'htung  Schwitirigkeiton  beroit»^t. 

Das  Modell  dient  gI«'i(lizoitig  auch  zur  Veranschauli(*huug  der  Ver- 
zahnung für  Selirauhenrjulor  mit  parallelen  Axon  und  ist  zu  dem  Ende 
noeh  ein  drittes  liad  mit  entgegengesetzt  gcwnud«*nem  Sehraubenzahn  l»ei- 
gegebeu.  Wird  das  obere  der  beiden  ersten  Räder  aus  seinen  Lagern  heraus- 
genommen, und  das  eine  der  beiden  hohen  Tjager  na<h  lÄsen  der  unter- 
halb dos  Kussbrettes  behudlichen  Sehraulx^  entff»mt,  so  kjuin  dieses  dritte 
Rad  in  dio  noeh  vorhandenen  niedrigen  Lager  eingelegt  werden  und  mau 
hat  dann  zwei  einander  treibende  Soliraubenräder  für  parallele  Axen,  die 
infolge  ihrer  Ausführung  in  grossem  Masstabe  die  Zalinform  s<db8t  besser 
erkennen  lassen,  als  di(»s  bei  den  gewöhnlichen,  dio  Art  der  praktlsohen 
Ausführung  zeigenden  Modellen  mit  vieh^u  Zähnen,  die  natürlujh  in  der 
Sammlung  el»enfaliS  vorhanden  sind,  möglieh  ist. 

S<.'hraubenräder  können  sehr  viel  genauer  hergestellt  werden,  als  ge- 
wöhnliche Zahnräder  und  werden  infolge  dessen  in  besseren  Ausführ- 
ungen jetzt,  wenn  irgend  möglich,  statt  jener  angewandt.  Es  liegt  das 
daran,  dass  infolge  der  Sehraubenform  der  Zähne  die  Eingriffstelle  während 
der  Bewegung  parallel  der  Axe  weiterrückt  und  infolgedessen  die  Zähne 
in  ihrer  Höhe,  d.  i.  ihrer  Ausdehnung  in  radialer  Riebtuug,  ganz  be- 
deutend verkürzt  und  damit  die  Fehlerquellen  bei  der  Herstellung  herab- 
gezogen werden  können,  ohne  die  Stetigkeit  des  Eingriflfes  zu  unterbrechen. 

Hooke  (und  nach  ihm  White^  Sheldrake  u.  A.)  geht  darin  so  w<üt,  dass 
er  die  Höhe  der  Zähne  auf  Null  reducirt. 

Ein  Rädcr[)aar  dieser  Art,  bei  dem  also  die  eigeotlicrho  Verzahnung 
aus  zwei  durch  im  Übrigen  beliebig  gestaltete  Schraubootlächen  getragenen 
Schraubenlinien  besteht,  die  bei  ihrer  Bewegungsübertragung  auf  einander 
wälzen,  zeigt  Modell  Nr,  4. 

Derartige  Räder,  die  auf  dem  genauesten  Werkzeuge  unserer  Werk- 
stätten, auf  der  Drehbank,  mit  fast  mathematischer  Genauigkeit  hergestellt 
werden  können,  sollte  man  überall  da  anwenden,  wo  bei  gmsser  Ge- 
schwindigkeit nur  geringe  Kräfte  zu  übertragen  sind  und  die  l>ei  An- 
wendung gewöhnlicher  Räder  unvermeidlichen  Stösso  IJnzuträglichkeiten 
mit  sich  bringen.  So  wurden  sie  beispielsweise  von  Bourdon  benutzt  bei 
den  von  ihm  angi^fertigten  Instrumenten  zur  Messung  der  Licht- 
geschwindigkeit. Für  di(^  tJbertragung  grösserer  Kräfte  sind  sie  leider 
nicht  geeignet,  da  dio  Zähne  sich  je  nur  in  einem  Punkte  iKM'ühren. 

Modell  5  zeigt  das  Evolventonscliraubenrad  als  sogenanntes  Etagenrad. 
Es  dient  vorzugsweise  dazu,  die  Art  der  Modell-Herstcdluug,  die  Eigen- 
schaften der  Fläche  etc.  etc.  zu  zeigen.  Es  besteht  aus  einer  grösseren 
Zahl  gleicher  Kreisscheiben  mit  je  einem  Evolventenzahn,  die  durch  Ver- 
drehen um  die  gemeinsame  Axe  in  ein  Et^igenrad   mit  Indiebiger  Steigung 

verwandelt  wenlen  können. 

(T.  Rittershaus.) 
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259  .ib\vickeliiiigr»iiiodoll  dos  KreishyiN^rboluides,  aus  der  kinematischen 
Sammlung  der  technischen  Hochschule  Dresden  (Vorstand  Prof.  T.  Ritters- 
haus). 

Dassclbfj  l)«'st('lit   aus    dun.'h    ScharniiMc  liin^^s    don  Erzeugenden    mit 

einander  verbundenen  Elementarst n-ifen.     Eines  *lcr  Sebarniero  ist  l('»sbar 

untl  daiui  die  Fläcbe  entNvi<keIbar.      Oripnal-IIy[)orb<düid   und  Entwiekc- 

lung  sind  natürlieb  auf  einan<ler  abwitkelbare  Kläehen.     Das  ist  l)enutzt 

bei  der  Iloboltis<*b-Hi'wo^'uu«r  von   Whifworth 

[T,  Rittershaus.) 

260  Soehs  Modelle  den  Kurbelgetriebes,  (Kiirbelprismny  Knrbelpyramlde, 
SchubkiirUelkette,  Hooke*8cbor  Schlüssel,  Kreuzscheibenknpplung) 
aiLs  der  kinematischen   Sammlung   der  technischen   Hochschule   Dresden 

(Voi-stand  Prof.  T.  RIttershausj. 

Modell  1  und  2  zeigen  in  sehematisebor  Ausführung  die  bcidoü 
mögiiidien  Fälle  der  Kurbelkette:  1)  Die  in  unzähligen  Ausführungou 
der  I*raxis  vorkommende  Kurbelkette  nüt  ebener  Bewegung^  \m  der  die 
die  Kette  ebarakterisirenden,  die  vier  Glieder  derselben  mit  einander  ver- 
kettenden vier  Axcn  ein  Prisma  bilden,  und  die  man  daher  aueh  wohl 
Kurbelpnsnia  nennt  und  2)  die  in  der  Praxis  imr  hin  und  wieder  ange- 
wandt«.' Form  mit  Kugelbeivegwig ,  bei  der  die  vier,  die  Kette  eharakteri- 
siremlon  Axen  die  vier  Kanten  einer  vierseitigen  Pyramide  bilden  und  die 
mau  daher  zum  Unters<diiede    von  der  obigen    ,^ Kurbelpyramide*'   ncnut. 

(Williti^  der  zuerst  die  beiden  Formen  der  Ketto  nel»en  einander  be- 
bandelt, gibt  ihnen  die  Namen  yprismatic-''  und  solid-atigular-**^  Unk- 
ipork  s,  Principles  nf  meclianismy  2    Aufl.  j».  245  u.  249). 

Modell  3,  hin  dem  eines  der  Glieder  zum  (jest<dl  ausgebildet,  die 
Ketti»  also  zum  Meehanismns  geworden  ist,  zeigt  den  liesondoreu  Fall 
des  Kurbelprisma's  bei  dem  eine  der  vier  Axen  im  Unemllichoü  liegt, 
zwei  der  vier  Seiten  ties  Prisma  s  also  die  IJreite  unendlieh  haben ,  die 
sogenannte  Schubkurbcl kette.  Es  wurde  nur  mitgesandt,  um  den  Typus 
unserer  Modelle  von  Mechanismen  zu  zeigen,  die,  wenn  sie  sieh  in  der 
Ausführung  des  Mechanismus  selbst  auch  den  Formen  der  Praxis  nähern, 
mit  ihrem  sehlichten  (lestell,  auf  dessen  mattschwarzem  Hintergründe 
sich  der  blank  g« 'arbeitet«*  Mechanismus  vorzüglich  abhebt,  doch  d(^n 
Modell-CMiarakter  wahien. 

Modell  4  zeigt  wied«'r  in  si^hematisclu'r  Ausführung  der  Glieder  den 
l)esondcren  Fall  der  Kurbclpyramide,  der  in  der  Praxis  als  sogenannter 
^,Hooke's(htT  Schlüssel"',  als  ..Cardcmisches-''  oder  auch  als  ^yUniversal-'' 
oder  .^^Kreuz-Gelenk'''  bekannt  ist  und  der  sii:h  dadurch  auszeichnet,  da.ss 
dnü  d«M'  vier  l*yramidenseiten  (^Miadranten  bilden,  während  der  Winkel 
der  viert(Mi ,    (b^-  zum  riostcll  ausgebildeten,    verstellbar  gemacht  wurde. 

I>ie  Teilscbeibeii  zeigen  die  rngleiijlifiirmigkeit  diM*  Uebertragung  V(»n 
dei  sehragliegendeii   \V<*lle  auf  die  veitie;de,  oder  umgekehrt. 
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Dil'  Art  der  Ausführuug  in  clor  Praxis  zeigt  ModeU  Nr.  5  und  das 
Analof,'on  für  den  Fall  des  Kurholprisnias:  das  in  der  Praxis  als  „OW- 
ham'schc^^  oder  ^^Kreuzscheibenkupplung^^  hokannto  Getriebe,  bei  dem  von 
den  vier  Prismeiiseiten  drei  die  Breite  unendlich  haben,  während  die  der 
vierten,  zum  Gestell  gewordenen  verstellbar  ist,  endlich  noch  ModeU 
Nr.  6. 

(T.  Kittershaus.) 


261      Modelle    zur    Demonstration    des    Mannesmann'soheii    Schrilgwalz- 
verfahrens.    Ausgestellt  vom  Bayerischen  Gewerbemuseum  in  Nürnberg. 

Dieses  Verfahr(Mi  bezweckt  die  Herstellung  nahtloser  Röhren  aus 
massiven  Blöcken,  wobei  die  Mateiialt'aseru  in  den  Röhren  wand  ungfu 
eine  spiralisch  verlaufende  Structur  aufweisen. 

Eine  nähere  Beschreibung  der  Arbeitsvorgänge  und  die  Theorie 
dieses  neuen  Walzverfahrens  ist  namentlich  in  den  Artikeln  von  Pro- 
fessor Reul«*aux  (Zeit«chril't  des  Vereins  Deutscher  Ingenieure,  Jahrgang 
1890,  Nr.  25),  von  Ingenieur  Corka  (Zeitschrift  des  Vereins  Deut.scber 
Ingenieure,  Jahrgang  1888,  Nr.  37  &  38),  ferner  von  Ingenieur  Erhard 
(Bayerische  Gewerbezeituug  Jahrgang  1891  Nr.  (>)  enthalten. 

a.  Das  Er  bardische  Modell  zur  Demonstration  des 
S  c  h  r  ä  g  w  a  1  z  v  e  r  f  a  h  r  e  n  s  besteht  aus  zwei  konoidiscben,  mit  schrauben- 
förmig verlaufenden  Treibwulsten  versehenen  Walzen,  deren  Abstand 
nnd  deren  Schrägstellung  je  nach  dem  Durchmesser  und  der  Wand- 
stärke der  zu  erzeugenden  Röhren  beliebig  verstellt  werden  kann.  Die 
beiden  Walzen  sind  durch  Kurbeln  von  der  Hand  drehbar  angeordnet 
und  zum  Zwecke  der  Gleichheitlichkeit  der  Drehung  durch  eine  ela- 
sti.sche  Seiltransmissiou  miteiu;iuder  verbunden. 

Das  Werkstück  besieht  hiebei  aus  plastischem  Thone,  welcher  durch 
einen  cylindrischen  Trichter  den  beiden  Walzen  zugeführt  wird.  Diese 
erfassen  bei  langsamer  Drehung  den  Thoncylinder  und  schieben  den- 
selben infolge  ihrer  Schrägstellung  unter  gleichzeitiger  Rotation  in  der 
Richtung  seiner  Axe  nach  vorwärts.  Hiebei  streifen  dann,  um  einen 
treffenden  Ausdruck  von  Reuleaux  zu  gebrauchen,  die  Treibwulsten  der 
Walzen  dem  plastischen  Blocke  die  Haut  Über  den  Kopf  ab,  wodurch 
der  Block  in  seinem  Innern  aufreisst  und  als  nahtloses  Rohr  das 
Walzenpaar  verlässt. 

Um  die  Innenwand  des  Rohres  zu  glätten,  wird  sowohl  in  der  Praxis 
des  Schrägwalzens  als  auch  bei  vorliegendem  Modelle  ein  Dorn  zwischen 
die  Walzen  eingeführt,  über  den  das  Rohr  gewalzt  wird. 

b.  Das  Modell  einer  Schnittgelenkkupplung. 
Um    in    der  Praxis   die  beiden   Schrägwalzen    trotz   der  notwendigen 
Verstellbarkeit  von  zwei  Wellen  antreiben  zu  können,  die  in  unbeweg- 
lichen Lagern    rotiren,    muss  jede  der  ScbrJigwalzen   mittelst   einer  (tc- 
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lenkknppluDg  mit  ihrer  Antriebswelle  verbunden  »ein.  Die  bekannte 
Kreuz-(jrelenkkuppluug  odor  diis  llookc'sche  Gelenk  leidet  an  einem 
Bewegungsfehler,  da  bei  gleichmässiger  Rotation  der  Antriebswelle  die 
getriebene  Welle  mit  wechselnder  Winkelgeschwindigkeit  mitgenommen 
wird.  Hiedurch  entstehen  bei  grossen  Arbeitsübertragnngen  bedeatende 
St-össe  und  Unregelmässigkeiten  in  den  Triebwerken. 

Bei  der  vorliegenden  Schnittgelenkkupplung  ist  diese  Arbeitsuber- 
tragung  eine  gleichmässige,  da  die  Berührungspunkte  der  Knppelungs- 
nrme  stets  symmetrisch  zu  der  den  Axenwinkel  halbirenden  Haupt- 
ebene stehen.  Die  Ausfiihrungsformen  dieser  Schnittgelenkkupplnng  sind 
in    der   Deutlichen    Patentschrift   Nr.    48235    der    Klasse   47   enthalten. 

c.  Das  Modell  eines  Fläche ndrnckräderpaares. 
Da  bei  dem  Schrägwalzverfuhren  Arbeitsmengen  von  mehreren 
hundert  Pferdestärken  auf  die  Schräg  walzen  bei  hohen  Umdrehungs- 
geschwindigkeiten zu  übertragen  sind,  so  genügen  hiefür  die  gebräuch- 
lichen gnsseisernen  Zahnräder  nicht  mehr,  da  sich  deren  Zähne  nur  in 
Linien  berühren,  wobei  ausserordentlich  hohe  Flächend  rucke  auftreten. 
Zur  Vermeidung  dieses  Misstandes  wurden  Flächendrnckräder  ange- 
ordnet, welche,  wie  das  Modell  zeigt,  durch  Drehgleitzühne  gekenn- 
zeichnet werden,  die  nm  Radkörper  drehbar  gelagert  sind  und  ebene 
Gleitflächen  tragen,  welche  den  Druck  aufnehmen  nnd  bei  der  Drehung 
der  Räder  unter  relativer  Drehung  der  Drehgleitzähne  zu  ihrem  Kad- 
köri)er  auf  einander  gleiten.  Die  drehbaren  Zähne  sind  mit  gleich- 
langen Kurbeln  ausgestattet,  welche  in  einen  gemeinsamen  Ring  ein- 
greifen ,  der  den  dauernden  Parallelismus  sämtlicher  Zahnflächen 
während  der  Drehung  erhält.  —  Diese  neuen  Räder  sind  namentlich  in 
den  Paten tschnfteu  Nr.  55785  und  Nr.  57443  der  Klasse  47  l>eschrieben. 

d.  Proben  mit  Mannesmannröhren  auf  Tafeln. 
Auf  diesen  Tafeln  sind  Proben  enthalten,  welche  teils  im  warmen, 
teils  im  kalten  Zustande  mit  Mannesmann- Röhren  ausgeführt  wurden 
nnd  den  Beweis  der  ausserordentlichen  Zähigheit  dieses  Rohmaterials 
erbringen.  Diese  Zähigkeit  ist  hau pt«iäch lieh  durch  die  spiralförmige 
Anordnung  der  Material  fasern  in  den  Rohrwandungen  hervorgerufen, 
welche  eine  Folge  des  Arbeitsvorganges  beim  Schräg  walz  verfall  reu  bildet. 

(Krhard.) 

262      Mechanisuiu8   zur   Bestimmung   der  Lage    des  Sehwerpaektes    des 
menschlichen  Körpers  nnd  seiner  Teile  von  Reallehrer  Otto  Fischer 

in  Leipzig. 

Der  Schwerpunkt  eines  Systems  von  zwei  Körpern  mit  den  Massen 
m  und  m'  liegt  bekanutlich  in  der  Verbindungslinie  der  Einzelschwer- 
punkte S  und  S'  der  beiden  Körper  und  teilt  die  Strecke  SS'  im  Ver- 
hältnis m'  :  m. 

Ist  der  Abstand  der  lieiden  Kinxelschwerpunkte  veränderlich,  so 
kann    man   durch  einen  sehr  einfachen  Mechanismns  Hir  jede  beliehige 
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Gutferunn;;  von  S  und  S'  <lie  Lug«*  des  (^esiiuitscbwerpunkteH  8©  erhalten. 

In  heifol^ender  Figur  1  isl  dieser  Mechanisnum 
8C'hem;itisch  dargestellt.  AS,  AS',  BS,,  und  B'S« 
8ind  vier  Streifen  aus  Metuli  uder  dickem  Carton, 
welche  an  den  Stellen  H,  A,  B'  und  S„  durch 
Charniergelenke  mit  einander  beweglich  ver- 
bunden sind ,  deren  Axen  senkrecht  auf  der 
Ebene  der  Zeichnung  stehen.  Bedeuten  B,A,  B' 
und  So  direct  die  Piojectionen  der  (relenkaxen 
und  S,  8'  die  Einzelschwerpunkte,  so  wird 
lür  jede  Entfernung  der  beiden  letzteren  von 
einandei  immer  So  in  der  Verbindungslinie  8,  8' 
^'  liegen        und        ausserdem       die       Proportion 

S8o  :  S„S'  =  m'  :  m  gelten ,  wenn  man  die  Längen  der  Cartonstreifeu 
und  die  Gelenkstellen  so  ausgewjihlt  hat,  dass  sowohl  die  drei  Punkte 
8,  B  und  A,    als  auch  die  drei  Punkte  A,  B'  und  8'  in  gerader  Linie 

liegen ,    dass     ferner    AB  =  B'So    und    AB'  =  BSp    und    dass    endlich 

AB  :  BS  =  m  :  m'  und  AB'  :  B'8'  =  m'  :  m. 

Die  Längen  der  Streifen  AS  und  AS'  sind  zunächst  ganz  beliebig. 
Es  empfiehlt  sich  indessen,  diesell)en  nicht  /n  klein  zu  machen,  damit 
Hel))St  bei  der  grössten  Entfernung  von  S  und  S'  der  Winkel  SAS'  noch 
lange  nicht  den  Wert  180^  und  damit  der  ganze  Mechanismus  einen 
toten  Punkt  erreicht  hat. 

Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Mechauismus  kann  man  anch 
den  Ge^c^amtschwerpunkt  von  mehr  als  zwei  Körpern  erhalten. 

Der  menscli liehe  Körper  ist  nun  aus  einer  Anzahl  durch  Gelenke 
verbundener  Teile  zusammengesetzt,  deren  jeder  mit  grosser  Annäherung 
eine  feste  Schwerpunktsinge  besitzt.  Sieht  man  von  der  Beweglichkeit 
des  Knmpfes,  der  Fussglieder  und  Handglieilur  ab,  so  zerfallt  der  Körper 
in  folgende  Teile:  Kopf,  Rumpf,  2  Oberarme,  2  Unterarme,  2  Hände, 
2  Ol>erschenkel,  2  Unterachenkel  und  2  Füsse.  Für  diese  14  Körper- 
al)schnitte  ist  früher  von  uns  die  Grösse  der  Masse  und  die  Lage  des 
Schwerpunktes*)  bestimmt  worden,  indem  wir  den  Körper  durch  Ge- 
frierenlassen in  eine  starre  Masse  verwandelten,  welche  wie  Holz  ein 
Zersägen  in  die  einzelnen  Teile  gestattete.  Aus  den  Messungen  an 
versi'hiedenen  Cadavern  hat  sich  ergeben,  dass  die  Lage  des  Schwer- 
punktes in  einem  jeden  (iliederabschnitt  nur  sehr  geringen  individuellen 
Schwankungen  unterworfen  ist. 

VerschatU'  man  sich  nun  ein  Modell  eines  mens4>hlichen  Körpers  aus 
Metall    orler    dickem  Carton ,    das    der  Projectiou    desselben    auf  seine 


*)  W.  Braune  und  ().  Fischer,  Über  den  Scfiirerpunkt  des  mmschlicJien 
Körptr»  mit  Rücksicht  auf  die.  AuHrüstunff  des  dcutscJum  InfanttHsten.  Ab- 
handlnngen  der  Kgl.  Sachs.  Gesellsi-h.  d.   Wissens<*haften   1889. 
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Synimetrieebeiie  entspricht,  und  an  welchem  die  genannten  14  Teile 
durch  Gelenke  verbunden  sind ,  und  trägt  man  in  die  einzelnen  Ab- 
schnitte die  Lage  der  Projectionen  der  Eiuzelschwerpunkte  ein,  so  kann 
man  bei  wiederholter  Anwendung  des  obigen  Mechanismus  die  Projec- 
tionen der  Einzelschwerpunkte  zu  der  vom  Gesamtschwerpunkte  des 
ganzen  Körpers  zusammensetzen.  Man  hat  zu  dem  Zwecke  nur  bei 
irgend  einem  System  zweier  benachbarter  Glieder ,  z.  B.  Unterschenkel 
nnd  Fuss,  anzufangen,  und  in  den  Einzelschwerpunkten  S  und  S'  die 
Punkte  S  und  S'  des  den  Massen  beider  nugepassten  Mechanismus 
(Fig.  1)  drehbar  anzubringen.  Dann  wird  für  jede  Beugestellung  der 
beiden  Glieder  der  Punkt  So  die  Lage  des  Gesamtschwerpunktes  vom 
Unterschenkel  und  Fuss  angeben.  Dieses  System  verbindet  man  durch 
einen  zweiten  solchen  Mechanismus  mit  dem  Oberschenkel  so,  duss  der 
Punkt  S  dieses  neuen  Mechanismus  in  den  Einzelsohwerpunkt  des  Oi)cr- 
schenkels  und  der  Punkt  S'  in  den  Gesinntschwerpunkt  So  von  Unter- 
schenkel 4"  J^'n-*^  fällt.  Der  Punkt  So  dieses  zweiten  Mechanismus,  ffir 
welchen  als  MaFsen  die  des  Oberschenkels  einerseits  und  die  vom  System 
Unterschenkel  -|-  Fuss  andererseits  benutzt  werden  raüsseu,  gibt  dann 
für  jede  Stellung  der  drei  Glieder  des  Beins  zu  einander  den  Gesamt- 
schwerpunkt des  ganzen  Beins  an.  Auf  dieselbe  Weise  verschafilb  man 
sich  den  Gesamt^chwerpuukt  des  anderen  Beins  und  kann  dann  ans 
beiden  den  Gesamtschwerpunkt  beider  Beine  erhalten.  Entsprechend 
lässt  sich  der  Gesamtschwerpunkt  beider  Arme  und  ebenso  der  Gesamt- 
Schwerpunkt  des  Systems  Rumpf  -j*  Kopf  auf  mechanischem  Wege 
erhalten.  Diese  beiden  letzteren  lassen  sich  dann  weiter  zu  dem 
Schwerpunkt  des  Körpers  ohne  die  beiden  Beine,  und  dieser  endlich 
mit  dem  Gesamt^chwerpunkte  der  beiden  Beine  zu  dem  Gesamtschwer- 
pnnkte  des  ganzen  Körpers  zusammensetzen. 

Der  fertige  Mechanismus  gibt  dann  für  jede  beliebige  Haltung  des 
menschlichen  Körpers  nicht  nur  die  Lage  des  Gesamtschwerpunktes, 
sondern  auch  die  Lagen  der  Schwerpunkte  der  einzelnen  Glieder  und 
Gliedersysteme  an  nnd  kann  auch  dazu  benutzt  werden,  für  irgend 
welche  Bewegungen  des  Körpers  die  Curven  aufzuzeichnen,  welche  die 
Schwerpunkte  beschreiben. 

Dieser  Mechanismus  liefert  zunächst  nur  die  Projection  des  Gesamt- 
schwerpuuktes  auf  die  Symmetricebene  des  Körpers  (in  halber  Lebens- 
grösse  ausgeführt).  Um  auch  die  Projection  desselben  auf  die  durch 
die  Läug.saxe  des  Körpers  gehende  und  zur  Symmetrieebene  senkrechte 
Ebene  zu  erhalten,  hätte  man  auf  ähnliche  Weise  einen  zweiten  Mecha- 
nismus zu  construireu,  welcher  nur  Beweglichixcit  parallel  dieser  Ebene 
zulässt.  Beide  Mechanismen  zusammen  würden  dann  die  Lage  des 
Schwerpunktes  im  Räume  ergeben. 

(O.  Fischer.) 
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Zwei  HectaaniBiBeii  znr  Darstellung  der  Wirknog  eines  Mnakels  von 
Otto  Fischer  in  Leipzig. 

1)  Mechaniimua  zur  BcstitHmuny  <hs  DrehMig/aiiomenteu  einen  Muakela. 
D:is  DrehiiDgaiiiument  D  eiaes  Muskels  vom  (juerNchnitt  q  ,  welcher 

mit   (ler  Kraft  p   für   die  (iuerechDitlselnheU   zwischen  deu  Pankten  U 

nnd  A  (Fig.  2)  ineier  Glieder  wirkt,  die  dorib  ein  Gelpnk  G  verbunden 

Riad,  hnt  bekaQDtlii'h  die  UriMse 

D  =  q  .  p  .  GU  .  sin  AUG  =  q  .  p  ,  G^V  siu  UAG, 

wobei  eitles  der  l>eideu  Glieder  als  fest  angenummeD  nnd  anmerdem 
voran Rgesetat  ist,  dass  die 
Richtung  voa  AU  senkrecht 
aal  der  Gelenkaze  steht. 
Ndd  ist  GÜ  sin  AUZ,  = 
ÜA  .  Hin  UAG  gleich  dem 
kürzesten  Abstand  OJ  der 
LinieAUvonderOeleukaxe. 
Diese  Streike  GJ  nennt  man 
gewöhnlich  den  idealen 
Mebrlarm  der  Kraft  zam 
Unterschiede  von  den  beiden 
roden  Hebelarmen  GIT  nnd 
OA.  Führt  man  diesen 
bezcicbnet   sein   soll,    iu  die 


Fig.  2. 
idealen  Hebelarm,    dessen    IJinge   j 
Formel  ein,  so  wird 

n=q.p.i. 

Der  ideale  Helielurni  knnn  duher  znr  Vemuschauliclinug  der  OriJRse 
den  Dreh  uugsin  um  (■Utes  benutzt  werden.  Keine  Masszahl  gibt  direkt 
die  MasHiuhl  des  l>rehiiuganionienI«s  für  die  Kinbeit  von  Muskelqner- 
sehnitt  und  Munkelkraft. 

Kür  diis  System  G1>er»rni  und  Unterarm  und  den  zwlnchen  beiden 
wirkeixlru  iSupiiialor  totigus  trifft  uuiiftbemd  die  VorauHselznug  zu,  diu« 
die  Üeieukaxc  TeHl  und  senkroi-ht  zu  der  Verbindungslinie  der  Aurmlz- 
punkte  des  MuxketB  gi'rii-btut  ist.  Mun  kann  sich  iu  diesem  Falle 
durch  einen  sehr  cinfitchen  Mechanismus  die  Grosse  des  idealen  Heliel- 
arnis  verscbnlTen. 

Figur  2  stellt  ein  Modell  des  Armes  nus  Metall  oder  atarkem  Carton 
dar,  welches  im  Kllbogengelejik  G  bcwe){lich  i^t.  JIriD|(t  man  in  den 
InserUoiispuuklen  U  und  A  de»  Muskels  je  einen  Carlo natreilen  Itewt^- 
lich  an  nnd  verbindet  beide  iu  der  WeL^e  im  Punkte  B  wieder  durch 
ein  Chamiergelcnk,  dass  UD  =  UG  und  AD  =  AG  int,  so  lieftirt  wie 
man  leicht  sieht,  di>t  Streike  Gl)  fär  jede  beliebige  Beu|;eatel1ung  die 
dop)>e1le  Länge  Hef  idealen  Hetielarms.  Um  diese  Länge  bequem  ab- 
Jenen  zn  können,    brau<'ht    man  nur  noch  Im  Punkte  G  einen  Uosslab 
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drehbar  anzubringen,  welcher  in  der  Mitte  einen  Schlitz  enthält,  in 
dem  die  Axe  D  auf-  uud  abgleiten  kann.  Nimmt  man  die  Längen- 
einheit für  den  Masstnb  doppelt  so  gross  als  die  Längeneinheit  für  die 
übrigen  Teile  des  Modells  und  verlegt  den  NuUpnnkt  des  Masstabes 
nach  dem  Punkte  G ,  so  wird  die  bei  D  abzulesende  Masszahl  direct 
die  Länge  des  idealen  Hebelarms  angeben.  Da  das  Modell  in  halber 
Lebensgrösse  ausgefüllt  t  worden  ist.  so  ergibt  die  Länge  GD  direct  die 
wahre  Länge  des  idealen  Hebelarms  und  somit  die  Grösse  des  Dehn- 
ungsmomentes fiir  die  Einheit  von  Muskelquerschnitt  nnd  Muskelkraft. 
Der  Querschnitt  des  Supinator  longus  beträgt  nnn  ca.  3  qcm.  Will 
man  daher  die  Grösse  des  Dehnungsmomentes  für  den  wahren  Quer- 
schnitt und  die  Einheit  der  Muskelkraft  erhalten,  so  hat  man  nnr  die 
Längeneinheit  des  Masstabes  auf  den  dritten  Teil  herabzusetzen,  damit 
sich  die  Masszahlen  verdreifachen.  Der  eiste  Fall  findet  sich  an  der 
oberen  Seite,  der  letzte  an  der  unteren  Seite  des  Schlitzes  im  Maastab 
realisirt. 

Man  erkennt  uuter  Anderem  an  dem  Modell,  dass  das  Drehungs- 
moment ein  Maximum  hat,  wenn  AU  X  ^U. 

2)  Mechanismus    für   die    Zerlegung    der    Kraft    eines    Muskels    in    die 
drehende  und  die  nach  dem  Oelenk  gerichtete  Componente. 

Die  drehende  Wirkung  eines  Muskels  wird  ausschliesslich  durch  die 
Compouente  der  Muskelkraft  ausgeübt,  welche  auf  der  Richtung  des 
redien  Hebelarms  (JA  resp.  Gü  (Fig.  2)  senkrecht  steht.  Der  Hebelarm  GA 
kommt  in  Betracht,  wenn  der  Oberarm ,  der  Hebelarm  Gü  dagegen, 
wenn  der  Unterarm  als  fest  augeuommen  vvird.  Wenn  auch  in  beiden 
Fällen  die  drehende  Componente  der  Muskelkraft  verschieden  gross  ist, 
so  ist  doch  das  Drehuugsmonient  dasselbe,  gleichgiltig  ob  der  Oberarm 
oder  der  Unterarm  als  fest  angenommen  wir<l. 

Anders  verhält  es  sich  mit  der  Wirkung  des  Muskels  auf  das  Gelenk. 

Die  andere  Componente  der  Muskelkraft  besitzt  die  Richtung  des 
Hebelarms  AG  bei  feststehendem  Oberarm  und  die  des  Hebelarms  UG 
bei  feststellendem  Unterarm.  Diese  Componente  ist  für  beide  Fälle  im 
Allgemeinen  von  verschiedener  Grösse  und  verändert  sich,  ebenso  wie 
die  Drehcomponente,  mit  dem  Grade  der  Beugung  im  Ellbogengelenk. 
Je  grösser  die  drehende  Componente,  um  so  kleiner  wird  dieselbe  und 
umgekehrt. 

Man  kann  sich  ebenfalls  mit  Hilfe  eines  Mechanismus  für  jede 
Beugestellung  des  Arms  die  Grössen  der  beiden  Componenten  sowohl 
bei  eststehendem  Oberarm  als  bei  feststehendem  Unterarm  verschafien. 
Ist    der  Oberarm    fest,    so    hat   die    drehende  Componente  der  Muskel- 

A 

kraft   den  Wert  p  sin  GAU,  die  nath  dem  Gelenk  gerichtete  den  Wert 

A 

p  cos  GAU ;    ist  dagegen  der    Unterarm  fest,  so  sind  diese  Componenten 

'V  A 

p  sin  GUA  und  p  cos  GUA,     Die    beiden   Componenten    sind    in   jedem 


S 


Falle  die  Knthe1«ii  einex  rethtwiakÜgcu  Dreiecks,  dessen  Hypoteuase  p 
und  (ies-WD  einer  Winkel  ÜAO  tesp.  GUA  ist.  Ist  iu  den  Dreieckeo  p 
durch  eine  lAnga  von  lOO mm  diirgestellt,  so  diüeken  die  Hosszuhlen 
der  beiden  Kulhelen  direet  die  Grösse  der  beiden  CompoDenten  in 
Frooenlen  der  Muskelkraft  nna.  Die  beiden  Dreiecke  kann  man  Dan 
fHr  jede  BeiigestellnnR  auf  folgende  Weise  erhalten. 

Figur  3  stelle  wieder  das  im  Eltbogengeleuk  bewegliche  Modell  eiuee 
Armes  und  U  und  A  die  Insertionspunkte  dpn  Snpinulor  longns  dar. 
CGD  ist  ein  Cartonst reifen  von  über  '200  mm  Länge,  welcher  bei  G  am 


Fiii,  3. 


die  Gctenka\e  drehbar  und  bei  C  und  D  mit  anderen  Teilen  eingelenkt 
ist.  C,  G  und  D  liegen  in  gerader  Linie  und  G  genau  in  der  Mitte 
von  C  uud  D,  und  zwar  so,  d«ss  CG  =  GD  =  100  mm. 

BAJH  ist  ein  langer  CarlonHlreifen  uulerhull)  den  Modells,  welcher 
von  der  Stelle  J  au  bis  zum  Ende  H  einen  Seblits  trägt ,  in  welchem 
eine  Charnieraxe  bei  U  geführt  wird.  Dieser  Ca  r  tonst  reifen  ist  in  den 
Punklttu  A  und  B  mit  dem  Vorderarm  einerseits  uud  einem  AudereD 
Carton streifen  ßC  andererseitM  beweglich  verbunden,  und  Ewat  ist 
AB  =  GC  =  100  niiu  und  BC  =  ÄG,  d.  h.  gleich  der  Eatfemung  des 
MnakelunsalxpunkCes  vom  (ielenk.  Der -Streifen  BC  enthält  bei  C  noch 
eiueu  Forlsat/  CK,  welcher  auf  der  rechten  Seite  in  der  Figur  eine 
genaue  geradlinige  Kante  besitzt,  dereu  Richtung  durch  den  Drehpunkt 
C  geht  und  auf  der  Kichtnng  von  BC  aeiikreclit  steht.  Kin  gann  ent* 
apreclieoder  Teil  ist  hei  D  eingelenkt,  wobei  KD^^UG,  während  die 
untere  Kaute  des  reclil winkligen  Fortsatzes  DL  nach  dem  Drehpunkt 
D  gerkhiet  ist  und  auf  UE  itenkrectil  titeht.  Endlich  ist  zwischen 
EnndU  noch  ein  Curtoualreifen  eiugclenkt,  fflnlen  UE  =  gT)  =  100  mm. 
Dieser  Streiten  UE  ki'iuut«  indes  aueh  fortralleu  und  duTür  der  Pnnht  E 
durch  einen  Stitt  in  den  Schlitz  des  Streifens  BAJH  gezwungen  werden; 
dies  empflelill  sich  aber  nicht,  weil  sonst  bei  dem  geriufcslen  Spielraum 
lies    Stiftes    E    im    Schlitz    die    Entfernung    UE    ungleich    GD    werden 
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würde;  dagegen  kann  man  aber  die  Axe  in  E  gleichzeitig  mit  durch 
den  Schlitz  hindorchstecken ,  denn  £  wird  immer  von  selbst  iu  die 
Verlängerung  von  AU  fallen. 

Da  BAJH  durch  A  und  U  geht,  so  gibt  die  Mittellinie  dieses 
Streifens  die  Richtung  des  Muskelzuges  an.  Da  ferner  AG  =  BC  und 
AB  =  GC,  so  ist  GC  und  damit  der  ganze  Streifen  CGD  stets  parallel  Aü. 
Da  ferner  ÜG  =  ED  und  ÜE  =  GD ,  so  ist  ÜE  stets  parallel  GD  und 
fallt  demnach  in  der  That  von  selbst  in  die  Richtung  des  Schlitzes  HJ. 
Da  endlich  CF  J.  CB  und  DL  J.  DE,  so  ist  auch  CF  J.  GA  und  DL  J.  GU 
resp.  deren  Verlängerung,  wobei  GA  und  GU  zwei  auf  dem  Unterarm 
resp.  Oberarm  aufgezeichnete  und  mit  Einteilung  versehene  Gerade 
(nicht  Cartonstreifen)  bedeuten.  Es  wird  also  durch  die  Kante  von  CF, 
die  Verbindungslinie  GA  und  die  Strecke  GC  einerseits  und  durch  die 
Kante  von  DL,  die  Verbindungslinie  GU  (resp.  deren  Verlängerung) 
und  die  Strecke  GD  andererseits  für  jede  beliebige  Beugestellung  je 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  festgelegt,  und  zwar  ist  iu  dem  ersten  Drei- 
eck <^  AGC  =  <^  GAU  und  in  dem  anderen  Dreieck  <^  UGD  =  <^  GUA. 
Ist  demnach  sowohl  GC  als  auch  GD  Repräsentant  der  Muskelkraft, 
so  schneidet  die  Linie  GA  auf  der  Kaute  CF  den  Repräsentanten  für 
die  drehende  Componente  und  umgekehrt  die  Kante  CF  auf  der  Linie  GA 
den  Repräsentanten  für  die  nach  dem  Gelenk  gerichtete  Componente 
der  Muskelkraft  bei  feststehendem  Oberarm  aus;  entsprechend 
schneidet  GU  auf  der  Kante  DL  den  Repräsentanten  der  drehenden  und 
umgekehrt  die  Kante  DL  auf  GU  den  für  die  nach  dem  Gelenk 
gerichtete  Componente  bei  feststehendem  Unterarm  ab.  Bringt  man 
auf  den  Linien  GA,  CF,  GU  und  DL  Einteilung  in  Millimeter  an, 
so  geben ,  da  CG  =  GD  =  100  mm  ist ,  die  Masszahlen  der  Abschnitte 
auf  diesen  vier  Linien  direct  die  Grössen  der  betreffenden  Kraftcom- 
ponenten  in  Procenteu  der  Muskelkraft  an.  Die  Abschnitte  auf  CF 
und  DL  sind  gleichzeitig  ein  Mass  für  das  Drehungsmoment  des  Muskels; 
man  erhält  das  letztere  in  Prozenten  der  Muskelkraft,  wenn  man  ent- 
weder die  Masszahl  des  Abschnittes  vou  CF  mit  der  Masszahl  der 
Strecke  GA  (nicht  des  Abschnittes  auf  GA)  oder  die  Masszahl  des  Ab- 
schnittes von  DL  mit  der  Mnsszahl  der  Strecke  GU  multiplicirt. 

Wenn  GA  >►  GU,  was  für  den  Supinator  longus  zutrifft,  so  erkennt 
man  leicht,  und  kann  es  am  Mechanismus  bestätigt  finden,  dass  der 
Abschnitt  auf  GA  immer  die  Richtung  GA  selbst  besitzt,  d.  h.  dass 
die  Componente,  welche  bei  feststehendem  Oberarm  nach  dem  Gelenk 
gerichtet  ist.  stets  positiv  oder,  mit  anderen  Worten,  stets  im  Sinne 
einer  Pressung  des  Unterarms  gegen  den  festgestellten  Oberarm  wirkt; 
diese  Pressung  erleidet  ein  Minimum,  wenn  AU  ±,  GU.  Bei  feststehendem 
Unterarm  ist  dagegen  die  entsprechende  Componente,  welche  durch 
den  Abschnitt  auf  GU  dargestellt  i.st,  durchaus  nicht  immer  positiv. 
Sie  erhält  den  Wert  0,    wenn  AU  X  CU  und  wird  sogar  negativ,  wenn 
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man  die  Beugung  im  Ellbogengelenk  noch  weiter  fortsetzt,  so  dass  der 
Winkel  AUG  stumpf  wird;  in  diesem  letzteren  Falle  findet  nicht  mehr 
ein  Pressen  des  Oberarms  gegen  den  festgestellten  Unterarm  statt,  sondern 
es  sucht  der  Muskel  den  Oberarm  vom  Unterarm  abzuziehen. 

Entsprechende  Mechanismen  lassen  sich  für  jeden  Beugern uskel  des 
Armes  oder  irgend  eines  anderen  Gliedersystems  construiren. 

(O.  Fischer.) 

264      Mechaulsmus  zur  Bcstimmniigr  der  Trägheitsmomente  eines  Körper- 
teils für  alle  Schwerpunktsaxen.    Von  Otto  Fischer  in  Leipzig. 

Bei  einer  Untersuchung  der  Trägheitsmomente  des  menschlichen 
Körpers  und  seiner  Teile*)  hat  sich  herausgestellt,  dass  für  nahezu 
alle  Körperabschnitte  das  Centralträgheit^ellipsoid  ein  Rotationsellipsoid 
ist,  dessen  Kotationsaxe  die  grosse  Axe  der  rotirenden  Ellipse  darstellt 
und  mit  der  Läugsaxe  des  betreffenden  Körperteils  zusammenföUt« 
Demnach  besitzt  das  Trägheitsmoment  in  Bezug  auf  die  Längsaxe  eines 


NC 

Fig.  4. 
Gliedes  den  kleinsten  Wert,  während  die  einander  gleichen  Trägheits- 
momente lür  alle  zur  TJlngsaxe  senkrechten  Schwerpunktsaxen  den 
grössten  Wert  annehmen.  Ist  der  Trägheitsradius  für  diese  letzteren 
Axen  a,  der  für  die  Längsaxe  b,  so  dass  nlso  die  Trägheitsmomente 
für    die    zur    Längsaxe    senkrechten    Schwerpunktsaxen    den  Wert   ma* 


*)  Diese  Arbeit  ist  jetzt  im  Druck  und  wird  demnächst  eracheinen  unter 
dem  Titel:  VV,  Braune  und  O.  Fischer,  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  des 
menschlichen  Körpers  und  seiner  Glieder.  A)>handlnngen  der  Königl.  Sachs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften.  18i)2. 
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habeu,  dagegen  das  für  die  Längsaxe  selbst  dcu  Wert  mb'  (m  Masne 
des  Gliedes),  so  ist  das  TrägheitsmomeDt  mx*  far  irgend  eine  Axe, 
welche  mit  der  Längsaxe  des  Gliedes  den  Winkel  y  bildet 

mx*  =  ma*  sin'Y  +  nib*  cos*y  • 
Es  gilt  also  für  den  Trägheitsradius  x  die  Relation 
X*  =  a'  sin'Y  +  b'  cos*y  =  a'  —  c*  cos*y  , 
wenn  a'  —  b*  =  c'  gesetzt  wird. 

Die  Grösse  x  kann  man  sich  iür  irgend  eine  Neigung  der  Axe  znr 
Längsaxe  des  Gliedes  mit  Hilfe  des  in  Fig.  4  schematisch  dargestellten 
Mechanismus  verschaffen.  Derselbe  besteht  aus  9  Streifen  ans  Metall 
oder  dickem  Carton  AH,  HGM,  MB,  ABC,  CD,  DME,  EF,  FG  und  LMF, 
von  denen  MB  mit  einem  Kreis  um  den  Mittelpunkt  M  und  LMF  zum 
Teil  mit  einem  Schlitz  versehen  ist.  Die  Streifen  sind  in  den  Punkten 
A,  H,  M,  B,  C,  D,  E,  F  und  G  drehbar  verbunden,  und  zwar  treffen 
an  den  Axen  M  und  F  je  drei  Cartonstreifen,  an  allen  anderen  nur 
zwei  zusammen.  Die  Streifen  HGM,  ABC  und  DME  enthalten  je  drei 
Drehpunkte,  welche  genau  in  gerader  Linie  liegen,  alle  audern  nur  zwei. 

Wenn  nun  AC  =  2a 


AB  =  BC  =  HM  =  DM  =  a 


a 


HG  =  GM  =  ME  ==  EF  =  FG  =    -     und 

ÄH  =  BM  =  CD  =  c,  also  gleich  Ka«  —  b*  gemacht 
worden  ist,  so  gibt  für  jede  Stellung  des  beweglichen  Mechanismus  die 
Entfernung  MF  die  Grösse  des  Trägheitsradius  x  an  für  diejenige  Axe, 
welche  mit  der  Längsaxe  des  Gliedes  den  durch  die  Richtung  von  MF 
und  die  zu  BM  senkreclite  Richtung  JMN  bestimmten  Winkel  (in  dei 
Figur  <^  LMN)  bildet.     Dias  ist  leicht  einzusehen: 

Aus  der  Figur  ist  ersichtlich,  dass  BH  immer  parallel  CM  bleibt, 
da  beide  die  Gegenseiten  eines  Vierecks  BHMC  bilden,  in  welchem  das 
andere  Paar  Gegenseiten  BC  und  HM  gleich  und  parallel  ist.  Ferner 
bleibt  DB  auch  stets  parallel  CM,  da  die  beiden  Dreiecke  CDM  und 
MBC,  welche  auf  derselben  Grundlinie  stehen,  congrnent  sind,  also 
dieselbe  Höhe  besitzen.    Es  liegen  also  D,  B  U7id  H  stets  in  gn-ader  Linie. 

Da  MG  =  GF  =  FE  =  ME,  so  ist  ferner  MF  die  Halbirende  des 
Aussen  winkeis  an  der  Spitze  des  gleich>»chenkligen  Dreiecks  DHM, 
folglich  ist  MF  parallel  der  Grundlinie  Dil  dieses  Dreiecks  und  daher 
auch  parallel  CM.  Es  liegen  also  auch  C,  M  und  F  stets  in  einer  geraden 
Linie,  welche  der  Geraden  DBH  parallel  läuft. 

Der  Abstand  dieser  beiden  Parallelen  ist  BM  .  sin  BML  oder,  da 
BM  =  c  und  BML  das  Complcnient  zu  dem  Winkel  y^  welchen  die 
Richtung  von  MF  mit  der  Richtung  der  zu  BM  senkrechten  Geraden 
JMN  bildet,   c  .  cos  y-     Man-  hat    nun  lerner  in  HGF  ein  gleichschenk- 
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liges    Dreieck,    in    welchem    die    Halbirende    des    Winkels    HGF    stete 

parallel  MF  läuft,  da  MF  selbst  Halbirende  des  zu  IIGF  correspon- 
direnden  Winkels  GME  ist.  Daher  steht  die  Grundlinie  HF  diese.^ 
Dreiecks  stets  senkrecht  auf  MF  und  stellt  direct  den  Abstand  der 
lieiden  Parallelen  DH  und  CF  dar;  es  ist  infolge  dessen  HF  =  c .  cosy- 
In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  MFH  besitzt  aber  ausserdem  die  Hypo- 
tenuse MH  die  constante  Länge  a,  folglich  besteht  für  die  Kathete  MF 
die  Relation 

MF*  =  a*  —  c'  cos  *Y  • 

Es  gibt  also  MF  in  der  That  die  Grösse  des  Trägheitsradins  x  an. 

Bringt  man  einen  in  M  drehbaren  Masstab  an,  welcher  einen  Schlitz 
zur  Führung  der  Axe  F  besitzt,  so  kann  man  an  ihm  die  Länge  von  x 
für  jetle  beliebige  Grösse  des  Winkels  7  ablesen,  wobei  dieser  Winkel  f 
durch  einen  die  Gerade  FM  über  M  hinaus  verlängernden  Pfeil  und 
einen  mit  BM  fest  verbundenen  Transporteur  mit  dem  Mittelpunkt  M 
eingestellt  wird. 

Der   ausgeführte    Mechanismus    liefert    die  Trägheitsradien    fdr    die 
Sohwerpunktsaxen  des  Oberschenkels;  für  diesen  hatte  sich  ergeben 
a  =  11,22  cm  und  b  =  4,555  cm,  woraus  folgt  c  =  10,254  cm. 

Hält  man  den  Cartonstieifcn  BM  des  Mechanismus  fest  and  setd 
den  letzteren  in  Bewegung ,  so  beschreibt  der  Punkt  F  eine  Curve, 
deren  Gleichung  in  Bezug  auf  ein  Polarcoordinatensystem  mit  dem 
Mittelpunkt  M,  der  Axe  MB'  und  dem  Winkel  a- 

r*  =  a*  —  c'  sin'  *, 
da  d*  das  Complement  zn  y  ist. 

Diese  Corve  ist  aber  bekanntlich  die  Fusspnnktcnrve  der  Ellipse 
mit  dem  Mittelpunkt  M ,    der  grossen  Halbaxe  a  und  der  linearen  Ex- 

centric*ität  c  -  r  a*  —  b*,  wo  b  die  kleine  Halbaxe  bedeutet.  Der  eine 
Brennpunkt  dieser  Ellipse  ist  der  festgehaltene  Punkt  B,  der  andere  B' 
liegt  auf  der  Verlängerung  von  BM. 

Man  kann  also  den  lieschriebenen  Mechanismus  gleichzeitig  dazu 
verwenden,  die  Fusspnnktcnrve  einer  bestimmten  Ellipse  zu  zeichnen. 
Gibt  man  sich  von  vornherein  in  der  Ebene  der  Zeichnung  die  Lage 
des  Mittelpunktes  M  und  der  beiden  EUipsenbrennpunkie  B  und  B'  an, 
so  braucht  man  nur  einmal  den  Mechanismus  so  festzulegen,  dass  B 
und  M  mit  den  in  der  ZeichenebeiH)  markirten  Punkten  B  und  M  zu- 
sammenfallen, ohne  dass  die  Bewegung  des  Mechanismus  gehemmt 
wird,  dann  zeichnet  der  Punkt  F  die  rechte  Hälfte  der  Fusspunktcurve. 
Daranf  dreht  man  den  ganzen  Mechanismus  um  den  immer  noch  fest 
bleibenden  Punkt  M  um  180^  herum  bis  B  mit  B'  zusammenfällt  und 
bekommt  auf  die^^e  Weise  auch   noch  die  andere  Hälfte  der  Curve. 

(O.  Fischer.) 
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Zweiter  Abschnitt.     Mathematische  Physik. 

T.    Apparate  und   Modelle   zur  Veranschaulichung 
der  Gesetze'  der  Fortpflanzung  von  Wellen. 

265  Welleninaschiiie  zur  Demonstration  der  Snperposition  Ton  Wellen 
von  Prof.  L.  Boltzmann,  üaiv.  München,  ausgestellt  vom  Physikalisohen 
Institut  der  Universität  Graz. 

Die  Wellenmaschiue  zeigt  untereinander  drei  Reihen  von  Kugeln.  Die 
Kugeln  der  obersten  Reihe  sind  rot,  die  der  mittleren  gelb,  die  der  untersten 
weiss  bemalt.  Jede  Kugel  ist  am  Ende  eines  horizontalen  Stabes  befestigt, 
der  um  den  andern  Endpunkt  A  drehbar  ist  (s.  Figur).  Der  Stab  geht  durch 
den  verticalen  Schlitz  eines  Messingblechs  hindurch,  so  dass  er  sich  nur 
in  einer  verticalen  Ebene  hin  und  her  bewegen  kann.  Nahe  dem  kugel- 
tragenden Endo  kann  imter  der  obersten  und 
mittleren  Reihe  der  Stäbe  je    eine  Schiene  von 

0^^^_^^^_^^^^^^         beliebiger    Gestalt  hindui'chbewegt    werden,   auf 
1  welcher  die  Stäbe  durch  ihr  Gewicht  aufruhen. 

Dadurch  kann  in  der  obersten  respective  mit- 

Oi  telsten  Kugelreihe   (der  der    roten  resp.  gelben 

"w  ■"""    Kugeln)  in  bekannter  Weise  eine  wellenähnliche 

^^^  1/  Bewegung  erzeugt  werden.     Jede  weisse  Kugel 

(^ dagegen  ist  mit  der  darüberliegenden  roten  und 

gelben  Kugel  so  verbunden,  dass  ihre  Bewegung 
immer  die  algebraische  Summe  der  Bewegimgen 
der    beiden    andern    Kugeln    ist,    so     dass    also    die    weisse    Kugel- 
reihe jedesmal   die  Superpoaition   der   beiden   in   der  roten  und  gelben 
Kugelreihe  erregten  Wellen  zeigt. 

Dies  ist  in  der  folgenden  Weise  bewirkt:  Die  beiden  Enden  einer 
Schnur  sind  an  den  oberen  resp.  mittleren  Stab  nahe  dem  kugeltragenden 
Stabende  angeknüpft.  Der  untere  Stab  dagegen  trägt  in  der  Mitte  einen 
Ring,  durch  welchen  die  Schnur  hindurchgezogen  ist  (s.  Figur).  Um 
nun  die  Interferenz  zweier  gloichgerichtot<3r  Wellenzüge  zu  zeigen,  können 
die  Schienen  fest  verbunden  werden.  —  Um  die  Interferenz  entgegengesetzt 
laufender  Wellenzüge  (stehende  Wellen)  zu  zeigen,  ist  an  jeder  Schiene 
eine  Zahnstange  befestigt.  Zwischen  beide  Zahnstangen  kann  ein  Zahn- 
rad eingeschoben  werden,  dessen  Drehung  beide  im  entgegengesetzten 
Sinne  bewegt. 

(L.  Boltzmann.) 
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Zwei  Apiiarate,  um  die  Oliert5ne  gezupfter  Saiten  zu  zeigen  von 
Prof.  L.  Boltzmann,  Müncheu,  ausgestellt  vom  Physikalitchtn  institut  der 
Universität  Graz. 

1.  Apparat.     Ülur  5  parallel«,  rec^htecki^e  Metallplatteii  laufen   in 
passenden  Einschnitten  17  Sehnürn,   deren  eines  Ende  an  der  hintersten 

Metallplatte  festgemacht  ist,  deren  anderes  Ende 
je  eine  Kugel  trägt.  Alle  Kugelc(»utra  stehen 
ursprünglich  in  einer  horizontalen  Geraden. 
Zwisch«Mi  je  zwei  Metallplatti'n  können  Metall- 
hliMilu»  von  den  aus  der  Figur  ersichtlichen 
Fornn'u  <»ingest»»ckt  worden.  Dadurch  werden 
di(»  vri-sohiedeiifn  S<'hnüre  zwischen  die  beiden 
M«»tallplatt»»n  verschieden  tief  hinabgezog«»n  und 
daher  di«»  Kugeln  so  hinaufgezogen,  dass  ihre 
O'ntm  in  eine  Curvi?  zu  liegen  kommen,  welche 
die  Supi'i-p(>sition  aller  jener  Curven  darstellt, 
von  denen  die  eing«»st»»ckten  Metallbleche  nach 
unten  begi-enzt  weiiien.  Stellen  letztere  Curvon 
die  Partialtöne  einer  in  der  Mitte,  in  V»  ihrer 
liünge  etc.  gezupften  Saite  dar,  so  liegen  die 
0?ntra  der  Kugeln  in  einer  Curve,  welche  die 
0«'stalt  der  gezupften  Saite  selbst  darstellt 

2.  Apparat.    Dei-selbe  dient  dazu,  um  nicht  bloss  die  Zerlegung  der 
Gestalt  der   in  der  Mitte  gezupften  Saite  im  ersten  Momente  ihrer  Be- 


wegung, sondeni  auch  während d»»H  ganzen  Verlaufes  der  Bewegung  zu  zeigen. 
Die  nebenstehende  Figur  stellt  bloss  jene  Bestandteil«^  dar,  welche  in  einer 
und  dei-selben  vertiealeii  Ebene  li(»gen.  a,  b,  c  sind3StUbt»,  die  so  geführt 
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sind,  dass  sie  sich  bloss  vortical  auf  und  ab  bewegen  köniion.  Ihre 
UDteren  Enden  ruhen  durch  das  eigene  Gewicht  auf  3  Walzen,  Wi,  Wg, 
Wg,  während  die  beide»»  ersten  Stäbe  oben  je  eine  "Rolle  a  und  ß ,  der 
dritte  dagegen  einen  Haken  y  trägt.  Am  Haken  ist  eine  Schnur  befestigt, 
die  zuerst  über  die  fixe  Rolle  5,  dann  über  die  bewegliche  ß  dann  wieder 
über  eine  fixe  Rolle  c,  dann  über  die  bewegliche  Rolle  a  läuft  und  am 
Ende  eine  Kugel  x  trägt.  Wir  denken  uns  nun  17  in  dieser  Weise  ein- 
gerichtete RoUensystenie  mit  17  Kugeln  x  neben  einander  aufgestellt. 
Die  Walze  W^  ist  für  alle  17  Stäbe  a  ein  und  dieselbe  und  von  solcher 
Gestalt,  dass  bei  ihrer  Umdrehung  die  17  Stäbe  n  dieselbe  Bewegung 
machen,  wie  die  T«ulchen  einer  st«»h(»nden  einfachen  Sinuswelle.  Diese 
ist  an  den  17  Rollen  a  sichtbar.  In  gloicher  Weise  kann  durch  Um- 
di-ehuug  der  Walze  W«  eine  eiufaclie  Sinusschwingung  der  Stäbe  b, 
durch  Umdri'hung  der  Walz(»  Ws  eine  solch<*  dov  Stäbe  c  erzeugt  werden. 
Während  jedoch  auf  alle  17  Stäbe  a  nur  eine  halbe  Welle  entßlllt,  so 
entfallen  auf  die  17  Stäbe  b  */•  ,  auf  die  17  Stäbe  c  V«  Wellen.  Die 
Rollen  ß  zeigen  also  eine  Wellenbewegung  von  3  mal  kleinerer,  die  Haken 
Y  eine  Wellen bow(»gung  von  5  mal  kleinerer  Wellenlänge  als  die  Rollen  a. 
Femer  sind  die  3  Walzen  so  durch  Zahnräder  verbunden,  dass  auf  eine 
Umdrehung  d^r  erst*»n  3  Umdrehungen  der  zw^eiten  und  5  Umdrehungen 
der  dritten  Walze  komnieul  Endlich  sind  noch  die  Amplituden  der  drei 
Wellengattuugen  so  gewählt,  dass  sie  denen  der  drei  ersten  Partialttine 
einer  in  der  Mitte  gezupften  Saite  entsprechen.  Die  letzte  Amplitude 
ist  natürlich  verdop[K>lt  Die  Kugeln  x  machon  dann  annähernd  die  Be- 
wegungen der  Teilchen  der  Saite  st»lbst. 

(L.  Boltsmann.) 

267  Zwölf  Photographien  zur  Darstellung^  der  von  einer  abgeschossenen 
Pllntenkugel  erzeugten  Weilenbewegung  von  C.  V.  Boys,  Royal  College 
of  science.    Soutii  Kensington  Museum. 

Beschreibung  der  Photographien. 

No.  10.  Schema  der  von  Boys  beim  Photograpliiren  der  Kugeln  et<j.  be- 
nutzten elektrischen  Schaltungen. 

,,  11.  Allgemeine  Ansicht  des  Laboratoriums  und  der  Aufstellung  der 
Apparate. 

,,     13.    Photographie  der  Martini-IIenry-Kugol. 

.,     14.    Photographie  der  Magazine-rifle-Kugel. 

,,     18,   Dieselbe  in  einer  Kohlensäure-  und  Ätherdampfatmosphäre. 

,,  20.  Photographie,  welche  zeigt,  dass  bei  nahezu  streifender  Incidenz 
die  Wellen  nicht  retlectirt  werden,  sondern  sich  mit  verstärkter 
Intensität  vorwärts  bewegen.  Es  ist  dies  das  gleiche  Phänomen 
wie  bei  der  „Flüstergallerio".  welches  auch  bei  der  Ablenkung 
von  Kugeln  eine  Rolle  spielt,  die  ganz  nahe  an  einer  Wand 
vorbeigehen. 


N 
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0.  22, 


Photo^ra[)hio ,  welcho  die  Verschiedonheit  im  ^''erhalten  von 
Wollen  Ihm  Reflexion  unter  verschied«?nen  Einfallswinkeln  zeigt. 
Bei  aa  ist  vollkommene  Reflexion,  bei  bb  gar  keine  Reflexion, 
sondern  bloss  Bougun^^  der  Wellenfliü-he  na«*h  vorn;  cc  zeigt 
den  t'bcrgang  vom  ersten  zum  zweit<*n  Falle.  Die  Beugung 
der  "Wi'llt'nfliiche  bei  dd  ist  eine  interessant«?  Vrranschauliehung 
des  Huygons'sehen  IVincips  der  "Wellenfortpflanzung. 
Photographie  eines  Sohu.sses  aus  einer  Vogelflinte. 
Ph(»t(>grapliie  oiner  Kugel,  die  einen  C-arton  und  dann  eine  Glas- 
platte durchbohrt. 

I)asst»lb«'  in  spätoion  Stadien;  zuletzt  in  etwa  15"  Abstand  von 
der  Platte. 


268  Beschreibung  des  Thronographeu   von   Bashforth,   in  versehiedeneB 
Werlien  und  Abliundlunaren  von  Rcv.  F.  Basfortli,  I/)ndon. 

Der  Chronograph  dient  speciell  zur  B<'stimmung  des  Luftwiderstandes 
\m  Gesrhossen.  BrigogclMMi  sind  Ballistische  Tafeln,  im  Gebrauch  der 
britischen  Armee, 

269  Bewegrliches  Modell  der  Keuseh'schen  Lichtbrechnngseonstructiony 

lUk'h  Angabe  von  Prof.  Weifilioid  in  Chemnitz,  ausgeführt   und   ausgestellt 
von  Mechaniker  G.  Lorenz,  Chemnitz. 


*? 

27. 

?1 

•^ 

30  >. 

^« 

3L 

IT 

32  J 

Ist    OO'AB    ein    (ieh^nkparallelo^ri-amm,    dessen   Seite  00'    auf   einer 

Metalls(^heibe  f(»st^r,.halt<»ii  wird  und  dessen  Seite  AB  einen  Schlitz  trägt, 

in    welchen    der    fn«ie    Endpunkt  S*    eines    um    den   Punkt  ()    drehbaren 

Stäbchens  ( )S'  einspielt,  dann  ergibt  sich  aus  «lem  verän^ierliclicn  Dreieck 

sin  f'         a* 
OAS',  wenn  ()A   =  a.  OS'  =  a',  dass  =        ist,  also  während  der 

sin  s  a 

!]ewegunp   (M»nst;mt  liltibt.     l>a    nun    r  und  e'    die  Winkel    von  0.\    und 

OS'  gegen  die  festgehaltene  !*arallelogi*annnseite  ()()'  sin<l,  so  können  O.A 

und  OS'  als  lÜchtungeu   von   einfallendem   und  gebrochenem  Strahl  ge- 
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deutet  werden,  wenn  00'  das  Einfallslot  und  eine  auf  der  Metallscheibe 
markirte  zu  00'  senkrechte  Linie   die  Grenze  der  zwei  Medien  mit  dem 


a 


zugehörigen  Brechungsindex  —  rej)riisentirt. 

a 


(Kleiber.) 


270      Zwei  Modelle   zur  Erlftuterunf  der    liichtbrechung ,  nach  Angabe  von 
Prof.  0.  E.  Meyer,  Univ.  Breslau,  verfertigt  und  ausgestellt  von  J.  Kleinert, 

Mechanicus  in  Breslau. 

1.  Modell  zur  Erläuterung  des  Gesetzes  für  die  Brechung  ebener 
LicMtoeÜen.  Es  stelle  in  Fig.  1  die  Linie  FAC  die  Grenze  zweier  durch- 
sichtigen Medien  dar,  deren  Brechungsverhältnis  n  =  1,5  angenommen 
ist.  AB  bezeichne  die  Lage  der  einfallenden  Wellenebene,  also  BAC 
den  Einfallswinkel.  Die  Lage  der  gebrochenen  Welle  kann  man  auf 
folgende  Weise  zeichnen.  Man  wählt  die  Lage  von  F  und  C  neben  A 
so,  dass,  wenn  FA  =  b  gesetzt  wird,  FC  =  n*  b  ist;  man  zieht  mit 
dem  Halbmesser  nb  einen  Kreisbogen  um  F;  dann  verlängert  man  AB 
über  A  hinaus  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem  Kreise  und  zieht  vom 
Durchschnittspunkte  E  die  gerade  Linie  EDO  nach  dem  Punkte  0.  Dann 
gibt  DC  die  Lage  der  gebrochenen  Wollenebene,  welche  aus  der  ein- 
fallenden AB  entsteht,  der  Huygens'schen  Construction  entsprechend  an. 
d.  h.  so,  dass  die  von  A  auf  EC  und  von  C  auf  Aß  gefällten  Lote 
AD  und  BC  im  Verhältnisse  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten,  also 
von  1  :  n  stehen. 


Fig.  1.  Fig.  2. 

Der  Beweis  folgt  aus  dor  Annahme,  dass  FA  :  FE  =  FE  :  FC  = 
1  :  n  ist;  daher  sind  die  Dreiecke  EFA  und  CFE  einander  symmetrisch 
ähnlich,  folglich  EA  :  EC  =  FA  :  FE  =  1  :  n,  also  endlich  auch 
AD  :  BC  =   1  :  n. 

Hiemach  ist  das  in  Fig.  2  gezei<'hiicte  Modoll  so  eingerichtet,  dass 
an  einer  horizontalen  Stange  FAC  drei  andere  drehbar  angebracht    sind 


Mathematische  Physik.    T. 


365 


diu  Stange  FE  trägt  in  £  einen  Schieber,  in  welchem  HAB  und  CE 
frei  gleiten.  Die  Pfeile,  welche  die  Kichtung  der  Fortpflanzung  an- 
deuten sollen,  wird  man  herumdrehen,  wenn  der  Übergang  des  Lichtes 
aus  dem  stärker  brechenden  in  da«  schwächer  brechende  Mittel  erklärt 
werden  soll.  Die  Stellung,  bei  welcher  der  Kreuz ungspunkt  E  senk- 
recht unter  A  liegt,  also  AB  vertical  steht,  entspricht  dem  Beginne 
der  Totalreflexion. 

2.  Modell    zur  Erläuterung    des  Brechung sgesetzea    in    Linsen,    Das 
bekannte  Gesetz  für  Convexlinsen  ~  +    k  =  p   l**sst  sich  nach  Fig.  3, 


Fig.  3.  Fig.  4. 

in  welcher  AC  =  a,  CB  =  b  sei,  in  die  Form  tang  a  -f-  tang  ß  =  const 
bringen.  Wird  also  bei  unverändei-ter  T^e  von  D  der  Punkt  A  ver- 
schoben,   so    bewehrt  sich  B  so,    dass  der   Abstand  EG  constaut   bleibt. 


Fig.  5. 


Fig.  6. 


366  in.  Abtoiluüg. 

Hiornach  versteht  man  leicht  die  Eiurichtuug  des  iu  Figur  5  gezeichnete« 
Modells;  der  Punkt  A  und  dio  Strookon  EG  sind  mit  gabelförmigeo 
Schiebern  bewegli<.^h.     Für  Concavhnseu  gilt  nach  Fig.  4, 

tang  a  —  tang  ß  =  cronst,  also  abermals  E(t  =  const. 

Das   Modoll  kann  in   einer  etwas  anderen  Zusammensetzung,    welch«» 

durch    Fig.  6  erläutort   wird,    ebenso    au(^h    für  diesen    Kall    gebrau(;ht 

wci-don. 

(0.  E.  Meyer.) 

271      Interferenzflftehe  der  Newton*schen  Ringe.  Von  Prof.  Sohncke,  München. 

Eine  planparallele  Glasplatte,  auf  einer  Planconvexlinse  liegend,  gibt 
im  Natriumlicht  beim  Einfallswinkel  54^44'  dunkle  Ringe,  deren  erster 
und  zwanzigster'^  fünffach  vergrössert ,  dargestellt  sind.  Alle  Ringe  sind 
Curvon  doppelter  Krümmung;  sie  liegen  sämtlich  auf  einer  Regelfläcke 
dritter  Ordnung:  ,, Der  Interferenzfläche* %  und  sind  die  Schnitte  dieser 
Fläclie  mit  (koaxialen  elliptischen  CylindcMii,  deren  Horizontalschnitte 
concentrische  Kreise  sind.  Die  Fläche  ist  unabhängig  vom  Krümmungs- 
radius der  Couvexlinso,  dagegen  abhängig  von  der  Dicke  und  dem 
Brechungs<iuotieuten  der  plan  parallelen  Platte.  Sie  besitzt  eine  endliche 
Doppellinie.  Projiciit  man  die  Ringe  duix-h  Parallele  zur  Axe  des 
Beobachtungsmikroskops  auf  eine  Horizontalebeno ,  so  bilden  die  Projec- 
tionen  concentrisclie  Kreise. 

Die  in  der  centralen  Einfallsobene  gelogenon  Ringdurcbmosser  liegen 
alle  auf  einer  geraden  Linie :  der  Haup f geraden,  deren  Neigung  tu  gegen 
die  Horizontale  allein  vom  Einfallswinkel  i)*  abhängt  und  durch  die 
Gleichung  bestimmt  ist: 

sin  t>  .  (JOS  ^ 
^"'^  1  4-c8^ 

Di<^se  Durchmesser  befolgen  das  Gesetz  der  Quadratwurzeln  der  na- 
türlichen Zahlen  und  haben  alle  zum  Mittelpunkte  denjenigen  Punkt  P, 
in  welchem  der  Berührungspunkt  der  Kugel  und  der  planparallelen  PLitte 
nach  der  Brechung  duich  die  Platte  zu  liegen  S('heint.  Die  dem  Lichte 
zugewandten  Hälften  der  Durchmesser  erheben  sich  über  die  Horizontale, 
die  lichtfernen  Hälften  senken  sich  darunter. 

Richtet  man  das  Mikroskop  auf  den  Punkt  P  und  vei*schiebt  es  vor- 
wärts längs  seiner  Axe  um  eine  gewisse,  von  der  Dicke  der  plan- 
parallelen Platte  abhängige  Grösse,  zieht  dann  durch  den  jetzt  scliarf 
gesehenen  Punkt  Q  eine  Qurrgcrade  senkrecht  zur  centraltMi  Einfalls- 
(.'bene,  so  trifft  diese  alle  Ringe.  Die  auf  dieser  Quergeraden  gemessenen 
Querdurchmesser  haben  alle  denselben  Mittelpunkt  Q  und  sind  den  auf 
die  Horizontal«'  projicirten,  in  der  centralen  Einfallsebene  liegenden 
Durchmessern  gleich;  (hierbei  wird  durch  Parallele  zur  Mikroskopaxe 
projicirt.)    Die  (lerade  PQ  ist  die  erwähnte  Doppellinie;  sit^  heisse  Z^. 
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Wählt  man  als  X-Axe  des  Coordinateusystcms  die  Hauptgorade  und 
P  als  Anfangspunkt,  ferner  die  Y-Axe  senkrecht  zur  Einfallsebem», 
endlich  die  Z-Axe  schief  gegen  die  X-Axe,  nämlich  in  die  Doppollinio  Zj 
fallend,  also  der  Mikroskopaxc  parallel,  so  heisst  die  Gleichung  der 
InterfiTenzflächo : 

0  =  X  (x«  +  y»)  sin  0-  -  2  z  (x«  +  y*  cos«  ^)  —  2z  y*  cos«^ 

Vergl.  Sohncke  und  Wangerin :  Neue  Untersuchungen  über  die  Now- 
ton'schen  Ringe:     Wiedemanns  Annalen  12.  1881.     S    1  und  201. 

(Sohncke.) 

272  Dieselbe  Flttchey  dargrestellt  alg  RegelflAche  durch  ihre  erzengrenden 
Geraden.     Drahtinodell  von  Prof.  W.  Voigt  Univ.  Göttingen. 

273  SiihKrische   nnd   el>ene  Olfiser  anr  Controle  der  Oenanigrkeit  der 
Krttmmung«     Ausgeführt   und   ausgestellt   von   C.    K.    Steinheil   SBhne, 

München. 

1.  Sphärische  Flächen. 

Zwei  Flächen,  welche  aufeinander  passen,  so  da.ss  di«»  sie  trennende 
Luftschichto  an  allen  Stellen  gleich  dick  ist,  müshon  sphärisch  sein,  wenn 
diese  Eigenschaft  bei  beliebigem  Verschieben  der  Flächen  gegeneinander 
stets  erhalten  bleibt. 

Ausgestellt  sind  drei  sphärische  Flächen,  mit  circa  60  mm  Durch- 
mo8.ser,  von  denen  zwei  den  gleichen  Halbmesser  -|-  und  —  haben  und,  in 
jeder  I^age  gegeneinander,  die  gleiche  Farbe  der  Newton'schen  Farben- 
ringe zeigen.  Das  dritte  ist  <'oncav  mit  etwas  grössen»m  Halbmi^sser 
als  die  beiden  anderen,  so  dass  es  mit  dem  convexen  combinirt  Newton'- 
sche  Farbenringe  zeigt,  welirhe  geg»Mi  den  Rand  hin  immer  dicki^ron 
Luftschichten  entsprechen,  während  si(;h  die  Glils(?r  in  der  Mitte  berühren. 

Mit  den  lotztgenannteu  beidt»n  Oläsern  lä.^st  sich  die  Methode  zeigen, 
wi(»  Fraunhofer  die  Probegläser  anzuwenden  pfl«»gte,  indem  das  runde  Bild 
der  Newton'schtjn  Farbenringe  duix^h  Neigen  der  Gläser  gegeneinander 
über  die  Fläche  bewegt  wurde,  wobei  es  rund  bleil)en  muss,  wenn  die 
Flächen  sphärisch  sind.  B<»i  Anwendung  des  runden  Fleckes  ist  die 
Probe  auf  sphärisch  g<»gebeu,  während  die  genaue  Einlialtung  des  gleichen 
Halbmessei-s  viel  sicherer  controlirt  wird,  wcrni  die  Gläser  üb«»r  die  ganze 
FDiclie  nur  eine  Farbe  zeigen. 

2.  Planflächen. 

Stellt  man  drei  sphänsche  Flä(*hen  mit  unendlic^h  gro.ssem  Halbmesser 
(Planfläclu^nj  Ihm-,  so  nuiss  j«mIo  dieser  Flächen  auf  jede  andere  gelegt 
eine  parallele  Lufts<rhichte  einschliessen,  welche  bei  regelmässiger  Gestalt 
gleich  bleibt,  wenn  man  die  Flächen  beliebig  gegeneinander  verschiebt. 

Ausgestellt  sind  drtü  Planglilser,  deren  Genauigkeit  sich  dadurch  kenn- 


368  m*  Abteilung. 

zeichnet,  dass  je  2  aufeinander  gelegt  von  den  Newton'schen  Fai'benringen 
stets  nur  eine  Farbe  eines  Ringes  zeigen. 

Ein  Mass  für  die  Empfindlichkeit  dieser  Probe  hat  man  dadurch,  dass 
schon  die  Ei'wärmung  einer  Oberfläche  durch  die  darüber  gehaltene  Hand 
genügt,  um  die  Farben  bedeutend  zu  ändern;  indem  sich  durch  diese  Er- 
wärmung das  obere  Glas  biegt  und  die  Luftschichte  zwischen  beiden 
Flächen  eine  positive  Luftlinse  bildet,  so  dass  der  Abstand  der  Flüchen 
in  der  Mitte  grösser  wird  als  am  Rande,  an  welchem  sie  sich  berühren. 

Von  den  Gläsern  ist  nur  je  eine  Fläche  genau  gearbeitet,  die  ungenau 
gelassene  ist  durch  eine  stärkere  Facette  gekennzeichnet 

Die  Gläser  haben  sämtlich  einen  Durchmesser  von  ca.  60  mm. 

(A.  Steinheil.) 

274      Neun  Wandtafeln  für  den  mathematisch-optisclien  Unterrielit.    Zum 

Gebrauche  an  der  Industrieschule  Nürnberg,  entworfen  von  Rector  FQchtbaoer. 

Diese  "Wandtafeln  verdanken  ihre  Entstehung  dem  rühmlich  bekannten 
Werke:  „Darstellende  Optik  von  F,  Engel  und  K.  Schellbachj^*  dessen 
schöne  imd  lehrreiche,  aber  nur  aus  nächster  Nähe  erkennbaren  Dar- 
stellungen sie  zur  Erläuterung  vor  einem  grossen  Zuhörerkreise  verwerten 
wollten.  Sie  wurden  im  Jahre  1882  zunächst  für  den  Unterricht  in  der 
Optik  an  der  k.  Industrieschule  Nürnberg  entworfen  imd  von  Herrn 
Ehrfnann,  nunmehr  Rt^allehrer  in  Kronach,  auf  straff  gespanntem, 
matt  schwarzem  Papier  mit  weissen  und  farbigen  sog.  Oelkreidestiften 
gezeichnet  und  fixirt. 

Die  Tafeln  umfa.ssen  nur  einen  kleinen  Teil  der  Probleme  des  bezeich- 
neten "Werkes,  während  sie  auch  andere  für  den  Unterricht  wichtige  Auf- 
gaben der  Optik  behandeln.  In  den  Oonsti-uctionen  weichen  sie  vielfach 
wesentlich  von  den  Scheübach'^cheu  ab.  Sie  tragen  auch  dem  Unistande 
Re(;hnnng,  dass  ein  durch  Spiegc^lung  oder  Brechung  entstandenes  BUd 
eines  leuchtenden  Punktes  nicht,  wie  es  in  jenem  Werke  angenommen 
ist,  stets  in  dem  Benihrungspunkte  des  mittleren  ins  Auge  gelangenden 
Sti-ahles  mit  der  Breiujlinie  des  1.  Punktes  zu  suehen  ist,  sondern  viel- 
mehr nacli  der  für  einige  besondere  Fälle  neuerlieh  erwiesenen  Annahme 
der  alten  Optiker  im  Schnittpunkte  des  mittleren ,  die  Bi*ennlinie  be- 
rührenden, Augenstrahles  mit  der  Axe  der  Brennlmie. 

Der  Inhalt  der  Wandtafeln  ist  folgender: 

Taf.  1.  Brennlinie  eines  spliärischen  Spiegels,  welchen  ein  leuchtender 
Punkt  bestralilt,  der  zwis(?hen  der  Spiegelfläche  und  deren  Bi-ennpunkt 
liegt. 

Taf.  2.  Abändenmg  dieser  Brennlinie,  wenn  der  leuchtende  Pimkt 
einmal  im  Brennpunkt  und  dann  auf  der  Oberfläche  dos  Spiegels  liegt. 

Taf.  3.  Brennlinie  für  den  Fall,  dass  der  leuchtende  Punkt  zwischen 
dem  Brennpunkt  und  dem  Mitt^^lpunkte    des  Spiegels  liegt.  —  Die  Tafel 
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enth&lt  aiissordem  das  Bild  oinor  dorn  Spioj^ol  roncentrisohcn  kreisförmigen 
louchtondon  Linie,  wie  (»s  von  verschiedenen  Stelhingeu  des  Auges  aus 
erscheint,  sowohl  für  den  letzten  Fall  als  für  den  der  Taf.  1. 

Taf.  4.  Breunlinieu  des  sphärischen  Spiegels,  wenn  der  leuchtende 
Punkt  ausserhalb  der  Kugelfläche  und  wenn  derselbe  in  unendlicher 
Feme  liegt.  —  Bild  einer  ki*eisförmig  gekrümmton  leuchtenden  Linie  für 
den  ersteren  Fall. 

Taf.  5.  Brennlinien  von  drei  unter  Wasser  befindlichen,  in  einer  ge- 
raden Linie  li(»gend(^n  leuchtenden  Punkten,  deren  Strahlen  durch  die 
(»beuo  Wasserfläche  g(»brochen  werden.  Bild  einer  leuchtenden  linie, 
welche  jene  3  Punkte  enthält,  für  eine  gegebene  Stellung  des  Auges.  — 
Brennlini«'n  und  Bilder,  wenn  die  leuchtenden  Punkte  in  der  Luft,  das 
Auge  aber  unter  Wasser  gedacht  wird. 

Taf.  6.  Farbenzerstreuuug  durch  ein  Schwofelkohlenstofifpnsma,  das 
von  w(»i.ssen  Parallelstrahlen  getroffen  wird.  Erzeugung  eines  objectiven 
sog.  reinen  Spectrums  mit  Hilfe  einer  Objectivlinse.  —  Brennlinien  im 
Haupts(;huitte  eines  solchen  Prismas,  das  ein  naher  leuchtender  Punkt 
bestrahlt,  für  2  von  demselben  ausgesendete  verschiedenfarbige  (rote  und 
violette)  Strahlen büschel. 

Taf.  7.  Oonstmction  eines  achromatist^hen  Prismas  aus  Crown-  und 
Flintglas.  Der  Winkel  des  Crownglasprismas  ist  zu  60®  angenonunen, 
derjenige  das  Flintglasos  dazu  construirt.  —  Vereinfachte  CJonstniction, 
wenn  der  Winkel  des  ersteren  Prismas  ein  kleiner  ist. 

Taf.  8.  Farben  Zerstreuung  in  I*rismen  mit  gerader  Durchsicht.  Es  sind 
für  zwei  Combinatiouen,  wehihe  aus  fünf  und  aus  sieben  Crown-  und 
Flintglasprismen  bestehen,  sowohl  die  Endflächen  (die  brechenden  Winkel 
der  inneren  Prismen  zu  90®  angenommen)  als  die  Farbenzerstreuungen 
für  6  und  resp.  3  verst;hiodenfarbige  Strahlen  construirt. 

Taf.  9.  Zur  Theorie  des  Regenbogens;  zugleich  Brennlinie  einer 
brechenden  W^asserkugel  für  parallel  auffallende  Stralilen.  —  Die  Brenn- 
linien sind  für  rot^s  Licht,  die  in  beiden  Regenbogen  wirksamen  Strahlen 
für  rote,  grüne  und  violette  Strahlen  construirt. 

Sämtliche  Brennliiiien ,  wie  auch  die  Berührungspunkte  einzelner 
Strahlen  mit  denselben  sind  unter  Anwendung  verschiedener  neuerer, 
zum  Teil  eigener  Methcxlen  mit  möglichster  Genauigkeit  und  unter  An- 
wendung der  natürlichen  Verhältniszahlen  construirt,  so  dass  die  ge- 
fundenen Winkel  stets  nur  um  eine  geringe  Anzahl  von  Minuten  un- 
richtig sein  können. 

Die  Bilder  leuchtender  Linien  nach  der  Annalime  von  Engel  und 
Schellbach  sind  punktirt,  na(^h  der  vorerwähnten,  wohl  in  den  meisten 
Fällen  bere<'htigton  Annalime  abi^r  ausgezogen. 

(Füchtbauer.) 
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275  Vier  Modelle  aus  Carton  Ober  die  Heilig keltgfläehen  von  gegosseBem 
Gips  bei  vertlnderlielieii  ausfallenden  Lichtstrahlen  und  bei  den  Ein- 
fallswinkeln von  beiw.  0,  30,  60,  Ht^lt\  Nach  den  Beobachtuugs- 
er^'ebnissen  von  Prof.  Chr.  Wiener,  techn.  Uochsch.  Karlsruhe,  aungeführt 
von  dessen  Assistenten,   dem  Studirenden  C.  Tesch,  1892. 

Fällt  auf  ein  Flächenelemeut  von  gegossenem  Gips  Licht  unter  einem 
bestimmten  Einfallswinkel  ein,  so  ei-scheint  dies  Element  unter  ver- 
schiedenen Sehrichtungon  verschieden  hell.  Diese  Helligkeiten  wurden 
von  Chr.  Wiener  im  Jahre  1883  gemessen  und  die  Ergebnisse  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  ausgeglichen.  'Trägt  man  die  Helligkeiten  auf  den 
wechselnden  Sohrichtungen  oder  ausfallenden  Strahlen  vom  Elemente  aus 
nach  einem  unveränderlichen  Masstabe  auf,  so  bilden  die  Endpunkte  der 
Strecken  die  Helligkeitsfläche,  welche  in  den  Modollen  für  die  angeführten 
4  Einfallswinkel  dargestellt  ist,  und  zwar  durch  Cartonscheiben  nach 
Meridianschnitten,  deren  Ebenen  durch  die  Flächenuormale  gehen,  und 
durch  Kegel,  deren  Umdrehungsaxe  dieselbe  Normah?  bildet.  Nach  dem 
Lambert'schen  Gesetze  wäre  die  Helligkeit  unabhängig  von  der  Seh- 
richtung und  nur  mit  dem  Cosinus  des  Einfallswinkels  t  proportional,  so 
dass  man  sie  =  cos  e  setzen  könnte.  Die  Helligkeitsfläche  wäre  daher 
nach  Lambert  eine  Halbkugel  vom  Halbmesser  cos  e.  Auch  diese  Fläche 
ist  zur  Vergleichung  in  denselben  Modellen  dargestellt  Beide  Ober- 
flächen sind  durch  w(4sse  und  sc^hwarze  an  den  Grenzcurveu  nach  innen 
angelegte  Färbung  unterschieden.     Die  Modelle  zeigen, 

i)  d&ss  die  wahro  Helligkeitsfläche  sich  der  Lambert^schen  bei  Aus- 
fallswinkeln a  von  Ü  bis  60"  ziemlich  gut  anschli(»sst; 

2)  dass  für  a^GO®  die  wahre  Helligkeit  kleiner  als  die  LÄrabert*8che 
ist,  und  bei  a  =  90  '*  etwa  =  0,6  derselben  wird ; 

3)  dass  die  Helligkeit  bei  grösseren  Einfallswink<4u  grösser  auf  der- 
jenigen Seite  der  Flächennormale  wird,  welche  dem  einfallenden  Strahle 
gegenüberliegt,  als  auf  derselben  Seite ; 

4)  dass  bei  Einfallswinkeln  e,  welche  grösser  als  45°  sind,  eine 
Spiegelung  eintritt,  welche  mit  wachsendem  Einfallswinkel  steigt.  Bei 
e  =  75*  ist  eine  deutliche  Spiegelung  oder  ein  Glanz  bemerkbar,  welch<T 
die  grösste  Stärke  von  2,2  b(n  a  =  79°  erreicht  Bei  e  =  82V«  °  ist 
die  Helligkeit  am  stärksten  und  t=  5,2  bei  a  =  85°;  bei  e  =  867«  ** 
ist  sie  am  grössten  und  =  14,4  bei  a  =  88°;  also  stets  bei  Ausfalls- 
winkeln, die  etwas  grösser  als  die  Einfallswinkel  sind. 

Diese  Ergebniss«^  sind  eingehend  dargestellt  in  einer  Abhandlung  von 
Chr.  Wiener  ,,Über  die  Zerstretiung  des  Lichtes  durch  matte  Ober- 
flächen''\  enthalten  in  der  Festschrift  der  technischen  Hochschule  zu 
Karlsi-uhe  zum  40jährigen  Kt*gierungsjubiläum  Sr.  Königl.  Hoheit  des 
Grossherzogs  Fri«'drich  von  Baden,  1892. 

(Chr.  Wiener.) 
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TJ.  Modelle  zur  Erläuterung   der  Krystallstructur. 

276  Glas-Krystall- Modelle,  utM-h  dou  Augalieii  von  Dircotor  Schnabel,  Ober- 
lehrer Kysäus,  ObiMlehrrr  Engatfeld  u.  a.,  aogefortif^t  und  ausf(<'stellt  von 
F.  Thomas  in  Sicgon. 

Dio  Modello  vtMaiisdiaulicheD ;  A.  Vollflächner-^  B,  Halbflächner  und 
Viertdflächner  \  bei  diesen  sind  dio  Fliichon  der  aus  foineni  Carton  oder 
(ilas  gefprtigtpn  holoedrischen  Fonn  mit  den  gläsernen  der  hemiedrischon 
oder  tetarto^^diisclieu  Form  überlegt,  so  dass  die  Entstr'huog  der  letztenm 
Formen  aus  den  holoedri8<'hen  ansohauli(;h  verfolgt  werden  kaim; 
C.  Comhitmtionen;  der  aus  Carton  oder  Glas  angt.'ft^rtigte  Krystall  ist  auf 
di'r  Combinationsflächo  mit  Giastafeln  b« »deckte  die  bis  zur  Vervollständigung 
des  abändernden  Krystall»  erweitert  werden;  D.  ZtvülingskrysUille',  aus 
Glas,  mit  den  Axen ,  wo  <'S  nötig  scheint,  bei  den  Hemitropieen  zum 
Drehen  eingen(*hti*t. 

Die  sehr  sorgfi'dtig  constiiiirten  Krystallmodelb»  sind  5  bis  8  Zoll  gross, 
so  dass  sie  von  einem  zahlnnchen  Auditorium  be<iueni  in  ihren  einzelnen 
Beziehungen  betrachtet  wtu'dtm  können,  »enthalten  im  Innern  die  Axen 
und  Hilfslinien  in  Gestalt  vtM-schioden  gefärbter  Seidenfäden,  die  (»twa 
nötigen  KörjxT  in  Gestalt  leichter,  gefärbter  Pappe.  Die  Kant^^u  sind 
mit  feinen  Leisten  von  buntfarbigem  Papier  eingefasst,  die  Farben  ent- 
sprechen der  Symmeti'ie  der  Kanten.  Die  Nummern  der  Verzeichnisse, 
die  wir  nachstehend  für  die  ausgestellten  Kiystallo  wiedergeben,  sind  mit 
i-oter  Ölfarbe  auf  eine  der  Glasflächen  geschrie))en. 

Bezüglich   weiterer  Angaben,   wie   auch   bez.  der  Preise  der  Modelle 
sei  auf  das  Preisverzeichnis  der  Firma  Thomas  verwiesen. 

Ausgestellt  sind  die  folgenden  Krystallmodelle : 

1.  Reguläres  (tesserales)  System. 

A.  VoUflächner,  (Holoeder.) 
i.  Oktaeder. 

2.  Würfel  (Hexaeder)  mit  einliegendem  Oktaeder. 

5,  Rhombendodekaeder  (Granatoeder). 

4.  Trapezoeder  (Leuzitoeder)  erster  Art. 

8,  Achtundvierzigtlächnor  (Hexakisoktaeder). 

B.  BcUbflächner.  (Uemieder.) 

9.  Tetraeder  auf  Oktaeticr. 

12.  Pcntagondodekaedor  auf  Pyramidenwürtel. 

15.  Gebrochenes  Pvramidontetraeder  auf  48- Flächner. 

16.  (jebi-ochenes  l*entagondodekaed(^r  auf  48-Flächner. 

C.   Viertel  flächner.    (Tetartoeder.) 

17.  Tetraedrische  Pentagondodekaeder,  Dyakisdodekaeder. 

24* 
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E,  Zwülinge, 
Durchkreuzungszwillinge. 

65.  2  Rhombendodokaeder  durchwachsen. 

66.  2  Tetraeder  durchkreuzt. 

66\\  2  Pentagondodekaeder  durchkreuzt. 

2.  Quadratisches  (zwei-  und  einaxiges,  tetragonales, 

pyramidales)  System. 

Ä,    VoUflächner. 

67.  Spitzes  quadratisches  Oktaeder. 

71,  Quadratisches  Prisma  2.  Ordnung  mit  Oktaeder. 

3.  Hexagonales  (drei-  und  einaxiges,  rhomboedr  isches) 

System. 

A.  VoUflächner. 

92.  Hexagonale  Doppel-Pyramide  der  1.  Ordnung. 
94.  Hexagonales  Prisma  1.  Ordnung  mit  Pyramide. 
96.  12seitige  Doppel-Pyramide. 

B.  ßalbflächner^ 

98.  Rhomboed(»r  über  ßseitiger  Doppel-Pyramide. 
100.  Gnmdrhomboeder  mit  dem  1.  spitzen  und  1.  stumpfen  Rhombo- 

ediM" 
104.  Scnleiioeder  über  12seitiger  Doppel-Pyramide. 

4.  Rhombisches  (zwei-   und  einaxiges,  orthotypes)  System. 

Ä.   VoUflächner. 

119.  Rhombisches  Oktaeder. 

120.  Gerades  rhoml)isches  Prisma  mit  inliegendem  Oktaeder. 

B.  Halbflächner. 
122.  Rhombisches  Tetraeder  über  rhombischem  Oktaeder. 

C.  CombitMtionen, 

124.  Combinationen   des   rhombischen   Prismas    mit    Oktaeder,    End- 
flächen, Donia  und  Seitenflächen  (OHvin-Ba*ystall). 

D.  ZwiUinge. 

128.  Durchkrcuzimgszwilling  von  Staurolith. 

129.  Zwilling  des  rhombischen  Arseuikkieses. 

5.  Monoklinisches  (klinorhombisches,  mouoklinoedrisches, 

zwei-  und  eingliedriges,  hemiorthoty pes)  System. 

130.  Monoklinisches  Oktaeder. 

131.  Schiefes  rectang.  Prisma  mit  eingespanntem  Oktaeder. 

6.  Triklinisches     (kl  in  orhomboidisches,     triklinoedrisches, 

zwei-  und  eingliedriges,  anorthot ypes)  System. 

138.  Triklinisches  Oktaeder. 

(Eatolog  Thomas.) 
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277  Serie  Ton  Krystallniodellen,  hergestellt  in  der  Glas  waren  fabrik  Steiger» 
wald  Neffe  in  München,  ausgestellt  vom  Math.  Institut  der  techn.  Hoch- 
schule München. 

Dio  Modelle,  aus  geschliffenem  Glas,  stellen  die  wichtigsten  Formen 
der  verschiedenen  Krystallsystenie  dar. 

278  UniTersalmodcU  der  Raumgrltter  oder  parallelepipedischen  Punkt- 
Systeme,  nebst  Schlüssel ,  nach  Angabe  von  Prof.  L  Sohncke,  techn. 
Hochschule  München. 

Das  Modell  dient  zur  Erläuterung  der  Bravaia* sehen  Theorie  der 
Krystallstructur.  Es  gestattet,  die  14  verschiedenen  Arten  von  Raum- 
gittern zur  Anschauung  zu  bringen.  Weil  jedoch  der  Einfachheit  halber 
bei  diesem  Exemplar  von  einer  Veränderbarkeit  der  Kantenlängen  abge- 
sehen ist  und  nur  die  Winkel  veränderbar  sind,  so  fallen  nicht  alle  14  Arten 
verschieden  aus.  Um  die  Winkel  zu  verändern,  ist  jede  Ecke  mit 
2  Scharniergelenken  versehen;  durch  eines  derselben  ist  es  möglich, 
4  parallele,  ursprünglich  verticale  Kanten  gegen  die  Grundfläche  zu  neigen ; 
doch  müssen  zuvor  alle  4  horizontalen  Drehaxen  untereinander  parallel 
gestellt  werden^  was  man  mittelst  des  beigegebenen  Schlüssels  bewerk- 
stelligt. 

Genauer  beschrieben  in  ^^Carls  Repertorium  für  Experimentalphysik'''' 

Bd.  12.  1876. 

(L,  Sohncke.) 

279  Modelle  der  65  regrelnitfsslgren  unendlichen  Punktsysteme  znr  £r- 
läutemngr  der  Theorie  der  Krystallstructur,  dargestellt  von  Professor 
L.  Sohncke,  techn.  Hochschule  München. 

Ein  Punktsystem  heisse  regelmässig,  wenn  die  von  jedem  Systempunkt 
nach  allen  übrigen  Systempuukten  gezogenen  Linienbündel  einander 
deckbar  gleich  sind.  Die  Aufsuchung  aller  überhaupt  möglichen  regel- 
mässigen unendlichen  Punktsysteme  ist  in  dem  beiliegenden  Werke: 
^^EnttüicJäung  einer  Theorie  der  Krystallstructur'^  Leipzig,  Teubner, 
1879,  durchgeführt.  Von  den  dort  angegebenen  66  Systemen  ist  jedoch 
Nr.  13  —  als  identisch  mit  Nr,  9  —  zu  streichen. 

Tabelle  der  regelmässigen  unendlichen  Punktsysteme. 

I.  Systeme  ohne  Axen,  (Trikline), 

1.  Axenloses  Raumgitter. 

II A.  Systeme  mit  zweizähligen  Hauptaxen  von  einer  einzigen  Richtung 

{Monokline). 

2.  Zweizähliges  Säulensystem. 

3.  Zweipuuktöchraubensystcm. 

4.  System  der  klinorhombischen  Säule. 
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«  IIB,    Systeme  mit  zweizähligen  gleichen  Hauptaxen  von  2  entgegen- 

gesetzten  Richtungen.  {Rhombische). 

Gruppe  a. 

5.  System  der  rechteckigen  Säule. 

6.  Zasammengesetztos  rechteckiges  Zweipunktschraubensystem. 

7.  System  der  Rhombensäule. 

8.  Rhombenoktaedersystem. 

Gruppe  ß. 

9.  Zusammengesetztes  rhombisches  Zweipunktschraubensystem. 

10.  System  des  Oblongoktaeders. 

11.  Rhombisches  Gegenschraubensystem. 

Gruppe  Y- 

12.  Abwechselndes  rechteckiges  Zweipunktschraubensystem  erster  Art. 

Gruppe  8. 

14.  Dsgl.  zweiter  Art. 

III A.  Systeme  mit  dreizähligen  Hauptaxen  von  eina-  einzigen  Richtung. 

(Rhomboedrische). 

15.  Rechtes  \  r^    .       ,.    ,       , 

ifi    T'  V        I  Dreiptinktschraubensystem. 

17.  Dreiseitiges  Säulensystem. 

18.  Rhomboedersystem. 

HIB.  Systeme  mit   dreizähligen  gleichen  Hauptaxen  von  2   entgegen- 
gesetzten Richtungen.  (Rhomboedrische). 

Gruppe  a. 
'  [  zusammengesetztes  Dreipunktschraubensystem. 

21.  Zusammengesetztes  dreiseitiges  Säulensystem. 

22.  Zusammengesetztes  Rhomboedersystem. 

Gruppe  ß. 
9J.   T'  ir         I  Ä^^öchselndes  Dreipunktschraubensystem. 
25.  Abwechselndes  dreiseitiges  Säulensystem. 


j  Vierpunktschraubensystem. 


IVA.  Systeme  mit  vierzählig&iP Hauptaxen  von  einer  eineigen  Richtung . 

{Quadratische). 

26.  Rechtes 

27.  Linkes 

28.  Vierzähliges  Gegenschraubensysteni. 

29.  Zweigängiges  Vierpunktschraubensystem. 

30.  (Juadratsäulensystem. 

31.  Quadratüktaedersystem. 


j  Sochspiuiktschraubensystem. 
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IVB,  Systeme  mit  vierrähligen  gleichen  Hauptaxen  von  2  entgegen- 

gesetzten  Richtungen.  (Quadratische.) 

Gruppe  a. 
"*     .  .  }  zusammongesetztes  Vierpunk tsehraubensystem. 

34.  Vierzähliges  zusammengesetztes  Gegenschraubensystem. 

35.  Zweigängiges  zusammengesetztes  VierpuuktsohraubcnHystem. 

36.  Zusammengesetztes  Quadratsäulensystem. 

37.  Zusammengesetztes  Quadratoktaedersystom. 

Gruppe  ß. 
<IQ   T  *  t         I  ft^w^^selndf's  Vierpunktsohraubensysb^m. 

40.  Abwechselndes  zweigäugiges  Vierpunktschraubeusystem. 

41.  Abwechselndes  Quadratsäuleusystem. 

V  Ä.  Systeme  mit  sechszähligen  Hauptaxen  von  einer  einzigen  Richtung. 

(Hexagonale). 

42.  Rechtes 

43.  Linkes 

44.  Rechtes    | 

..'     .  ,  ?  zweigäugiges  Seohspunktschraubensystom. 

46.  Dreigängiges  Sechspunktschraubensystem. 

47.  Hexagonalsäul(*nsystem. 

V  B,  Systeme  mit  sechszähligen  gleichen   Hauptaxen   von  2  entgegen- 

gesetzten  Richtungen.    (Hexagonale.) 

48.  Rechtes    1 

^o   T-  i.         I  zusammengesetztes  Sechspunktschraubensystem. 

50.  Rechtes    j  zweigängiges  zusammengesetztes  Sechspunktschrauben- 

51.  Linkes      I         System. 

52.  Dreigängiges  zusammengesetztes  Sechspunktschraubensystem. 

53.  Zusammt>ngesetztc*s  Hexagonalsäulensystem. 

VI.  Systeme  mit  dreizähligen  Hauptaxen  von  mehr  als  2  Richtungen. 

{Reguläre.} 

54.  Cubisches 

55.  Oktaedrisches  Zwölfpunktersystem, 

56.  Rhomb(»ndod»»kaedrische8 

57.  Reguläres  zu.samniengesetztes  Zweipmiktschraubensystem. 

58.  R<'gulän's  abwechs« »Indes  Zweipunktschraubi'nsystem. 

VII.  Systeme  mit  vierzähligen  Hauptaxen  von  mdir  als  2  Richtungen, 

(Reguläre.) 

59.  Cubisches 


60.  Oktaednsch(>s 

61.  Rhombendodekaedrischos 


Vierundzwanzigpunktorsystem. 
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62.  Keguläres  Gegenschraubensystem  erster  Art. 

63.  Reguläres  Gegenschraubensystem  zweiter  Art. 

64.  Reguläres  zweigängiges  Vierpuuktschrauben System. 

*     .  I  reguläres  Vierpunktschraubensystem. 

In  den  Modellen  sind   die  die  Punkte   darstellenden  Wachsperlen  an 
Stricknadeln  befestigt.     Nicht  jedes  einzelne   Punktsystem  erfoi-dert  ein 
ganz  eigenes  Modell ;  sondern  wegen  der  natürlichen  Zusammengehörigkeit 
der  Systeme  zu  engeren  Gruppen  ist  es  meistens  möglich,   die  Systeme 
einer  Gruppe  an  einem   und  demselben  Hauptmodell  zur  Darstellung  zu 
bringen;   man  hat  an   diesem   nur  leichte  Veränderungen  vorzunehmen, 
um  die  verschiedenen  Systeme  der  Gruppe  hervorzurufen.    Nur  bei  den 
Systemen  der  Abteilungen  VI  und  VII  erfordert  meist  jedes  System  sein 
eigenes  Modell.     Für  die  Gesamtheit  solcher  Systeme^  deren  Projection 
auf  eine  Hauptebene  dieselbe  Figur  giebt,  bedarf  es  immer  nur  eines 
Hauptmodells.    Also   gibt  es  für  die  Systeme,   welche   nicht  den   Ab- 
teilungen VI  und  VII  angehören,    14  HaupimodeUe ,    entsprechend  den 
14  AbtoUungen  I,  n  A,  H  B  a,  ß,  y,  5,  lU  A,  IE  B  a,  ß,  IV  A,  IV  B  a,  ß, 
VA,  VB.     Bei  jedem  Hauptmodell  muss  nun  dafür  gesorgt  sein,   dass 
sich  die   Wachsperlen  in  verschiedene  Höhe  über  die  Projectionsebeue 
stellen    lassen.    Dazu    bedarf   es    einer   OeradfUhrung    für  die  perlen- 
tragenden    Stricknadeln,    sowie    geeigneter    Untersätze    unterhalb    der 
Projectionsfigur ,    um   die  Nadeln   in   der   richtigen  Höhe  stehend  zu  er- 
halten.    Zur  Erreichung  des  ersteren  Zweckes   dienen  zwei  im  Abstände 
von  etwa  2  cm  befindliche  gleichgrosse  parallele  Brettchen ,    die  in  con- 
gruenter  Weise  mit  Löchern   (von  hinreichender  Weite,   um  die  Nadeln 
leicht  durchgehen  zu  lassen)  durchbohrt  sind.   Die  Löcher  jedes  Brettchens 
sind  angeordnet  wie  die  Punkte  der  betreffenden  Projectionsfigur.    Beide 
Brettchen  sind  vermittelst  zweier,  an  jeder  Seite  zwischen  ihnen  liegender 
Leisten   mit  einander  verbunden.     Bei  Horizontalstellung  der  Brettchen 
liegt  je  ein  Loch  des  oberen  Brettchens  senkrecht  über  einem  Loch  des 
unteren;   durch  jedes  solche  Lochpaar    ist  immer  eine  Nadel  gesteckt. 
Jede  Nadel  trägt  2  Perlen,  deren  Abstand  gleich  der  kleinsten  zur  Haupt- 
axe  parallelen  Deckschiebung  X  ist.  —  Das  Brettchenpaar  mit  den  sämt- 
lichen,   perlenbesetzten  Nadeln    bildet    ein   Hauptmodell  \    es   liegt    auf 
2  Leisten,  die  innen  an  zwei  Seitenwänden   eines  vom  und  oben  offenen 
Kästchens  angebracht  sind.  —   Um  nun  die  Perlen  in  eine  gewisse  ver- 
langte Höhe  stellen  zu  können,  dient  jedesmal  ein  Untersatz,  bestehend 
aus  Holzklötzchen,  die  in   pa.ssender  Grösse  und  Anordnung   auf  einem 
Brett  befestigt  sind.    Um  ihn  unterstellen  zu  können,  hebt  man  zunächst 
—   unter  Festhaltung   des  Brettchen paares   —    alle   Nadeln   des  Haupt- 
modells vermittelst  eiues  untergeschobenen  glatten  Brettchens  in  die  Höhe, 
setzt  darauf  den  betreffenden  Untersatz   in  das  Kästchen  ein  und    zieht 
das    untergeschobene   glatte  Brettchen   weg.     Dann   fallen    die   einzelnen 
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Striokuadelu  auf  die  Klötzch<>u  des  Unh'rsatzes  und  die  Perlen  stehen  in 
d<'n  verlangti'n  Höhen.  —  Für  2  solch«*  Haiiptmodellt»,  welche  in  ghnchor 
Anordnung  n-»Hken,  n'sp.  2n-o<ken  tragen,  («»ntsprochend  Systi^men 
mit  n-zähligi.T  Hauptaxo  von  einer  Kichtung,  ri'sp.  mit  inoinandt*r- 
fallenden  n-zähligcii  Hauptaxon  von  2  (»ntgeg*»ngf'SPtzteii  Richtungen)  hat 
man  natürlich  nur  ciiio  und  dieselbe  Reihe  von  Untersätzen  nötig.  Hier- 
von bin  ich  nur  b(>i  d(*m  Hauptmodell  der  beiden  hexagonalen  Gruppen 
VA  und  VB  abgowicjhen,  um  die  Systeme  der  letzten  Abteilung  nicht 
zu  sehr  zu  überladen. 

Die  meisten  Modelle  für  die  Systeme  der  Abteilungtui  VI  und  VII 
bestehen  aus  3  unter  rechton  Winkeln  zu  einer  körperlichen  Ecke  zu- 
sammengefügten Brettchen,  jedes  mit  perlentragenden  Nadeln  besetzt. 
So  sieht  man  unmittelbar,  wie  jedes  dieser  Systeme  aus  3,  nach  den 
3  Dimensionen  durcheinander  gestt^ckten  Teilsystemen  b<»st(fht.  Das 
Modell  VII.  G4  des  reguläivn  zweigängigen  Vierpunktschraubensystems 
ist  so  eingerichtet,  dass  (»ines  der  3  Teilsysteme  leicht  aus  den  2  anderen, 
fest  verbunden  bleibenden ,  herausgenommen  werden  kann.  —  Für  die 
Systeme,  welche  aus  Zwölfpunktem  resp.  aus  Viorundzwanzigpunktern 
bestehend  angesehen   werden  kötmen,    hab<;    ich  nur  das   Modell  eines 

12-punkt*'rs  und  eines  24-punkti'r8  hergestellt 

(L.  Sohncke.) 

280  Ffinf  Modelle  von  f  bergangsformen  zwischen  einer  eubisehen  und 
einer  hexagonalen  (tetraedrischen)  Einteilung  des  Raumes,  von  Prof. 
A.  Hersohel,  Observatory  House,  Slough,  Buck's,  England. 


V.    Modelle  zur  Veransehaulichung  der  optischen, 
elastischen  und  elektrischen  Eigenschaften 

der  Krystalle. 

281      Modelle  fttr  die  Wellenflilchen  optisch  ein-  bez.  iweiaxiger  Krystalle. 

Hergestellt  (1880  und  1885)  auf  Veranlassung  von  Prof.  A.  Briil,  Univ. 
Tübingen,  und  von  Kector  Böicien  (Reutlingen).  Verlag  L.  Bfill,  Dann- 
stadt. 

Specialkatalog  158—162  fpag.  13,  21  und  87), 

158.  Wellenfläche  für  optisch  einaxige  Krystalle  mit  negativer  Doppel- 
brechung,    Das  Axenverhältnis  ist  ungefähr  das  <les  Kalk8|)athes. 

159.  Dasselbe  für  optisch  einaxige  Krystalle  mit  positiver  Doppel- 
brechung.   Das  Axtjnverhältnis  entspricht  ungefähr  dem  dos  Zinnol)ers. 


378  m.  AbteUuog. 

160.  FresneTache  Weüenfläche  für  optisch  zweiaxige  Krysialle, 

161.  Eüipsoid  hierzu. 


162,  Wellenfläche  für  optisch  zweiaxige  Krystallt  in  einzelnen 
Octanten,  Diosos  Modell  und  zugehörige  Eiläutorung  von  Roetor  Bohlen 
in  Reutlingen,  die  übrigen  auf  Veranlassung  von  Prof.  A,  Briü  im  math. 
Institut  der  techn.  Hochschule  München  gefei-tigt. 

282      Modell  der  WelleiigrescIlwindigrkeiUfläche  von  Bector  BSklen  in  Reut- 
lingen.   Math.  Seminar  der  Univ.  Tübingen. 

Bezeichnet   man   die   3  Hauptbrechungscoefficienten    eines  zwoiaxigen 

Krystalls  mit  — ,   -r- ,    —  ,   so  ist 
a       b  '     c  ' 

1)  aV  +  bV*  +  c«z«  =  1 

die  Gleichung  des  Polarisations-Ellipsoids ;  errichtet  man  im  Mittelpunkt 
eines  Centralschnitts  desselben  ein  Lot  und  trägt  darauf  2  Strecken 
ON  =  p  und  On  =  p'  ab  gleich  den  reciproken  Werten  der  Halbaxen 
des  Centralschnitts,  so  liegen  die  Punkte  N  und  n  auf  der  Wellen- 
geschwindigkeitsfläche (oder  der  Fusspunktfläche  der  Wellenfläche),  deren 
Gleichung 

2)  piÜ,,  +  ^.  +  p^.  =  0     (^  =  ^'  +  y'  +  -')  ^^ 

Betrachtet  man  in  2.  p  als  constant,  so  stellt  diese  Gleichung  eio 
System  von  confooalen  Kegeln  vor,  deren  Focallinien  die  wahren  optischen 
Axen  sind.  Sie  schneiden  sich  gegenseitig  rechtwinklig;  xion  Paare  der- 
seihen  schneiden  aus  einem  Mantel  der  Wellengeschwindigkeitsfläche  ein 
Viereck  atis,  in  welchem  die  Entfernungen  von  je  2  Oegenecken  einander 
gleich  sind. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich,  wenn  das  Modell  der  Fläche  durch 
Schablonen  hergestellt  ist,  jeder  Punkt  einer  solchen  Durclischnittscur>'e 
als  Durchschnitt  von  zwei,  auf  dem  Modell  selbst  gezeichneten  Kreis- 
bögen angeben,  indem  man  von  dem  si)eciellen  Viereck  ausgeht,  welches 
in  den  drei  Hauptebenen  enthalten  ist. 

Da  die  Wellengeschwindigkeitsfläche  zugleich  die  inverse  Fläche  einer 
zweiton  Wellenfläche  ist,  welche  von  dem  Polarisationseüipsoid  abgeleitet 
ist,  so  entsprechen  den  4  Krcisen  auf  dem  äussen»n  Mantel  der  letzteren 
4  Kreise   auf  dem   inneren  Mantel  der  ersten,    und  den  von  Mannheim 
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angi*gt>heneu    8  Kreis-  (Nabel-)  Paukten    der   letztt»roii    ebenso   viob«   der 
ersten.     (S«'hlöniilrh  1879  ii.  s.  f.) 

Die  Wellengeschwindifrki»itstlä<ho  hat  auch  in  der  Mechanik  »Mne  B«j- 
doutung  nach  dem  von  mir  (Crclle  Bd.  93  und  i?chlömilch  1883)  v(»r- 
öfifontlichten  Satz:  „Alle  äusseren  Aiifhängpunktc  für  isorÄrow«  Schwing- 
ungen eines  Kürp«»rs  liegen  auf  oder  zwischen  den  beid(»n  Mänteln  einer 
Fläche  J,  welche  von  einer  Wellengeschwindigkeitsfläehe  durch  Ver- 
längerung ihrer  Eadit^n  um  die  hall)e  Länge  des  isochronen  einfachen 
Pendels  abgeleitet  ist.  Alle  Axen  für  isochi'one  Schwingungen  gehen 
zwischen  den  beideu  Mänteln  der  Grenztläche  J  hindurch. 

(0.  Böklen.) 

283      Krjstallofrapbi8che  Axcn- Modelle.    Nach  Angabe  von  Prof.  P.  Qroth, 
Univ.  München^  verfertigt  und  ausgestellt  von  B9hn  L  WiedemaM,  München. 

Die  Krystallflächen  werden  bestimmt  durch  ihre  Parameter  auf  drei 
Axon,  welche  in  den  verschiedenen  Krystallsystemen  verschiedene  Richtung 
und  Bedeutung  haben.  Ist  eine  Axe  zugleich  Symmetrieaxe,  so  wird  sie 
durch  einen  Mossingstab  dargestellt,  —  ist  sie  nur  eine  beliebige  Kante 
des  Krystalls,  so  wird  sie  durch  eineu  schwarzen  Metallstab  repräsentirt. 
Diese  Stäbe  sind  in  Punkten,  welche  um  rationale  Teile  der  ganzen  Länge 
(V*>  V»?  V«  n.  s.  f.)  von  ihrer  Mitte  abstehen,  durchbohrt,  und  durch 
diese  Bohrungen  farbige  Fäden  gezogen,  so  dass  jede  Krystallfläche  durch 
ihre  drei  Tracen  auf  dou  Axenebenen  zur  Darstellung  gebracht  werden 
kann.  Die  Flächen  der  Grundform  sind  durch  weisse  Fäden  bezeichnet, 
diejenigen  der  abgeleiteten  Formen  durch  rote,  grüne  und  gelbe. 

1.  Triklines  Erystaüsystem :  drei  zu  einander  schiefwinkelige  Axon 
(beliebige  Krystallkanten). 

a)  Hemiedrisch-triklin  (weinsaures  Strontium) :  nur  einzelne  Flächen  mit 
rationalen  Indices. 

b)  Holoedrisch  (Axinit) :  zu  joder  Fläche  ist  auch  die  parallele  Gegen- 
fläche vorhanden. 

^.  Monoklines  Kryatallsystem  (Feldspath)-  zwei  zu  einander  schief- 
winkelige Axcn  (beliebige  Krystallkanten  in  der  Symmetrieebeue) ,  zu 
bei<len  senkrocht  eine  Svmmetrieaxe. 

3.  Rhombisches  Krystallsystvm  (Thonardit):  drei  zu  einander  recht- 
winkelige, ungleichwertige  Syminetrieaxeu. 

4.  Tetragonales  Krystallsystem  (Anatas):  eine  vierzählige  Symmetiie- 
axo  (Hauptaxe),  zwei  zu  einander  und  zu  jeuer  senkrechte,  gleichwertige, 
zweizählige  Symmetrieaxon  (Xcbcnaxen). 

5.  Hexagonales  Krystallsystem. 

a)  Rhomboedrische  Abteilung  (Kalkspath):  drei  zu  einander  gleich 
geneigte,  gleichwertige  Axen  (Kanten  des  Grundrhomboeders) ;  ausserdem 
ist  die  dreizählige  Symmetheaxe  (Hauptaxe)  dargestellt. 
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b)  Hexagonale  Abteilung  (Beryll):  eine  sechszählige  Symmetrieaxe 
(Hauptaxe),  drei  dazu  senkrechte ,  gleichwertige,  einander  unter  60* 
schneidende,  zweizählige  Symmetrieaxen. 

6.  Regtdäres  Ktystallsystem:  drei  auf  einander  senkrechte,  gleich- 
wertige Axen.  Da  hier  die  Zahl  der  Flächen  einer  vollständigen  Form  ihr 
Maximum  erreicht,  nämlich  48,  so  ist  von  einer  solchen,  dem  Hexakis- 
Oktaeder  (321)  mit  den  Parametern  1  :  J  :  ( ,  nur  die  in  einem  Octanten 
liegende  Gruppe  von  6  Flächen  dargestellt  (mit  gelben  Fäden),  während 
in  anderen  Octanten  die  24 -Flächner  mit  roten  resp.  grünen  Fäden  be- 
zeichnet sind.  /T»   r<    AU  \ 

(P.  Groth.) 

284  Modell  zur  ErlSaterungr  der  sphärischen  Projection  eines  Krjstalls. 

Nach  Angabe  von  Prof.  P.  Groth,  Univ.  München,  verfertigt  und  ausgestellt 

von  Böhm  &  Wiedemann,  München. 

Die  Mitte  nimmt  das  Holzmodell  eines  tnklin-hemiedrischen  Krystalls 
(allgemeinster  Fall)  von  rechtsweinsaurem  Strontium  (s.  AxenmodcU  la) 
ein;  durch  dessen  Centrum  gehen  Messingstäbe,  welche  die  Normalen  zu 
allen  Flächen  daistellen,  bis  an  die  Oberfläche  einer  Kugel  und  be- 
stimmen dort  die  durch  schwarze  Scheiben  bezeichneten  „Pole"  der 
Krystallflächen.  Die  Pole  aller  Flächen,  welche  am  Krystall  einander  in 
parallelen  Kanten  schneiden  (eine  sogenannte  „Zone"  bilden),  liegen  auf 
einem  grössten  Kreise  der  Kugel.  Diese  grössten  Kreise  sind  für  alle 
wichtigen  Zonen  in  Messing  dargestellt.  Dieselben  schneiden  einander 
in  den  Polen  derjenigen  Flächen,  welche  mehreren  Zonen  zugleich  an- 
gehören und  durch  zwei  derselben  bestimmt  sind.  Der  zwischen  zwei 
Polen  befindliche  Bogen  des  betreffenden  grössten  Kreises  ist  gleich  dem 
Winkel  der  l>eiden  zugehörigen  Krystallflächen.  Die  drei  zwischen  den 
Polen  dreier,  nicht  einer  Zone  angehöriger,  Flächen  liegenden  Bögen  sind 
die  Seiten  des  bei  der  Berechnung  der  Flächen  dienenden  sphärischen 
Dreiecks. 

Das  Modell  lässt  also  alle  bei  der  Berechnung  eines  Krystalls  zu  be- 
rücksichtigenden Zonenverhältnisso  und  sphärischen  Dreiecke  mit  einem 
Blicke  übersehen.  ^p    ^^^^^^ 

285  Modelle  zur   Krygtalloptik.    Nach   Angabe  von  Prof.  P.  Groth,   Univ. 
München,  verfertigt   und   ausgestellt  von  Böhm   &  Wiedemann,    München. 

1.  Wtllenfläche  eines  positiven  einaxigen  Krystalls,  dargestellt  durch 
Meridiancurven  in  Messing. 

2.  Wellenfläche  eines  negativen  einaxigen  Krystalls  in  gleicher  Dar- 
stellung. 

3.  Wellenfläche  (Sti-alilenfläche)  eines  zweiaxigen  Krystalls,  dargestellt 
durch  Curven  in  Messing,  welche  zu  den  drei  Hauptschnitten  symmetrisch 
und  so  angeordnet  sind,  dass  sie  die  Durchdringung  der  beiden  Schalen 
der  Fläche  an  den  Nabelpunkten  zeigen. 


k 


Mathomatische  Physik.    V.  381 

Die  Modelle  4,  5  und  6  sollen  die  Dispersion  der  optischen  Mittel- 
linien und  Axen  für  verschiedene  Farben  im  triklinen  und  monoklinen 
Krystallsystom  illustriron.  Für  drei  Farben  sind,  entsprechend  colorirt, 
die  drei  Hauptschwinguogsrichtungon,  die  Durchschnittscurven  der  Wollen- 
flache  mit  den  drei  Hauptschnittou  und  die  beiden  (secundären)  optischen 
Axen  und  zwar  so  dargestellt,  dass  die  Radion  der  Wellenflächen  der 
verschiedenen  Farben  sich  verhalten,  wie  die  Wellenlängen.  Es  wüixie 
daher  die  Ausbreitung  weissen  Lichtes  vom  Mittelpunkte  des  Modells 
aus  so  stattfinden,  dass  die  Stralilen  einer  jeden  Farbe  nach  Ablauf  einer 
Schwingungsdauer  je  auf  den  entsprechend  colorirten  Curven  in  den 
Hauptschnitten  angelangt  wären. 

4.  Dispersion  des  triklinen  KrystaUsystems.  Alle  drei  Haupt- 
8chwingungsri(>htungen  der  verschiedenen  Farben  sind  gegeneinander  ge- 
neigt und  die  Grösse  wie  die  Richtung  dieser  Dispersion  ist  an  denselben 
eine  ungleiche.  Dem  entsprechend  liegen  die  optischen  Axen  für  ver- 
schiedene Farben  in  verschiedenen  Ebenen  und  gegen  einander  völlig 
unsymmetrisch  orientirt. 

5.  Geneigte  Dispersion  des  monoklinen  KrystaUsystems.  Die  Axe 
der  mittleren  optischen  Elasticität  fällt  für  alle  Farben  mit  der  Symmetrie- 
axe  zusammen  und  ist  daher  weiss  bezeichnet.  Die  optischen  Axen 
liegen  für  sämtliche  Farben  in  der  dazu  senkrechten  Symmetrieebene, 
sind  aber  hier  entgegengesetzt  disporgirt,  wogen  der  ungleichen  Neigung 
der  Mittellinien  zu  den  Kr\'stallaxeu. 

6.  Horizontale  und  gekreuzte  Dispersion  des  monoklinen  KrystaU- 
systems. Es  fällt  nur  die  eine  der  beiden  Mittellinien  der  optischen  Axen 
in  die  Symmetrieebene,  die  andere  in  die  Symmetrieaxe  (wie  bei  5  weiss 
bezeichnet).  Wcgj^ui  der  Dispersion  der  ersteren  sind  die  Ebenen  der 
optischen  Axen  für  verschiedene  Farben  zwar  sämtlich  rechtwinkehg  zur 
Symmetrieebene,  aber  ungleich  gegen  die  Krystallaxen  geneigt;  in  Folge 
dessen  zeigen  die  Krystalle  horizontale  Dispereion  der  optischen  Axen 
um  die  in  der  Symmetrieebene  liegenden  Mittellinien,  gekreuzt«  Dispersion 
um  die  Symmetrieaxe. 

(P.  Groth.) 

Preise  der  acht  krystollographischen  Aocen  modelte  (kleines  Format  auf 
Holzstativen)  zusammen  M.  95,  einzeln  je  JlL  12;  grosses  Format,  auf 
eisernen  Stativen  A  130,  einzeln  je  Ji.  17. 

Modell  zur  Erläuterung  der  sphärischeti  Prqjection  eines  KrystaUs 
in  kleinem  Fonnat  M.  60,  in  grossem  Format  Ji.  80. 

Modell  der  WellenfläcJie  eines  positiven  hezw,  eines  negativen  ein- 
axigen  KrystaUs^  kleines  Format  je  Ji.  12.50,  gro.sses  Format  je  Ji.  25. 

Wellenfläche  eines  zweiaxigen  KrystaUs ,  kleines  Format  Ji  48, 
gi'osses  Format  Ji  70. 

Drei  Modelle  zur  Dispersion^  kleines  Format  je  iL  45,  grosses 
Fonnat  je  Ji  60. 


382  in.  Abteüung. 

286  Modelle  optischer  Elasticitätsfliichen,  entsprechend  den  3  Modellen 
der  Wellenflächen  (s.  o.),  in  hartem  Holze,  polirt,  zum  Aa^ioiuander- 
nohmen.  Nach  Angabe  von  Pi"of.  P.  Groth,  Univ.  Mün(^hen,  verfertig  und 
ausgestellt  von  Drechslorineistcr  Jos.  Endres,  Münohon,  Fürstenstr.  23. 

1.  Elasticiiätsfiäche  eines  positiven  einaxigen  KrystaUs:  Kotatious- 
ellipsoid  mit  schiefem  Schnitt. 

2.  Die  eines  negativen  KrystaUs:  e]>enso. 

3.  Die  eines  zweiaxigen  KrystaUs:  dreiaxig<.»s  Ellipsoid  zum  Aus- 
eiuandt^rnehmen  a)  nach  einem  Kroisschiiitte,  b)  nach  einem  schiefen 
Schnitte,  mit  Angabe  der  grossen  und  kloinen  Axe  dor  Schnittollipse. 

Preis  (inclus.  3  gedrehton  Stativen)  A  80. 

287  ?ier  Flächenmodellc  zur  Darstellung  der  elastischen  Dehnnngrs- 
coeTflcieiiteu  nach  Prof.  Voigt,  Diroctor  des  mathematisch-physikaliscbea 
Instituts  der  Univ.  Göttingen. 

Bezeichnen  X».  Y,,  Z«,  Y,.  Z,,  Xy  die  in  einem  elastisclien  Körper 
wirkenden  Druck(,oraponoutt)n,  x,.  »,  z«,  \\,  7.%,  x,  die  sie  bogleitenden 
Deform ationsgi'össen,  so  ist  das  elastische  Potential  der  Volumeneinheit 
F  «legebeii  durch 

2  F  =  Cu  Xx*  +  2Ci2  Xx  Vy  +  2Ci3  Xx  Zz  +  2ci4  Xxy«  +  . . 

(1)  +  C22  yy*  +  2c.i3  y  y  Zz 

I    '  •  •  'i 

0<J<T 

+  2  F'  =  Sh  Xx»  +  2si,  Xx  Yy  +  2si3  ^x  Zz  +  2su  Xx  Y«  +  . . . 
(ä)  +    s.,,YV     +2s.^YyZz  +  ... 

^^^    •  •   •  • 

Die  Grössen  Chk  heisseu  die  Elastxcitätsconstanten^  die  Shk  die  Elastidtäts- 
moduln  der  Substanz;  ihre  Anzahl  ist  im  allgemeinen  Falle  eines 
triklinen  Krystalles  21  und  speoialisirt  sich  für  diejenigen  Krystallgnippcu, 
welche  Sj-mmetrieelemonte  besitzen.  Zwischen  den  Druckkräften  und 
Deformationsgrösseu  bestehen  die  Beziehungen 

V         dF         „         dF 

(8)  ^^ 

^""""dXx'  ^'^""dYy'    •••• 

Befindet  sich  ein  Stück  eines  Krystalles  nur  unter  der  Wirkung 
äusserer  Drucklmifte,  deren  Componenten,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen, 
X,  Y,  Z  sein  mögen,  so  ist  zum  Gleichgewicht  erforderlich,  dass 
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dXx  ,   dXy    ,  dX] 


dx    ■*■    dv"  "^   dz  ' 


i^        dYx,    dYy,    dY, 

^^  dZy  dZx 

"        dx    ^    dv    ^    dz  ' 

0  =  X  -f  Xx  cos  (d,  x)  -J-  Xy  cos  (n,  y)  +  X«  cos  (n,  z), 

(6)  0  =  Y  +  Yx  tM)9  (u,  x)  +  Yy  cos  (n,  y)  +  Y»  cos  (n,  z), 

0  =  Z  -f  Zx  cos  (n,  x)  +  Zy  cos  (u,  y)  +  Zz  cos  (n,  z), 

worin  n  die  äussere  Normale  auf  dem  Oberflächenole mont  bezeichnet 

Im  Falle,  dass  das  krystallinischo  Stück  ein  Cylinder  von  beliebigem 
Querschnitt  ist,  dessen  Axe  durc^h  die  Richtungscosinus  a,  ß,  y  gegen  die 
Coordinatenaxon  bestimmt  werden  mag,  genügt  man  bei  alleiniger  Ein- 
wirkung einer  constanten  Druckkraft  p  gegen  die  Einheit  der  Grundflächen 
diesen  Bedingungen,  indem  man  setzt: 

(6)  Xx  =  pa«,  Yy  =  pß«,  Ze  =  pY«,  Yz  =  pßY,  Zx  =  PT«,  Xy  =  paß. 
Hieraus  folgt  dann  das  System  der  Deformatiousgrössen : 

—  Xx  =  p  (Su  a*  +  Si.  ß*  +  Si3  Y*  +  8u  Pt  +  »lö  T»  +  »lo  «ß), 

(7)  —  yy  =  P  (821  a'  +  8,>o  ß*  +  8^3  T'  +  »24  ßT  +  S20  T*  +  S20  aß), 


I>ie  lineare  Dilatation  X  in  »üm»r  beliebigen,  durch  a',  ß',  y'  gegebenen 
Riclitung  ist  allgemein  bestimmt  dunrh 

X  =  xxa'*  +  yy  ß"  +  ^iT"  +  2y,ß'Y'  +  2zxY'a'  +  2xy  a'ß' 
und  ihre  Grosse  längs  der  Cylinderaxo  ist  im  vorliegenden  Falle 

X  =  -p(8ua*  +  28i,a«ß*  +  2si3a«Y»  +  2sua*ßY  +  2s,5a*ya  +  2s,oa*aß 

+    s.,,ß*     +2s,3ßV-l-.  .  . 
(8)  +    S33Y*      + .  .  . 

). 

Der  Coöfficient  von  —  p  heisst  der  elastische  Dehnungscoefficient  (E)  des 
l>etraohteten  Krystallos  in  der  Richtung  der  Cylinderaxo  a,  ß,  y  und  kann 
wegen  des  nahou  Zusammenhanges  mit  dem  Werte  (2)  des  elastischen 
Potentiales  als  besondei*s  geeignet  gelten,  das  elastische  Verhalten  eines 
Krystall<*s  zu  charakterisiren.  Allerdings  leist«?t  er  dies  nicht  vollständig, 
da  er  die  im  Allgemeinou  21  Elastizitätsmoduln  nur  in  15  unabliängigen 
Combinationen  enthält.  Das  Gesetz  des  l)ehnungscof'ffi('ieut4m  wird  vor- 
ansehaulicht ,  indem  mau  seine  Grösse  als  Länge  auf  dor  Richtung  auf- 
tiügt,  auf  welche  er  sich  bezieht;  die  so  erhaltenen  Flächen  sind  durch 
die  Modelle  für  vier  besonders  interessante  Fälle  wiedergegeben. 


384  in.  AbteUung. 

Für  die  Krystalle  des  regulären  Systemes  sind,  falls  man  die  Coordi- 
natenaxen  in  die  Axen  der  Kr^'stallformen  legt,  alle  Moduln  gleich  Null, 
bis  auf 

Sij  =  S22  =  SsS»   823  =  831  =  S12, 
S44  =  855  =  s^. 

Hiernach  wird  hier 

,ft.   E  =  8a(a*  +  ß*  +  T*)  +  (Su  +  2si2)  (ß^*  +  t'«'  +  «'ß*) 
^  ^        =  S12  +  J  s,4  +  (Sil  -  S12  -  J  S44)  (a*  +  ß*  +  T*). 

Der  Verlauf  dieser   Function   bei    Flusspath  ist  durch  das  erste  Modell 
wiedergegeben. 

Für  die  Krj^stalle  der  holoedrischen  Gruppe  des  hexagonalen  Systems 
und  die  ihnen  elastisch  gleichwertigen  bleiben,  falls  die  Z-Axe  zur  Haupt- 
axe  gewählt  wird,  von  allen  Moduln  Shk  nur  die  folgenden: 

811  =  822,  S33,  S23  =  S31,  S12,  S44  =  S55,  Squ  =  2  (Sil        8^2). 
In  Folge  dessen  gilt  hier 

(10)        E  =  Sil  (1  -  Y*)'  +  833  T*  +  (844  +  2  813)  y'  (l  -t'). 

Den  Verlauf  dieser  Function  bei  Beryll  stellt  das  zweite  Modell  dar. 

Für  die  rhomboedrisch-hemiedrische  Gruppe  und  die  ihr  elastisch 
gleichwertigen  kommen,  falls  die  X-Axe  als  zwoizähligo  Symmetrieaxe  ge- 
wählt wird,  zu  den  vorigen  Moduln  noch  hinzu: 

814  =  —  S24  =  J  Sj^j ; 
iu  Folge  hiervon  gilt  jetzt 

(ll)E  =  Sii(l-YT  +  833T*  +  (s4i  +  2si3)T*(l-rt+28i4ßr(3a«-ß*). 

Das  dritte  Modell  gibt  den  Verlauf  dieser  Function  für  den  trapezoedrisch- 
tetartoed rischon  BergkrystaU. 

Bei  allen  rhombischen  Krystallen  sind,  falls  die  Coordinatenaxen  mit 
Er>'stallaxen  zusammenfallen,  Sn,  822^  S33,  S44,  S55,  Sq^,  S23,  831,  S12  von 
Null  imd  von  einander  verschieden;  es  wird  demgemäss 

(12)    E  =  Siia*  +  S22ß*  +  S33T*  +  (s44  +  2s23)ßV  +  (Sw  +  2831)  A' 

+  (SM-r-2si2)a«ß«. 

Für  Baryt  stellt  das  vierte  Modell  den  Verlauf  dieser  Grösse  dar*). 

(Voigt) 

288      Fünf  Modelle  piezoelektrischer  Flächen,  nach  Proff.  Riecke  und  Voigt, 
Directoren  des  physikalischen  Instituts  der  Univ.  Göttingen. 

Elastische  oder  thermische  Deformationen  haben  erfahrungsgemäss  in 
isolireudon  Krystallen  von  denjenigen  Gruppen,  welche  kein  Symmetrie- 
centrum besitzen,  dielektrische  Polarisationen  zur  Folge,  und  man  erhält 


*)  Das  ei*ste,  dritte  und  vierte  Modell  ist  nach  den  Beobachtungsresultaten 
von  W.   Voigt  von  Prof.  Fmatenoalder  in  München  angefertigt 
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eine  mit  der  Beobachtxing  vollkommen  übereinstimmondo  Darstellung  der 
bezüglichen  Erscheinungen,  wenn  man   die   dielektrischen   Momente  der 
Volumoneinheit  a,  b,  c  linearen  Functionen   der  Deformationsgrössen  Xx, 
yy,  Zz,  yz,  zx,  xy  gleich  setzt. 
In  dem  Ansatz 

a  =  Hl  xx  +  Hi  yy  +  e«  zx  +  «u  y«  +  ^15  Zx  +  «ic  xy, 

(13)  b    =    5^1  Xx    +    «22  yy    +    823  Zz    +    «24  Yz    +    «26  ZX    +    826  Xy, 
C   =   S31  Xx   +    «82  yy    +    «SS  Zz   +    «84  yx  +    «35  Zx   +   «86  Xy 

hoLssen  die  Coefficienten  Shk  die  piezoelektrischen  Constanten  der  Substanz. 
Benutzt  man  die  in  (3)  enthaltenen  Beziehungen  zwischen  Deforma- 
tionen und  Drucken,  so  kann  man  hierfür  auch  schreiben 

—  a  =   Sil  Xx    +    ^12  Yy    +    ^18  Zr   +    ^14  ^z   +    815  Zx   +   S^q  Xy, 

(14)  —  b   =    821  Xx  -|-   ^22  Yy   +   ^23  Zz   +    ^24  Yx  +   ^25  Zx  +   ^26  ^7» 

—  ^    =   ^31  ^X    +    ^82  Yy    +    833  Zx  -|-   ^84  Yx  +    ^85  Zx    +    ^ge  Xy; 

die  Coefficienten  Bhk,  welche  sich  leicht  durch  die  piezoelektrischen  Con- 
stanten Chk  und  die  Elasticitätsmoduln  Shk  ausdrücken,  heissen  die  pU^o- 
elektrischen  Moduln  der  Substanz. 

Aus  a,  b,  c  bestimmt  sich  das  dielektrische  Moment  m  nach    einer 
beliebigen  Richtung  a',  ß',  y' 

(16)  m  =  aa'  +  bß'  -f  CT' ; 

ist  a,  b,  c  im  Innern  des  Krystalls  constant  und  sind  a',  ß',  y'  ^^ 
Richtungscosinus  der  äusseren  Normalen  auf  einem  Oberflächenelement, 
so  hat  m  =  n  zugleich  die  Bedeutung  der  elektrischen  Oborflächendichte, 
welche  mit  der  wirklichen  Verteilung  äquivalent  ist.  Diese  Dichte  ist 
einer  der  Gegenstände  der  Beobachtung,  und  ihre  Messung  für  die  Flächen- 
paare eines  einseitig  comprimirten  Parallelepipedons  von  beliebiger  Oriont- 
irung  gegen  die  Krystallaxon  gestattet  die  Bestimmung  von  a,  b,  c  und 
damit  die  Prüfung  -der  Theorie. 

Eingehender  studirt  sind   die   piezoelektrischen  Erscheinungen  bisher 
nur  an  drei,  resp.  vier  Krystallgruppen. 

Für  die  tetraedrisch-hemiedrische  und  die  tetartoedrische  Gruppe  des 
regulären  Systems  reduciren  sich  die  Formeln  (14)  auf 

(16)  -a  =  5i4Y«,    — b  =  8i4Zx,  — c  =  8i4Xy. 

Die  Anwendung  der  Formeln  (6),  die  sich  auf  die  Compression  eines 
Cylinders  parallel  seiner  Axe  beziehen,  ergibt  hier 

(17)  —  a  =  pöi4  ßY,  —  b  =  pSu  Y«,  —  c  =  pS^  aß. 
Das  Moment  nach  der  Cylinderaxe  1  folgt  hieraus 

(18)  1  =  —  3p8i4  aßY. 

Sein  Verlauf  ist  durch  das  erste  Modell  veranschaulicht. 

25 


386  m.  Abteilang. 

Das  resaltirende  Gesammtmoment  m  bestimmt  sich,  da 

durch  die  Formeln: 

m«  =  a«+b«  +  c«, 

^*-v^  bc    ,    ca    ,    ab  ^ 

<»»>  IT  +  T"  + -^  =  -  P'"' 

...    _  1  .  1     1 

a      ß      Y 

Die  zweite  Gleichung  (19)  zeigt,  dass,  wenn  man  m  auf  der  Richtung 
der  elektrischen  Axe  als  Strecke  aufträgt,  eine  OberOäche  resultirt,  die 
mit  der  Steiner' sehen  Fläche  identisch  ist.  Das  zweite  Modell  stellt 
sie  dar;  die  Doppelgeraden  fallen  in  die  Krystallaxen. 

Die  letzte  Formel  (19)  bestimmt  den  Zusammenhang  zwischen  der 
Richtung  des  Druckes  und  der  elektrischen  Axe.  Sie  sagt  aus,  dass, 
wenn  man  durch  die  Richtung  des  Druckes  einerseits,  durch  die  elektrische 
Axe  andererseits  die  drei  Ebenen  legt,  welche  die  Coordinatenaxen  ent- 
halten, deren  Winkel   mit  derselben  Coordinatenebene  sich  jederzeit  zu 

-^  ergänzen. 

Fällt  die  nruckrichtung  in  eine  Coordinatenebene,  so  liegt  die  Axe 
des  erregten  Momentes  in  der  dazu  nonnalen  Axe. 

Für  die  trapezoedrisch-tetartoedriache  Gruppe^  der  u.  a.  der  Quarz 
angehöH:,  reduciren  sich  die  Formeln  (14),  falls  man  die  X-Axe  in  eine 
zweizählige,  die  Z-Axe  in  die  dreizählige  Symmetrieaxe  legt,  auf 

"  *  "  ^"  ^^^   "  ^^^  +  ^'*  ^" 
^     ^  +b  =  8u  Zx  +  28uXy,  c  =  o. 

Die  elektrische  Axe  liegt  also  stets  in  der  XY- Ebene.  Hiemach  ist  die 
Erregung  durch  axiale  Compression  eines  C>iinders  gegeben  durch 

^^  -  a  =  p  (8u  («'  -  ?•)  +  «14  ?T). 

+  b  =  p(8uT  +  2S,,ß)a,c  =  o. 

Das  Moment  parallel  der  Cylinderaxe  ist  hier 

(22)  l  =  p8iia(a«-3ß''); 

sein  Verlauf,  der  unabhängig  von  der  Substanz  des  Krystalles  ist,  wird 
durch  das  dritte  Modell  dargestellt. 

Das  elektrische  Gesamtmonient  m  ist  gegeben  durch 

(23)  m'  =  p«  [8h'  (l  -  Y')'  +  8.4^'  (1  -  f')  +  28„  «,«  ß^  (3«*  -  ß*)): 

da  die  Richtung  der  elektrischen  Axe  immer  in  der  XY-Ebene  liegt,  so 
lässt  sic^h  m  hier  niekt  ebenso,  wie  im  vorigen  Falle  durch  eine  Fläche 
veranschaulichen. 
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Für  (lio  zweite  hemimorph-tetartoedrische  Gruppe^  zu  welcher  der 
Tunnaliii  zählt,  wenUm  die  Formeln  (14),  falls  mau  die  Z-A\o  in  die 
dreizähligo  Symniotrit^axo ,  die  YZ-Ebene  in  eine  der  Symmetrioobeneu 
legt, 

—  a   =    §15  Zx  —  2  ^22  Xy, 

(24)  _  b  =  -  822  (Xx  -  Yy)  +  ^15  Y. , 

—  C    =    831  (Xx  +  Yy)    -f    §38  Zz  . 

Für  die  Eri*ogung  eines  Cj'linders  durch   axialen  Druck   gilt  demgenmss: 

—  a  =  p(?t6T— 2822?)«, 

(25)  _  b  =  p  (-  822  [«•  -  ßT  +  «15  ßrX 

-  c  =  p  (83,  [««  +  ß'l  +  833  Y«). 

Hieraus  folgt  das  longitudinalo  Moment 

(26)  1  =  -  p  [i^  ?  (ß»  -  3  a»)  +  (8„  +  «jj)  f  (1-T«)  +  3,.  t']  ; 

die  beiden  letzten  Glieder  sind  rings  um  die  Z-Axe  von  gleichem  Wert 
und  enthalten  wesentlich  den  Einfluss  der  polaren  Hauptaxe,  das  erste 
gibt  den  Einfluss  der  drei  elektrischen  Nebenaxeti^  von  denen  die  eine 
in  die  Y-Axe  fällt. 

Das  vierte  Modell  stellt  den  Verlauf  von  1  speciell  für  brasilianischen 
Turmalin  dar;  der  tiefste  Punkt  desselben  ist  der  Pol  des  Coordinaten- 
systems.  Man  erkennt  in  der  Äquatorialebene  die  Wirkung  der  elektri- 
schen Nebenaxon  auf  1  und  sieht,  dass  das  Maximum  des  longitudinalen 
Momentes  1  nicht  parallel  der  Hauptaxe  stattfindet. 

Durch  ein  fünftes  in  Gips  ausgeführtes  Modell  wird  der  Verlauf  des 
elektrischen  Oesammtmomentes  hei  der  zweiten  hemimorph-tetartoedrischen 
Gruppe  des  hexagonaleu  Systems  dargestellt.  Dabei  entspricht  das  Ver- 
hältnis der  Moduln  833  und  83^  den  Beobachtungen  am  Turmalin,  dagegen 
sind  die  Werte  von  8^5  und  822  beträchtlich  vcrgrössert,  da  die  Eigentüm- 
lichkeiten der  Fläche  sonst  kaum  deutlich  geworden  wären. 

Die  auf  der  Fläche  gezogenen  Systeme  von  Hypocykloiden  und 
Ellipsen  lassen  zwei  verschiedene  Erzeugungsarten  erkennen,  über  welche 
Folgendes  zu  bemerken  ist.  Wenn  die  Grösse  des  Druckes  bei  allen  möglichen 
Änderungen  seiner  Richtung  constant  bleibt,  so  beschreibt  der  Endpunkt 
des  entsprechenden  Vectors  eine  Halbkugel;  den  nach  ihrem  Pol  ge- 
richteten Halbmesser  h^geu  wii-  parallel  der  Z-Axe,  die  Basis  parallel  der 
XY-Ebene.  Ein  beliebiger  Druck  p,  a,  ß,  y  ^^^  ^*^"  ^^^^  Richtung  und 
Grösse  durch  einen  Punkt  P  der  Halbkugel  dargestellt.  Die  Componenten 
des  durch  ihn  erzeugten  elektrischen  Momentes  sind  durch  die  Formeln 
(25)  bestimmt;  dieses  wird  repräsentirt  durch  einen  zweiten  vom  An- 
fangspunkt des  Coordinatensystems  aus  gezogenen  Vector,  dessen  End- 
punkt M  die  piezoelektrische  Fläche  erzeugt.  In  dem  Modelle  ist  die 
XY-Ebene  in  die  obere  Fläche  der  tragenden  Platte,  der  Anfangspunkt 
in  ihren  Mittelpunkt  gelegt.     B  sei  die  Poldistanz  von  P,  4>  seine  Länge 

25* 
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gerechnot   von  der  Ebene  ZX  aus.    Es  gelten  dann  die  folgenden  Be- 
ziehungen : 

1)  Durchläuft  P  einen  Parallelkreis,  so  beschreibt  M  eine  Hjrpocykloide, 
deren  Ebene  gegen  die  Z-Axo  senkrecht  steht.  Der  Halbmesser  des 
Bahnkreisen  ist  |  815  sin  8  cos  ö ,  der  Halbmesser  des  rollenden  Kreises 
gleich  dem  dritten  Teil  hievon;  der  Abstand  des  erzeugenden  Punktes 
von  dem  Mittelpunkt  des  Rollkreises  822  sin' B,  die  Höhe  der  Cykloiden- 
cbene  über  der  XY-Ebene  S31  sin*  0  +  §33  cos'  0.  Einem  Druck  in  der 
Richtung  der  Z-Axe  entspricht  der  Pol  der  piezoelektrischen  Fläche,  im 
Abstand  S33  vom  Anfangspunkt  auf  der  Z-Axo  gelegen.  Dem  Basalkreise 
der  Halbkugel  entspricht  ein  Kreis  vom  Halbmesser  §22  i°  ^^^  Höhe  ^31 
über  der  XY-Ebene:   der  BasalkTeis   der   piezoelektrischen  Fläche.     Für 

0  =  arc  tg  (öx")  ergibt  sich  eine  gewöhnliche  Hypocykloide  mit  3  Spitzen. 

Kleineren  Werten   von  0   entsprechen  verkürzte,    grösseren   verlängerte 

Cykloiden.    Für   0  =  arc  tg  (^\  erhält  man  die  Form  eines  Kleeblattes 

mit  einem  dreifachen  Punkt  in  der  Z-Axe.  Bei  grösseren  Werten  tritt 
ein  Überschlagen  der  Curvenbögen  ein.  An  dem  Modelle  sind  die  Cykloiden, 
welche  den  Parallelkreisen  0  =  15^  30^  45^  60»,  75^  entsprechen ,  be- 
sonders ausgezeichnet. 

2)  Bewegt  sich  P  auf  einem  Meridian  der  Halbkugel,  so  beschreibt  M 
eine  Ellipse.  Alle  Ellipsen  gehen  durch  den  Pol  der  piezoelektrischen 
Fläche,  sie  schneiden  die  Z-Axe  senkrecht  und  haben  im  Pol  dieselbe 
Richtung,  wie  die  entsprechenden  Meridianbögen.  Alle  Ellipsen  schneiden 
den  Basalkreis  der   piezoelektrischen  Fläche    und  berühren  seine  Ebene. 

IT 

Das  Azimuth  der  Schnittpunkte  gegen  die  ZX-Ebene  ist  —  —  2  4>.    liegt 

der  von  P  durchlaufene  Meridian  in  einer  Symmetrieebene,  so  gilt  gleiches 
von  der  durch  M  beschriebenen  Ellipse.  Bewegt  sich  P  in  einem  Meri- 
diane, dessen  Ebene  zu  einer  Symmetrieebene  senkrecht  steht,  so  liegt 
auch  die  Ebene  der  entsprechenden  Ellipse  zu  ihr  senkrecht  und  die 
Ellipse  berührt  den  Basalkreis  in  der  Syinmetrieebene. 

Die  Fläche  ist  von  der  4.  Ordnung.  Sie  enthält  in  jeder  Symmetrie- 
obene  eine  gerade  Linie,  auf  welcher  die  Doppelpunkte  der  Hypocykloiden 

liegen. 

(Voigt  und  Riecke.) 

289  Drei  Modolle  fflr  die  pyroelektrisclie  Erregangr  tou  Krystalliiageln 
nach  Prof.  Voigt,  Direktor  dos  mathematisch- physikalischen  Institutes  der 
Univ.  Göttingen. 

Ausser  der  piezoelektrischen  Erregung  eines  Cylinders  durch  longitu- 
dinale  Compression  eignet  sich  besonders  die  pyroelektrische  Erregung 
einer  Kugel  durch  oberflächliche  Erwärmung  oder  Abkühlung  zur  graphi- 
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sehen  Darstellung.  Eine  Erwänuung  heisst  oberflächlich,  wenn  sie  eine 
so  dünne  Schicht  betrifft,  dass  sie  keine  deformirende  Wirkung  auf  die 
übngen  Teile  ausüben  kann.  Ist  die  oberflächliche  Erwärmung  rings  um 
die  Kugel  constant,  aber  eine  beliebige  Function  der  Tiefe,  so  lässt  sich 
das  Problem  leicht  behandeln,  und  wenn  man  noch  von  der  Veränder- 
lichkeit der  Elasticität  mit  der  Richtung  absieht,  was  z.  B.  bei  Turmalin 
nur  unbedeutenden  Einfluss  auf  das  Resultat  hat,  in  anderen  Fällen  aber 
wenigstens  das  Bild  nicht  wesentlich  fälscht,  so  wird  das  Resultat  sehr 
einfach. 

Bezeichnet  man  die  lineare  Dilatation  in  der  Richtung  a,  ß,  y  der 
Normalen  auf  dem  Oberflächenelemente  mit  X,  dann  ist  die  Dichte  f)  der 
Oberflächenbelegung  der  Kugel  für  die  oben  behandelten  drei  Gruppen 
gegeben  durch 

-f|  =  X  ei4  3  aßY, 

^  =  X8,4a(a«-3ß«), 

Diese  Werte  sind  mit  den  oben  gegebenen  für  die  longitudinale  Erregung 
eines  Cylinders  nahe  verwandt.  Ihr  Verlauf  ist  in  den  Modellen  da- 
durch veranschaulicht,  dass  auf  den  Kugelflächen  Curven  y]  =  const. 
aufgetragen  sind. 

Bei  den  ersten  Gruppen,  wo  der  Verlauf  von  den  absoluten  Werten 
der  Constanten  unabhängig  ist,  finden  sich  Maxima  und  Minima  an  den 
Enden  der  polaren  Axen;  beim  Turmalin,  der  wiederum  als  Repräsentant 
für  die  letzte  Gruppe  gewählt  ist,  sind  Maxima  und  Minima  verschiedener 
Grösse  zu  unterscheiden,  grössere  an  den  Enden  der  polaren  Uauptaxe, 
kleinere,  durch  die  polaren  Nebenaxen  bewirkt,  die  aber  nicht  in  der 
Äquatorebene  liegen,  sondern  aus  ihr  abweichen. 

(W.  Voigt.) 

290  Dreizehn  Modelle  elektrischer  Polsjsteme  znr  Erklärung  der  piezo- 
and  pyroelektrischen  Erschein ungren  nach  Prof.  Riecke,  Director  des 
experimental-physikalischen  Instituts  der  Univ.  Göttingen. 

Die  linearen  Beziehungen  zwischen  den  Componenten  des  elektrischen 
Momentes  und  den  Deformationsgrössen,  welche  in  den  Formeln  13—24 
ausgedrückt  sind,  können  aus  den  folgenden  Annahmen  über  die  Con- 
stitution der  Krystalle  abgeleitet  werden. 

Die  Mittelpunkie  der  Krystallmolekeln  bilden  regelmässige  Punkt- 
systeme, welche  den  allgemeinen  Symmetriebedingungen  des  betrofFendcn 
Krystallsystemes  geniigen.  Die  Molekeln  selbst  denken  wir  uns  in  überein- 
stimmender Weise  umgeben  von  elektrischen  Polen,  so  dass  positive  und 
negative  Pole  in  glei<'hcr  Anzahl  und  Stärke  vorhanden  sind.  Diese  Pol- 
systeme erfüllen  noch  die  Symmotriebedingungen  der  specioUon  Gruppe, 
welcher  der  betiachtete  Krystall  angehört.    Dmch  Druck  oder  Temperatur- 


390  nL  AbteUang. 

Veränderung  wird  eine  Verschiebung  und  Drehung  der  Molekeln  erzeugt; 
es  entstehen  dadurch  neue  elektrische  Kräfte,  welche  auf  das  Innere  der 
Krystalle  wirkend  die  piezo-  und  pyroelektrischen  Momente  hervorrufen. 

Sämmtliche  zur  Erklärung  der  Erscheinungen  notwendige  Polsysteme 
können  durch  Combination  von  5  Grundformen  erhalten  werden.  Diese  sind : 

1.  Das  einaxigti  Polsystem;  ein  positives  und  ein  negatives  elektrisches 
Teilchen  in  den  Endpunkten  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Molekel  ge- 
zogenen und  durch  diesen  halbirton  Linie. 

2.  Das  trigonale  Polsystem.  Drei  positive  elektrische  Pole  befinden 
sich  in  den  Ecken  eines  mit  der  Molekel  concentrischen  gleichseitigen 
Dreiecks,  die  zugehörigen  negativen  Pole  in  den  Punkten,  durch  welche 
jenes  Dreieck  zum  regulären  Sechseck  ergänzt  wird. 

Als  erste  Hauptlage  (2  A)  bezeichnen  wir  diejenige,  bei  welcher  der 
nach  dem  ersten  positiven  Pol  gezogene  Radius  Vector  der  X-Axe,  als 
zweite  (2  B)  die,  bei  welcher  er  der  Y-Axe  parallel  ist 

3.  Das  dihexagonale  Polsystem.  Die  Pole  bilden  ein  gerades  mit  der 
Molekel  concentrisches  Prisma,  dessen  Endflächen  reguläre  Zwölfecke 
sind.  Bezeichnen  wir  die  Ecken  des  oberen  Zwölfecks  der  Reihe  nach 
mit  den  Zahlen  1,  2,  ...  12,  die  des  unteren  mit  13,  14  ...  24,  so 
dass  13  unter  1,  14  unter  2  .  .  .  zu  liegen  kommt,  so  sind  oben  die 
ungeraden,  unten  die  geraden  Pole  positiv.  Die  Endflächen  des  Prismas 
liegen  parallel  zu  der  XY-Ebene.  Die  Ebene,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Molekel  und  die  Kante  (1,  13)  hindurchgeht,  schliesst  mit  der 

IT 

ZX-Ebene   den  "Winkel   r^  ein. 

4.  Das  tetraedrische  Polsystem.  Von  den  beiden  Tetraedern,  welche 
durch  die  abwechselnden  Ecken  eines  Würfels  gebildet  werden,  besetzen 
wir  das  erste  in  den  Ecken  mit  positiven,  das  zweite  mit  negativen  Polen. 

Als  erste  Hauptlage  (4  A)  des  Systems  bezeichnen  wir  diejenige ,  bei 
welcher  die  Seiten  des  Würfels  den  Coordinatenebenen  parallel  sind;  als 
zweite  Hauptlage  (4  B)  die,  bei  welcher  die  Ebenen  ZX  und  XY  Diagonal- 
ebenen des  Würfels  sind. 

5.  Das  ditetragonale  Polsystem,  Die  Pole  bilden  ein  zu  der  Molekel 
concentrisches  Prisma  mit  regelmässig  achteckigen  Endflächen;  werden 
die  Ecken  in  derselben  Weise  numerirt  wie  bei  dem  3.  S3r8teme,  so  sind 
wieder  oben  die  ungeraden,  unten  die  geraden  Pole  positiv.  Die  End- 
flächen liegen  pai-allel  zu  der  XY-Ebene ;  die  durch  den  Mittelpunkt  und 
die   Kante    (1,  9)    gehende   Ebene    schliesst    mit   der   Ebene   ZX   den 

li 
Winkel  —  ein. 
ö 

Die  Modelle  stellen  die  elektrischen  PoLsysteme  für  die  folgenden 
Symmetriegruppen  des  hexagonalen  und  quadratischen  Systemes  dar: 
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Bezeichnung  der  Gruppe.  Zusammensetzung  des  Polsystems. 

Hexagonales  System. 

Hemimorph-hemiedrisch  1 

Trapezoedrisch-hemiedrisch  3 

Hemimorph-tetartoedrisch  I.  1,  3 

8phenoidisch-hemiedri8ch  2  Ä. 

Sphenoidisch-tetartoedrisch  2A,  2B 

Hemimorph-tetartoedrisch  11.  1,  2B 

Trapezoedrisch-tetartoedrisch  2A,  3 

Ogdoedrisch  1,  2B,  2B,  3. 

Quadratisches  System. 

Hemimorph-hemiedrisch  1 

Trapezoedrisch-hemiedrisch  5 

Hemimorph-tetartoedrisch  1,  6 

Sphenoidisch-hemiedrisch  4  A 

Sphenoidisch-tetartoedrisch  4A,  4B. 

(Riecke). 


W.  Zeichnungen  und  Modelle  zur  Thermodynamik. 

291      CnrTen  auf  der  thermodynamlsolien  Fläche  des  Wassers,  nach  Gibbs 
und  V.  d.  Waals  (4  Tabellen)  von  D.  A.  Goldhammer,  ünivei-sität  Kasan. 

1.  Die  benannte  Gleichung  von  r.  d.  Waala  lautet 
(1)  (p  +  ^)  (V-  b)  =  (1  +  a)  (l  -b)aT, 

worin  p  den  Druck  in  Atmosphären,  v  das  Volumen,  T  die  absolute  Tem- 
peratur, a,  b  die  specifischen  Constanten  des  Körpers  bedeuten  und  a  = 
V .  0,003163  ist  Dabei  ist  v  auf  das  specifische  Dampfvolumen  (o)  bei 
Oft  C.  und  1  Atm  Druck  bezogen. 

Die  Gleichung  (1)  wollen  wir  auf  Wasser  anwenden,  um  die  Gleichung 
der  thermodynamischen  Fläche  desselben  in  den  Gibbs  schon  Coordi- 
naten:  Energie  (e),  Entropie  (t])  und  Volumen  (v)  abzuleiten.  Ist  nun 
J  das  mechanische  Wärmeäquivalent,  zu  425  kgm  angenommen,  und  c 
die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  coustantem  Volumen,  so  lauten 
die  bekannten  Gleichungen  von  Clausius 

,  ,  -  dT    ,    dp  , 

Jdfi  =  Jc-^  +  j|dv 

d8  =  JcdT  +  ('T'^-p^dv, 


{'%-') 
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worin  ^  und  T-r^ — p  aus  (1)  sich  berechnen  lassen:  es  ist  nämlich 
dT  dT 

dp  _  (1  +  a)  (1  -  b)  g     rndp_^__a 
dT  ~  V  —  b  '       dT     ^  ""  V«* 

Nun  sind  p  und  v  in  den  Clausius'schen  Gleichungen  in  kgm  pro  Quadrat- 
meter resp.  in  cbm  gemessen ;  da  1  Atm  =  10334  kg,  und  Volumen  in 

V 

cbm  =:  — ,  so  folgt 

0 

T  ,  T  dT    .     10334oa  (1  +  a)  (1  — b)    . 

de  =  JcdT  +  -,10334.  odv, 

oder   nach  Integration   zwischen   T,  v,  fj   und   Tq,  Vq,  "no»   indem  man 
10384.0«  (l  +  a)(l-b)  ^  jj  ^^^ 

J 

71— -^0  R 

(2)  T  =  Toe 


0       /v-"b\     0 
(8)         8  —  «o  =  Jc(T  — X»)— a.  10334 .  o 


(^  -  4> 


Da   femer  die  Werte   von   7)0,  V(h   To,   cq  hier  vollständig   unbestimmt 
bleiben,  so  nehmen  wir 

^0=0,    Vo=l  +  b,    JcTo=  10334.0,    sq  ^  10334.0 -'' ^^' 
dadurch  gehen  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  über  in 

:5       _?. 

(4)  JcT  =  10334.  oe^'Cv  —  b)    ° 

/rx                                     T  T      1^34. a .  0 
(6)  e  =  JcT ; 

die  Elimination  von  T  aus  diesen  Gleichungen  ergibt  dit  Gleichung  der 
ihermodynamiscken  Fläche 


2.  Nach  V,  d,  Waala  ist  für  Wasser 

a  =  0,00861,    b  =  0,00105; 

nach  Zeuner  ist  weiter 

c  =  0,3469, 
so  dass  R  =  0,11049. 

Um  nun  0  zu  borechuon,  benutzt  man  den  folgenden  Satz  von  v,  d,  Wacds : 
Sind  u,  Ui,  U2, . . .   die  Differenzen    zwischen   den  specifischen  Volumina 


A 
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des  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  (in  cbm)  bei  den  Drucken,  die  gleiche 
Teile  der  entsprechenden  kritischen  sind,  so  ist  für  alle  Körper 

(7)  ^^   =  ^^-^-    =  -"--   =  .  .. 

ba         biOj         1)203 

Beziehen  sich  nun  u,  b,  s  auf  Wasser,  u^  b^  3^  auf  CS.^  und  a2  bj  c^ 
auf  Äther,  so  ist 

b  =  0,00105,    bi  =  0,00334,    bg  =  0,00575 ; 

femer  lassen  sich  aus  den  Ergebnissen  von  v,  d,  Waala  und  Zeuner 
auch  berechnen 

Ol  =  0,2816  und  0.  =  0,3094  cbm. 

Wählen  wir  1  Atm,  2,5,  4,  8,  12,  13,5  als  Drucke  für  Wasser,  so  be- 
rechnen wir  die  entsprechenden  Drucke  für  Schwefelkohlenstoff  und  Äther 
nach  den  kritischen,  wenn  derselbe  für  Wasser  280  Atm  angenommen 
wird.  Sind  die  Drucke  bestimmt,  so  haben  wir  nur  die  denselben  ent- 
sprechenden u,  Ui,  U2  aus  den  Zeuner' sehen  Tabellen  zu  entnehmen. 
In  dieser  Weise  berechnen  wir 

—  ==  1,43,    1,87,    1,40,    1,41,    1,89,    1,42  im  Mittel  1,40 

^  =  0,70,    0,71,    0,74,    0,72  „      „       0,72 

Uq 

0  =  1,25898,    1,2199  „      „       1,237  cbm. 

Um  nun  die  FlÄche  mit  der  Gleichung  (6)  graphisch  darzustellen,  ziehen 
^vir   die  Axen  v,  iq,  e   in   der  gebräuchlichen  Weise   als  Axen  x   (nach 
rechts),  y  (vorwärts),  z  (nach  oben).    Der  Coordinatenursprung  ist  beliebig 
in  der  Ebene  v  =  0.    In  den  Tabellen  ist  dargestellt 
die  Orösso  b  durch  0,25  mm, 
die  Einheit  der  Entropie  durch  50  mm,  endlich 
10334  .  1,237  kgm  der  Energie  durch  10  mm. 
(Vgl.  Masstab  auf  der  Tab.  4.) 

3.  Diagramm  (irjv);  Tab.  1. 

Fig.  I  stellt  die  sog.  Isodynamen,  d.  h.  Linien  der  gleichen  Energie  in 
der  Ebene  irjv  dar;  die  Gleichung  dieser  Curvon  bekommt  man  aus  (6) 
direct,  wenn  man  darin  für  e  verschiedene  constante  Werte  nimmt 
Diese  Werte  von  e  sind  bei  jeder  Curve  angegeben. 

Fig.  II  gibt  die  Isotliermcn  und  Linien  des  gleichen  Druckes  (die  iso- 
piestischen  Linien,  nach  Qihbs) ;  für  diese  zwei  Curvenarten  bekommen  wir 
die  entsprochenden  Gleichungen,  wenn  wir  e  aus  (5)  und  (6)  resp.  T  aus  (1) 
und  (4)  eliminiren.  Bei  den  Curven  sind  die  Temperatur  und  der  Druck 
angegeben ;  dabei  entsprechen  die  Punkte  a,  a',  a",  a'",  .  .  .  dem  trockenen 
gesättigten  Wassordampf  bei  100^  C.  und  1  Atm.,  177*»  C.  und  9,252  Atm, 
277*  C.  und  100  Atm  u.  s.  w.  üeometrischer  Ort  der  Punkte  a,  a', . .  . 
ist  eine  mit bezeichnete    Curve ,   die    man   als    die    Dampflinie 
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bezeichoet.  Durch  a  ist  der  Schnittpunkt  der  Isotherme  von  0^  C.  mit  der 
isopiestischon  Linie  von  1  Atni  1)ezeichnet;  derselbe  stellt  den  Zustand 
des  AfVasscrdampfes  bei  0^  i\  imd  1  Atm  Druck  dar.  Man  kann  beweisen, 
dass  dieser  Zustand  ein  stabiler  ist. 

4,  Diagramm  (sv);  Tab.  2. 

Fig.  III  stellt  die  Adiabaten  in  der  Ebene  (ev)  dar,  deren  Gleichung 
sich  aus  (6)  bei  constanteni  t]  ergibt. 

Fig,  IV  gibt  die  Isothermen  und  Linien  des  gleichen  Druckes;  die 
Gleichung  der  orster^n  Curven  lässt  sich  aus  (5)  bei  constanteni  T,  die- 
jenige der  letzteren  Curven  durch  die  Elimination  von  T  aus  (1)  und  (5) 
ableiten. 

5.  Diagramm  (y\z);  Tab.  2,  Fig.  V  und  Tab.  3  und  4. 

Fig.  V.  Linien  gleichen  Volumens;  die  Gleichung  dieser  Curven 
leitet  man  aus  (6)  ab,  wenn  mau  darin  statt  v  die  constanten  Werte  ein- 
setzt, welche  auf  der  Figur  für  jede  Curve  angegeben  sind. 

Fig.  VI  stellt  die  Isothermen  und  die  isopiestischen  Linien  auf  der 
Ebene  fje  dar.  Die  Gleichungen  dieser  Curven  braucht  man  nicht  ab- 
zuleiten, da  man  für  jedes  T  oder  p  die  nötigen  Werte  von  fj  und  e  aus 
den  früheren  Figuren  entnehmen  kann. 

a',  a",  .  .  .  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  früher ;  b',  b",  b'"  bezeichnen 
Punkte,  die  flüssiges  Wasser,  ohne  Dampf,  als  den  Übergangszustand  von 
dem  flüssigen  Zustande  zu  der  ungleichförmigen  Mischung  Dampf  —  Wasser 
darstellen.  In  allen  Zeichnungen  sind  durch  e',  e",  e'"  resp.  d',  d",  d'" 
Punkte  bezeichnet,  welche  den  letzten  stabilen  flüssigen  resp.  Dampf- 
zustand vor  den  labilen  Zuständen  einer  gleichförmigen  Dampfwasser- 
mischung darstellen. 

c',  c",  c'"  sind  labile  gleichförmige  Mischungen  von  Wasser  und  Dampf. 
Jede  der  Isothermen  wird  durch  die  „entsprechende*^  isopiestische  Linie 
in  drei  Punkten,  a,  b,  c,  durchschnitten,  welch«?  für  die  kritischen  Worte 
von  Dmck  und  Temperatur  zusammenfallen. 

Fig.  VII  Bei  t  =  0,0078°  C.  und  p  =  4,6021  mm  Hg  kann  Wa.<iser 
bekanntlich  in  drei  stabilen  Zuständen  existiren;  dieselben  sind  auf  der 
thermodynamischen  Fläche  durch  drei  Punkte  dargestellt,  in  welchen  sich 
die  entsprechende  Isotherme  und  isopiestische  Linie  durchschneiden.  Diese 
Schnittpunkte  bilden  das  sog.  Fundamontaldreieck  VLS  auf  dem  Dia- 
gramm f[t.  Die  Curven  (1),  (3)  bezw.  (4)  (6),  bezw.  (7),  (9)  stellen  die 
sog.  Linien  der  Flüssigkeit  uud  des  Dampfes,  der  Flüssigkeit  und  dos 
Eises,  resp.  des  Eises  und  seines  gesättigten  Dampfes  dar;  durch  a,  ß 
sind  die  beiden  kritischen  Zustände  des  Wassers  bezeichnet. 

Wegen  anderer  Details  müssen  wir  auf  das  russische  Original  oder  auf 
die  „Beiblätter  zu  den  Annalen  der  Physik  und  Chemie  1885"  verweisen. 

(Goldhammer;. 
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292      Serie  Ton  Isothermenflttchen  für  die  Gemenge  zweier  und  dreier 
mischbarer  Stoffe,  von  Gymoasiallehrer  A.  BlUmcke  in  Nürnberg. 

1.  Isothermenfläche  für  zwei  beliebig  mischbare  Stoffe  für 
Temperaturen  zwischen  der  Schmelztemperatur  und  der 
kritischen  Temperatur  beider. 

Lassen  sich  zwei  gasförmige  Stoffe  bei  einer  bt^stimmten  Temperatur 
beide  verflüssigen  und  in  allen  Verhältnissen  beliebig  mischen,  so  kann 
man  für  irgend  ein  Gemenge  der  „theoretis(^hen'*  Isotherme  (Mue  ähnliche 
Form  geben  wie  derjenigen  eines  einfa(-hen  Gases;  in  nebenstehender 
Figur  sind  die  Drucke  die  Oixiinateu,  die  Volumen  die  Abscissen  (Figur  1). 


Fig.  1. 

Nimmt  man  au,  dass  die  Gleichung  dieser  Curve  von  der  von  Natanson 
gegebenen  Form  sei,  so  nähert  sich  die  Curve  den  beiden  Coordinaten- Axen 
asymptotisch.  Selbstverständlich  ist  dieselbe  nur  für  positive  Dnicke  und  posi- 
tive Volumen  von  physikalischem  Interesse.  Die  „theoretische^'*  Isotherme 
entspricht  den  Zuständen  des  G(^menges  bekanntlich  nur  so  lange,  als  sie 
homogen  sind,  und  zwar  der  in  der  Figur  rechts  gelegene  Teil  CBA  den 
gasfönnigen,  der  links  gelegene  Teil  FED  den  flüssigen.  Der  Punkt  B 
des  rechts  gelegenen  Teils  sei  der  Punkt  der  beginnenden  Verflüssigung 
der  ,,empirischen"  Isotherme  BE,  so  dass  das  Stück  CB  den  labilen,  das 
Stück  BA  den  stabilen  gasförmigen  Zuständen  entspricht.  Der  Punkt  E 
des  links  gelegenen  Teils  scu  der  Punkt  der  vollständigen  Verflüssigung 
der  „empirischen**  Isotherme  BE,  die  im  vorliegenden  Fall  eine  Curve, 
und  nicht  wie  bei  den  einfachen  Gasen  eine  zur  Volumen-Axe  parallele 
Gerade  ist  Das  Stück  EF  der  „theoretischen"  Isotherme  entspricht  dann 
den  stabilen,  das  Stück  ED  den  labilen  flüssigen  Zuständen.  Die  „em- 
pirische'' Isotherme  schneidet  die  „theoretische"  so,  dass  die  Fläche  DEG 
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gleicb  der  Fläche  BCO  ist.  Betrachtet  man  unn  alle  möglichen  Gemenge 
<lor  beideo  Stoffe,  tod  denen  man  abiT  jedesmal  Hoviel  zu  nehmeD  hat, 
dass  ihr  Gesamtgewicht  gleich  Eins  ist,  und  nimmt  man  den  Anteil  des 
ersten  SUiSs  als  neue  Variable  X  an,  wobei  die  dritte  Ase  des  Co- 
ordinatenaystem»  rechtwinlilig  zu  den  beiden  vorigen  steht,  so  bilden  so- 
wohl alle  „theoretisch  pn"  als  aach  alle  „empirischen"  Isothennen  je  eine 
Flache,  nnd  zwar  hat  die  Fläche  der  „theoretischen"  Isothermen  das  Aoa- 
sehen  einer  von  rechts  her  aus  dem  unendlichen  kommenden  Welle, 
welche  senkreoht  nach  oben  steigt  Von  physikalischer  Bedeutung  ist 
selbstverständlich  nur  der  zwischen  den  Ebenen  x  =  0  und  x  =  1  ge- 
legene Teil  für  positive  Dmcke  und  Volumina.  Die  „empirische"  Fläche 
ist,  wie  sich  zeigen  lasst  (siehe  Figur  2)  ein  Conoid,  dessen  Erzengende 


Fig.  2. 


alle  parallel  zur  XV-Ebcnu  verlaufen;  es  schneidet  die  „theoretische'* 
Fläche  nach  zwei  Curven  bd  und  ac,  deR'n  i-ratc  die  Punkte  bepinnooder, 
deren  zweite  die  Punkte  vollenditer  Verflüssigung  enthält.  Im  Modell 
ist  die  „theoretische"  Fläche   durch    drei  Isothermen  angedeutet:  durch 


Mathematische  Physik.    Vf. 


397 


die  des  ersten  Stoffs,   die   des   zweiten  Stoffs   und   die   einer  Mischung 
von  50  7o  ca. 

2.  Isothermenfläche  für  zwei  nicht  beliebig  mischbare 
Stoffe  für  Temperaturen  zwischen  der  Schmelztemperatur 
und  der  kritischen  Temperatur  beider. 

Sind  zwei  gasförmige  Stoffe  bei  einer  bestimmten  Temperatur  beide 
zu  verflüssigen,  lassen  sie  sich  aber  bei  dem  Verflüssigungsdruck  des 
am  schwersten  zu  verflüssigenden  nicht  mehr  beliebig  homogen  mischen, 
so  hat  nur  ein  Teil  der  „theoretischen"  Isothermen  die  in  Fig.  1  abge- 
bildete Form;  sobald  eine  homogene  Mischung  nur  unter  stärkerem 
Druck,  als  dem  Verflüssigungsdruck  des  am  schwersten  zu  verflüssigenden 
erreicht  werden  kann,  ist  die  Gestalt  beiläufig  die  nachstehende,  Fig.  3: 


Fig.  3. 

die  theoretische  Isothenne  ist  ABEFCGHDJKLM;  das  Stück  BA  ent- 
spricht stabilen  gasförmigen,  das  Stück  LM  stabilen  homogenen  flüssigen 
Zuständen;  die  Stücke  BE,  CF,  CG,  DH,  DJ,  LK  entsprechen  ver- 
schiedenen labilen  Zuständen.  Die  „empirische"  Isotherme  besteht  aus 
den  Stücken  BC,  CD,  DL  und  zwar  entspricht  das  Stück  BC  einem  gas- 
förmigen und  einem  flüssigen  Zustand,  das  zur  Volumenaxe  in  einem 
dem  Verflüssigungsdruck  des  am  schwersten  zu  verflüssigenden  Stoffes 
entsprechenden  Abstand  parallel  verlaufende  Stück  CD  entspricht  zwei 
flüssigen  und  einem  gasförmigen  Zustand  (es  wird  nur  der  am  schwersten 
zu  verflüssigende  Stoff  verflüssigt,  ohne  dass  der  andere  noch  Teile  von 
ihm   aufnimmt.)     Das   Stück   DL   entspricht    zwei   flüssigen   Zuständen, 
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einem  homogenen  Gemisch  beider  und  dem  noch  nicht  absorbirten  zweiten 
Stoff.  Entsprechend  dieser  Form  der  ,, theoretischen"  Isothermen  hat  dii* 
Fläche  der  „theoretischen"  Isothermen  drei  Erhebungen  und  Senkungen 
resp.  drei  Wellen.  Die  „empirische"  Fläche  besteht  domgemäss  aus  drei 
Ck)noiden.  Das  erste  schneidet  die  „theoretische"  Fläche  nach  der  Cur\'e 
der  beginnenden  Verflüssigung  und  derjenigen  der  vollendeten  homogenen 
Verflüssigung  bis  zu  demjenigen  Punkte,  dessen  Druckordinate  gleich 
dem  Druck  des  am  schwersten  zu  verflüssigenden  Stoffs  ist;  das  zweite 
Conoid  ist  zu  einer  Ebene  ausgeartet,  welche  sich  au  das  erste  an- 
schliosst  und  parallel  ist  zur  XV-Ebeue,  sie  ist  von  dieser  Ebene  ent- 
fernt um  den  Betrag  des  Verflüssigungsdrucks  des  am  schwersten  zu 
verflüssigenden  Stoffs;  das  dritte  Conoid  schliesst  sich  an  diese  Ebene 
an  und  hat  als  Leitcurven  den  aufsteigenden  und  den  absteigenden  Zweig 
der  Ciu've  der  vollendeten  homogenen  Verflüssigung,  welche  sich  anfangs 
über  die  vorerwähnte  Ebene  erhebt  und  dann  wieder  senkt  bis  zum 
Punkte  der  vollendeten  Verflüssigung  der  Isotherme  des  am  schwersten 
zu  veiüüssigenden  Stoffs. 

3.  Isothermenfläche  für  zwei  nicht  beliebig  mischbare 
Stoffe  für  eine  Temperatur,  bei  welcher  der  eine  sich  zwischen 
der  Schmelztemperatur  und  der  kritischen  Temperatur,  der 
andere  sich  oberhalb  seiner  kritischen  Temperatur  befindet. 

In  diesem  Fall  hat  die  Fläche  der  „theoretischen"  Isothermen  zwei 
Erhebungen  und  Senkungen  resp.  Wellen,  welche  nicht  das  ganze  Intervall 
zwischen  den  Ebenen  x  =  0  und  x  =  1  ausfüllen;  die  Fläche  der  „em- 
pirischen" Isothermen  besteht  nur  aus  zwei  Conoiden,  entsprechend  dem 
t»i-sten  und  drittem  des  vorigen  Falls,  das  vorhin  zu  einer  Ebene  aus- 
gehärtete Conoid  ist  hier  zu  einer  Geraden  zusammengeschrumpft.  Die 
Curven  der  beginnenden  Verflüssigung  und  vollendeten  homogenen  Ver- 
flüssigung schneiden  sich  auf  der  „theoretiischen-'  Fläche  und  durch  ihren 
Vereinigungspunkt  geht  (;ine  „theoretische"  Isothenne,  welche  in  diesem 
Punkt  einen  Wendepunkt  mit  horizontaler  Wendetangente  hat.  Die 
Form  der  „theoretischen"  und  „empirischen"  Isothermen  ist  für  jedes 
Mengenverhältnis  leicht  zu  übersehen. 

4.  Isothermenfläche  für  zwei  sich  wie  Wasser  verhaltende 
Stoffe  für  eine  Temperatur  unterhalb  dos  Schmelzpunktes 
beider. 

Das  Modell  veranschaulicht  den  Fall,  dass  die  beiden  Stoffe  sich  im 
fi^steu  und  flüssigen  Zustand  unvollkommen  mischen,  dass  jedoch  im 
festen  Zustand  die  Homogenität  noch  bei  einem  Drucke  erreichbar  ist, 
welcher  kleiner  ist,  als  der  Verflüssigungsdruck  des  am  schwersten  zu 
verflüssigenden.  Die  Fläche  der  „theoretischen"  Isothermen  besteht  dann 
aus  zwei  sich  stetig  folgenden  Partien,  deren  jede  ähnlich  geformt  ist,  wie 
die  Fläche   im  zweiten  Fall;   die  Fläche  der  ,, empirischen'^  Isothermen 
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besteht  aus  zwei  getrennten  Teilen,  deren  jeder  ebenfalls  genau  ähnlich 
ist  der  „empirischen"  Fläche  im  zweiten  Fall.  Der  eine  entspricht  dem 
Übergang  aus  dem  gasfönnigen  in  den  ft^sten  Zustand,  der  andere  dem- 
jenigen aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand.  Alle  Teile  der 
„theoretischen"  Fläche  sind  weggelassen,  da  man  sie  nach  dem  Vorher- 
gehenden überaus  leicht  hinzudenken  kann. 

5.  System  der  Isothermonflächen  für  drei  beliebig  misch- 
bare Stoffe  für  Temperaturen  zwischen  der  Schmelztemperatur 
und  der  kritischen  Temperatur  jedes  derselben. 

Mischt  man  drei  Stoffe  auf  alle  möglichen  Arten  so  miteinander,  dass 
jedesmal  das  Gesamtgewicht  gleich  Eins  ist  und  betrachtet  man  den  An- 
teil z  des  dritten  Stoffs  als  Variable,  die  Anteile  der  beiden  ersten  als 
Parameter,  so  erhält  mau  in  einem  dreiaxigen  rechtwinkligen  Coordinaten- 
system,  dessen  Axen  bezw.  den  Drucken,  Volumen  und  dem  Anteil  des 
dritten  Stoffs  im  Gemeoge  entsprechen,  ein  ganzes  System  von  sowohl 
,,theoretischen*',  als  auch  zu  diesen  gehörigen  „empirischen"  Flächen. 
Für  jede  einzelne  Fläche  ist  das  Mischungsverhältnis  der  beiden  ersten 
Stoffe  coastant  zu  erhalten  und  vom  dritten  jedesmal  soviel  zuzusetzen, 
dass  das  Gesamtgewicht  Eins  ist.  Alle  „theoretischen"  Flächen  haben  in 
der  Ebene  z  =  1  die  „theoretische"  Isothenne  dos  dritten  Stoffe  ge- 
meinsam; die  Schnitte  dieser  Flächen  mit  der  Ebene  z  =  0  werden  er- 
halten, wenn  man  alle  „theoretischen"  Isothennen  in  der  im  ersten  Fall 
erwähnton  Fläche  dort  auf  die  Ebene  x  =  0  (oder  x  =  1)  projioirt  und 
in  die  Ebene  z  =  0  überträgt.  Alle  „empirischen"  Flächen  sind  wiederum 
Conoide,  weh'lie  die  in  der  Eb(^ne  z  =  1  gelegene  „empirische"  Iso- 
therme des  dritten  Stoffs  gemtunsam  haben,  ihre  Schnitte  mit  der  Ebene 
z  =  0  werden  ganz  wie  bei  den  „theoretischen**  Isothermen  erhalten. 

Im  Modell  sind  die  leicht  zu  ergänzenden  „theoretischen"  Flächen 
nicht  angedeutet;  von  den  „empirischen"  ist  nur  ein  Conoid  angegeben, 
die  l»eiden  äussersten  nur  durch  die  Curven  beginnender  und  vollendeter 
Vertlü.ssigimg  angcdeut^^t;  jedes  der  beiden  letzteren  ist  von  genau  der- 
selben Form  wie  diejenige  im  ersU»n  Fall. 

6,  System  von  Isothermcuiflächen  für  drei  unter  einander 
nicht  beliebig  mischbare  Stoffe  für  Temperaturen  zwischen 
der  Schmelztemperatur  und  der  kritischen  Temperatur  jedes 
derselben. 

In  diesem  Falle  bilden  für  a\h  möglichen  Mischimgs Verhältnisse  bei 
dem  gleichen  Coordinatensystem  wie  im  vorigen  Fall  sowohl  alle 
„theoretischen"  als  auch  alle  „empiris<;hen"  Flüchen  je  ein  System ;  die 
„theoretis(;hen"  Flächen  haben  die  „theoretische"  Isotht^rme  des  dritten 
Stoffs  in  der  Ebene  z  =  l  gemeinsam,  ihre  Schnitte  mit  der  Ebene  z  =  0 
werden  erhalten,  indem  mau  beim  zweiten  Fall  alle  „theoretischen"  Iso- 
thermen auf  die  Ebene  x  =  0  (oder  x  =  1)  projicirt  und  auf  die  Ebene 
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z  =  0  überträgt  Die  „empirischen"  Flächen  haben  die  „empirische" 
Isotherme  des  dritten  Stoffs  in  der  Ebene  z  =  1  gemeinsam,  ihre  Schnitte 
mit  der  Ebene  z  =  0  werden  wie  bei  den  „theoretischen"  Flächen  er- 
halten. 

Im  Modell  sind  ebenfalls  die  „theoretischen"  Flächen  weggelassen; 
von  den  „empirischen"  ist  nur  eine  angegeben,  welche  aus  sechs  Unter- 
abteilangen  besteht,  die  jodoch  leicht  zu  überblicken  sind.  Die  beiden 
äussersten  „empirischen"  Flüchen  sind  nur  durch  die  Curve  beginnender 
Verflüssigung  und  durch  diejenige  vollendeter  homogener  Verflüssigung 
angedeutet;  sie  sind  genau  von  der  Form,  wie  die  Fläche  im  zweiten  Fall. 

Vergleiche  hiezu  die  Abhandlungen  des  Verfertigeis  ^^Über  die  Ände- 
rung der  empirischen  und  theoretischen  Isothermen  von  Gemengen  zweier 
Stoffe  mit  der  Temperatur''''  und  ^^Über  die  geometrische  Darstellung 
der  Isothermenflächen  von  mehr  als  zwei  Stoffen,''^  Zeitschrift  für  physi- 
kalische Chemie  Bd.  VIII,  5  und  Bd.  IX,  1  u.  6. 

(Blümcke.) 


X.    Modelle  und  Apparate   zur  mechanischen  Ver- 
sinnlichung  elektrodynamischer  Vorgänge. 

293      Modell  zur  Veransehaulichung  gewisser  Eigenschaften  des  Äthers 
naeh  Maxwell*s  Theorie  von  Prof.  G.  Fitzgerald,  Trinity  Ck)llege,  Duhlin. 

Dasselbe  veranschaulicht  die  Eigenschaften  des  Äthers  sowohl  hin- 
sichtlich der  elektrischen  als  auch  der  magnetischen  Verschiebungen  und 
Kräfte  in  Übereinstimmung  mit  der  Maxwell'schen  Theorie. 

Die  Wirbel  sind  durch  viele  Kreise  veranschaulicht,  welche  auf  einem 

Brette  äquidistant  so  angebracht  sind,  dass  die  Axen  senkrecht  zum  Brett 

durch  die  Ecken  sehr  vieler   dai*auf  gezeichneter  Quadrate   gehen.    Die 

Frictionsrollen  Maxwells    sind   durch    Kautschukschnüre   ersetzt,    die  je 

zwei  Kreisel,  wie  Treibriemen,  verbinden.    Denkt  man  sich  auf  dem  Brette 

eine  x-  und  y-Axe,    senkrecht   darauf  eine    z-Axe   und   bezeichnet   mit 

dw 
w  =  f  (x,  y)  die  Drehgeschwindigkeit  der  Kreisel,  so  ist  -j—  die  Spannung 

dw 
der  der  y-Axe  parallelen  Schnüre,  —  ^-  die  der  anderen.    In  Dielektricis 

sind  die  Schnüre  an  den  Kreiseln  befestigt,  in  Leitern  erfahren  sie  Reib- 
ung. Verbindet  man  eine  Folge  von  Kreiseln,  die  eine  gerade  Linie 
bilden,  so  kann  man  die  Inductionswiikung  auf  Kreisel,  die  in  einer 
anderen  Geraden  liegen,  versinnlichen.  Verbindet  man  eine  Folge  von 
Kreiseln ,  die  in  einer  geschlossenen  Linie  liegen,  so  erhält  man  einen 
Strom  imd  dessen  magnetische  Wirkungen  innen  und  aussen. 
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Vorbiudot  man  allo  Kreisel  olino  Ausnahme  und  versetzt  eine  Reihe 
in  Oscillationen ,  so  kann  man  die  Fortpflanzung  elektrischer  Schwing- 
ungen sehen. 

(L   Boltzmann.) 

294  Zwei  Scliiiellselier  (Zoetropes)  mit  Diaigrammen  zur  Darstellung-  der 
von  einem  llertz'selien  eleli  tri  seilen  Vibrutur  erregten  elektrody- 
uamiselien  Wellen,  von  Prof.  G.  Fitzgeratd,  Trinity  College,  Dublin. 

Die  beiden  Sehnellseher  stellten  die  Schwingungsvorgäuge  in  zweierlei 
Weisen  dar. 

295  Zwei  Modelle  zur  mechanischen  Teräinnlichnngr  gewisser  elektrischer 
VorsriCnge  nach  Maxwell's  Theorie,  von  Prof.  0  Lodge ,  Univ.  College 
Liverpool. 

1.  Mod(;ll. 


Fig.  1. 

Fig.  1  versimilielit  die  Art  der  Äthervorschiebuug  in  einem  voU- 
kommiMien  L<Mter,  Fig.  2  in  einem  vollkonmieuen  Nichtleiter  (Dielektricum). 
Hit;bei  ist  der  Äth«M'  durch  eine  Schnur  dargestellt,  welche  über  drei 
Rollen  laufend  mit  dem  rineu  End«'  an  das  Kad  einer  kleinen  Welle  fest- 
geknüpft ist,  während  das  andere  Ende  si<'h  um  die  AVelk«  sehlingend  ein 
Gewicht  W  trägt  Eine  der  Rollen  lässt  sich  durch  »'ine  Schraube  S  an- 
ziehen. Die  Sehnur  sellist  ist  unausdehnsam  zu  denken,  entsprechend 
der  Incompressibilität  des  Äthei-s.  Das  (Jewicht  W  repnlsentii-t  die 
elektromotorische  Kraft. 

26 


111.  Abteilung. 

\11      hl      C   sa^'l     t  It  1     I  u  Uixl  Uen     Wilh    u  I    aber  Ih  i 

Mwl  11  1    i      S<hn        lul       nih  Id       {,zt         toL^       t 

d  n-x  11)  D  f    t        kuu|  Hz  ^  1 1     e  l     H  »lull  2  ^  ar  a    1    lur  1 

iie  P  rl  n  I  al  r  nt  fost  \  rkn  pf  n{, 
Lasst  ma  ui  ta  (  w  1 1  %  (tl  o  el  U  n  otoru  li  Kraft]  w  rlm 
s  w  rd  d  >s  bi  1  n  chtn  auU  r-s  zur  (olge  haben  al  dat>M  cli  d  p 
^hnur  vom  W  llrad  z  rst  n  it  bi«cl  le  n  gte  pAter  aber  —  sobald 
ie  l-nobo  v  1  ho  1  S<h  r  bi  m  Durchgnnte  dutvh  d  Perl  n  r 
ldta(.>^■      drtrelndn  kraft  d  k  ndon  0<-\e  cl  t  s  ([1     h 

ge     rd<>D    bt  —      t  gl     lifu      ger  tj  x  hn    d  gLc  t  al  u  cknlt.    (Analo;^« 
zum  Obni  toli''ii  '■e-wtzo.) 


B-ii  2  ah<'r  wi 
«icli  hi.T  iv,.f;cti  i 
stund if;  abwickeln 
i'laKliR('lH-n  FätXfn, 
Rulii-IaRc 


n'.'l.hi 


Kiff.  2. 


Wirkung  i-iof  andi>n>  sciii.  Diu  Scliiiiir  kann 
stell  Vi-rknüptung  mil  den  FitIi'H  nicht  vdll- 
ni  nur  siiwfit,  bih  die  i'lastiHtb'  Kmft  jeiinr 
)  dio  iincli  rwlifs  vci-scholM-iiuii  Peflpii  in  ilire 
sinlii'ii,  dem  (iowiebt«  W  das  filpicbjri'wii'Iit 
Iiiilt.  Die  Rclniur  ist  dadiiivb  in  rini-ii  SjiaiiniiU(P*ziistaiid  vi-rsi'tKt  worden, 
«i'lobr  dem  dis  Dii'li'ktrii'unis  iiincrbalb  oiuos  gcladcnou  Coiidonsntors 
Oll  (.spricht.  Der  Elast  nitiiLsm  od  iil  der  Pi'ilenßidcii  entspricht  hielrei  der 
ri'rnpnikeii  spi'eilisclLeii  iiiduütiven  Capneität  dPH  Dielnktiicuius;  Je  di'hii- 
Hamer  diese  ilefesti(;iiiigsradi'i»  dr^r  l'<Tlensr:htiiin'  sind,  desto  weiti-r 
weiileij  ttii'Ii  die  Perlen  nun  ibn't'  Ruhelage  entri'riien  können.  Es  winj 
auc-h  gr'Sehi'lien  küuneu,  dass  das  Uenii'ht  \V  die  Kiasticitiitsgrenzi'  dieser 
Fiideii  übemteigt;  daiiii  iHii^seii  «ie  und  die  Schnur  wickelt  üicli  rnsch  ab: 
—  das  Bild  einpr  dterupiivun  Entladung.  Auch  i-rkeunt  Lunn,  wanim  die 
CapacitJit  eines  LuftfunileuHators  grösser  winl,  wenn  miui  etwa  eine  Hail- 
gummiplntto  druwiKirlicn  taucht.     Di'iin  es  ontxprieht  dies  dem,  da^s  man 
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«lio  P«'rloiifä(l(^n  plötzlic!]  durch  andon?  von  goriii^oror  Elasticität  ci-sotzt, 
was  (uin>  grössf'n^  Vors('hi(>bung  der  Perlen  orniöglicht. 


Zwei  tos  Modell. 


Fig.  3. 

Bei  dem  hydraulischen  Modell  (Fig.  3)  wii-d  die  Analogie  durch  An- 
wendung einer  incompressiblen  Flüssigkeit  herbeigeführt.  Man  sieht  in 
der  Figur  eine  grosse  hohle  Glaskugel  mit  drei  Öffnungen.  In  die  linke 
ragt  eine  offene  (ilasröhre  hinein;  in  die  rechte  dagegen  ist  eine  Glas- 
röhre geführt,  deren  Ende  durch  einen  Oummibeutel  verschlossen  ist. 
Dieser  Beutel,  oder  richtiger  seine  Gummimasse,  repräsentirt  jetzt  das 
Dielektricum. 

Man  denke  sich  zunächst  den  Beutel  sowie  die  Glaskugel  (deren  obere 
Öffiuing  lediglich  dazu  dient,  dfr  Luft  hiebei  einen  Ausweg  zu  gestatten', 
mit  Wasser  vollgefüllt;  der  Hahn  C  sei  hiebei  offen.  Daim  werden  die 
beiden  Manometer  a  und  b  (welche  zweien  Elektroskopen  entsprechen) 
gleichen  Druck  anzeigen. 

Nun  werde  der  Hahn  C  geschlossen.  Dann  entspricht  dies  einer  un- 
geladenen Loydnerflasche ,  deren  beide  Belegungen  von  einander  isoliii; 
sind.  Nun  verbinden  wir  die  linke  Röhn»  vermittelst  des  Hahnes  B  mit 
einem  gross(»n  Gefllsse  (entsprechend  der  Verbindung  der  äusseren  Be- 
legung der  Flas<!he  mit  der  Erde),  dagegen  die  rechte  Röhre  durch  den 
Hahn  A  mit  einer  Druckpumpe  (innere  Belegung  der  Ix'ydenerflasche 
mit  einer  Elektrisirmaschine).  Hiedurch  wird  in  den  Gummibeutel  eine 
Quantität  Wasser  ge]nvsst,  der  Beutel  ausgedehnt,  und  so  eine  genau 
gleiche  Quantität  Wa^^ser  aus  B  hinausgepresst.  Dies  geschieht  so  lange, 
bis  die  elastische  Kraft  des  Gummibeutels,  die  ihn  in  seine  ursprüngliche 
Fonn  zurückzubringen  sucht,  an  Grösse  der  hydraulischen  Kraft  der 
Dnickpumpe  glei(?h  geworden  ist  (entspre(;hend  der  Gleichheit  dos  Potentials 
der  Leydenerflasche  mit  dem  des  Conductors  der  Elektrisirmaschine). 

26* 


404  ^^'  Abteilung. 

Sperrt  inaii  jetzt  die  Häline  A  und  B  ab,  so  stellt  dies  eine  geladene 
LeydiierÜascho  dar,  deren  bi*ido  Belegungen  isoliii  sind,  fliebei  wird 
das  Niveau  im  Manometer  1)  noch  immer  die  anrängliche  Stellung  eio- 
nehmen,  die  als  Nullstellung  bozeiehnet  werden  soll,  hingegen  wird  im 
Manomet«»r  a  das  Niveau  gestiegen  sein.  Ein  Ausgleich  (die  Entladung) 
wird  erfolgen,  sobald  dor  Hahn  C  geöffnet  winl.  Wenn  hiebei  der  Wider- 
stand, den  das  Wasser  beim  Ilindurchgange  durch  C  findet,  nicht  zu 
gross  ist,  so  wird  nacJi  dem  Ausgleiche  die  Wassermasse  noch  hin  und 
her  schwanken  (oseillaloiische  Entladung).  Ein  der  disruptivon  Entladung 
analoger  Ausgl«  ith  wird  eintreten,  wenn  entweder  der  Hahn  C  zu  schwach 
oder  die  Elasti-'itiitsgienze  des  Gummibeutels  zu  niedrig  ist  im  Verhältnis 
zum  Druck  der  rumr>e.  Auch  das  Phänomtm,  das  bei  abwechselnder 
Verbindung  der  beiden  Belegungen  einer  Leydnerflasche  mit  der  Eixle 
eintritt,  lässt  sieh  daduieh  nachahmen,  dass  man  abwechselnd  einen  der 
beiden  Hähne  A  und  H  sehliesst  und  hiebei  durch  den  andern  die  Com- 
muiiication  mit  einem  grossen  Gefässe  herstellt. 

Noch  sei  bemerkt,  dass  die  ausgestellten  Modelle  in  einigen  unwesent- 
lichen Punkten  von  den  hier  seizziiten  abweichen. 

(0.  Lodge.) 

296      Apparate  zur  hydromeeliaiiisehen  Versinnlichung  der  elektrisehcn  und 
inairnctischeii   Erseheinungon,    von    Prof.   C.    A.    Bjerknes,    Universität 

Christiania. 

Die  Apparate^  teilen  sich  in  drei  Gruppen. 

Die  1.  Gruppe  dient  zur  Dai-stellung  jener  Erscheinungen,  welche  in 
Flüssigkeiten  ohne  Dazuthun  der  iimeren  Reibung  derselben  zustande 
kommen.  Hi«'bei  sind  besonders  jene  scheinbaren  Ferne  Wirkungen  be- 
rücksichtigt, welche  den  statisch -elektrischen  und  den  magnetischen  Fern- 
wirkungen invers  analog  sind. 

Die  IL  Gruppe  bezweckt  die  Darstellung  solcher  Erscheinungen, 
welche  in  Flüssigkeiten  durch  ilie  innere  Reibung  derselben  zustande 
kommen,  mit  specieller  B(?rücksichtigung  solcher,  welche  den  elektro- 
dynamischen Phänomenen  invei-s  analog  sind.  (Anziehung  und  Ab- 
stossung  von  Stromleiteni.) 

Die  III.  G^-uppe  «mthält  eine  Rf^he  von  Appai'atf'n.  welche  zur  Dar- 
stellung von  flüssigkeitsähnlichen  Medien  und  der  Ei"sch einungen,  welche 
in  solchen  auftreten  können,  dienen. 

Eine  Reihe  von  Karten  und  Zeichnungen  dient  zur  näheren  Er- 
läuterung der  Construction  und  Wirkungsweise  der  Apparate. 

Bezüglich  der  Litteratur  zu  den  Bj(»rknes'Hchen  Untersuchungen  sei 
vor  allem  auf  die  fortlau fend«'n  Berichte  von  Bjerknes  in  den  „Forhand- 
linger  i  Videnskalisselskabet  i  Christiania^^  und  den  „Forhandlinger  ved 
de  Skandinaviske  Naturforskeres  möder'^  verwiesen,  insbesondere  auf  die 
ausführlicheren  Aufsätze   aus   den  Jahren    1863,   68,   71,  75,  77,  80;  — 


i 
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ferner  auf  Borichte  in  don  „Göttinger  Nachrichten*'  1873,  74,  76,  77; 
—  Noten  in  den  ,,Comptes  rendus  des  seances  de  l'Acad.  d.  sc  '\  de  la 
„Societe  do  Physique*^  Paris;  dem  ., Journal  de  Physi«iue",  den  ,, Annales 
Phys.  et  Chim.'\  dem  „Lumiore  olect."  aus  den  Jahn-n  1877,  79,  SO,  82, 
83;  —  Aufsätze  in  „Nature"  und  .,Engegneorin^''  1882,  83;  auf  die 
üntersuehungen  in  den  ,,Acta  Mathematica"  1883;  —  auf  die  ausführ- 
lichere Zusammenstellung  in  der  Zeitschrift  ,,Lotos'*,  Prag  (abgedruckt  in 
Exner's  ,,Repertorium  der  Physik'*)  1883;  —  sowie  endlich  auf  die  an- 
lässli<*h  des  „Congres  international  des  Eloctriciens''  1889  zu  Paris  ver- 
öffentlichten Darlegungen. 

(C.  A.  Bjerknes.) 

297      Apparat   znr   mechanischen   Yersinulichungr   des  Verhaltens   ziveier 

elektrischer  Strome  (Bicycle)  von  Prof.  L.  Boltzmann,  Univ.  München. 

Nach  Maxwell  sind  zur  Versinnlichung  des  Zusammenwirkens  zweier 

elektrischer  Ströme  zwei  Antriebspunkte  (driving  points)   notwendig,   die 

sich  mit  von  einander  unabhängigen  Geschwindigkeiten  u  und  v  bewegen  ; 

letztere   entsprechen  den   Stromstärken    l)eider  Stromkreise.     Ausserdem 

müssen   noch   beliebige  Massen  vorhanden  sein.     Die   Geschwindigkeit  w 

irgend  einer  Masse   m   ist  eine  homogene  lineare  Function    der   beiden 

Stromstärken,  also  gleich 

au  -|-  bv. 

Die  ßewegungsgleichungen  für  die  beiden  Antriebspunkte  sind  dann  iden- 
tisch mit  den  Gleichungen,  durch  welche  die  wechselseitige  Induction 
zweier  elektrischer  Stiximo  ausgedrückt  wird.  J  ilma*  respective  J  ilmb' 
spielen  die  Rolle  der  Selbstinductionscoefficieuton  der  beiden  Stromkreise. 
Smab  ist  der  wechselseitige  lnductionS(;oefficient. 

Der  erste  Apparat,  an  welchem  diese  Bedingungen  mechanisch  reali- 
sirt  wurden*),  ist  von  Maxwell  selbst  angegeber  und  befindet  sich  iiu 
Cavendish  laboratory  in  Cambridge. 

Auf  einer  Axe  (1)  (Figur  1  stellt  den  Durchschnitt  dar),  deren  eines 
Ende  eine  Kurbel,  deren  anderes  einen  Zeiger  trägt,  sind  2  andere  Axen 
(2)  und  (3)  aufgesteckt.  Die  Axen  (1)  und  (3)  tragen  conische  Räder 
die  Axe  (2)  einen  Qu(}rstab  an  dessen  einem  Ende  ein  Gewicht  C 
an  einer  beliebigen  Stolle  festgeklemmt  werden  kann,  während  das 
andere  ein  drittes  conisches  Rad  trägt,  das  gleichzeitig  in  dio  b»Mden  ersten 
eingreift.  Ist  u  die  VV'inkelgoschwindigkeit  der  Axe  {1).  v  die  der  Axe 
(2),  so  ist  die  Geschwindigkeit  der  Masse  C  in  der  That  gleich  a  (u  +  v), 
wenn  a  die  doppelte  Distanz  der  Masse  C  von  der  Drehaxo  vorstellt. 

Dieses  Modell  zeigt  bloss  die  Induction,  welche  eine  Verändenmg  der 
einen  Stromstärke  u  auf  die  andere  v  ausübt,  sowie  deren  Abhängigkeit 
vom  wechselseitigen   Indu(!tions('oefrK'ienten,   d.  h.    von    der  Distanz   der 


•)  Ich  lernt«  denselben  seihst  erst  vor  kurzer  Zeit  kenneu,   und   er  dürfte 
hier  zum  ersten  Male  beschrieben  sein 


111.  Abteilung. 

Hasse  C  vod  doT  Dieh&xe.  Da  Jedoch  diese  Distanz  wählend  der  Be- 
wegnng  nicht  verändert  werden  kann,  so  kann  die  Induction  durch  Be- 
wegung der  Stromkniiso  im  Haunie,  aleo  durcJi  Veränderung  des  wechsel- 
seitigca  InductionscoefBcienten  ebensowenig  deinoDstrirt  werden,  als  die 
Wirkung  der  ponderomotariBchea  Kräfte. 


[  ^ 


u 


um  klle  dieso  Erscheinungen  zeigen  zu  können,  muss  mit  joder  der  Axon 
eine  Hasse  verbunden  werden,   deren  Distanz  von  der  Drehaxe  während 


Fig.  2. 
der    Bewegung  verändert  werden  kano.    Dies  ist  an    dem    ausgestellten 
Apparat  (No.  297)  in  folgendor  Wuiae  realisirt:  Die  3  Röhren  (1),  (2),  (3), 
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welche  genau  wie  beim  MaxwelFschen  Apparat  durch  ooDische  Zahnräder 
so  verbunden  sind,  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  der  mittleren  Röhre 
das  arithmetische  Mittel  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  beiden  äusseren 
sein  muss,  sind  hiutei*einander  auf  eine  fixe  verticale  Röhre  (4)  (Figur  2) 
aufgesteckt.  In  der  Figur  ist  nur  die  obere  Röhre  (1)  und  ein  kleiner 
Teil  der  mittleren  sichtbar.  Die  Kurbel  ist  nicht  direct  an  der  oberen 
Röhre  befestigt,  sondern  letztere  ist  mittelst  einer  Schnur  mit  einer  zwei- 
ten "Axe  verkuppelt,  welche  die  Kurbel  trägt.  In  gleicherweise  ist  auch 
die  untere  Röhre  drehbar,  und  es  kann  gedreht  werden:  1.  die  obere 
Röhre  allein,  2  obere  und  untere  Röhre  in  gleichem  Sinn,  3.  obere  und 
unt(M*o  Röhre  in  entgegengesetztem  Sinn.  In  der  Röhre  (4)  steckt  nun 
ein  Stilb  (5),  welcher  durch  passende  Zapfen  einen  Ring  (6)  trägt,  der 
die  Röhre  (4)  umschliosst.  Letzt(»ro  hat  natürlich  Schlitze,  in  denon  sich 
die  Zapfen  beweg«m  können.  Ein  zweiter  Ring  (7)  umschliesst  den  Ring 
(6),  liegt  aber  noch  immer  innerhalb  der  Röhre  (1).  Ein  am  Ringe  (7) 
befestigter  Zapfen  (8)  ragt  jedoch  durch  einen  Schlitz  der  Röhre  (1)  aus 
dieser  hervor.  Dank  dieser  Vorrichtung  kann  während  der  Rotation  der 
Röhi-o  (1)  der  Zapfen  (8)  mittelst  des  Stabes  (5)  ohne  Störung  der  Rota- 
tion auf-  und  abbewegt  werden.  Hiei*durch  aber  wird  die  Distanz  zweier 
Gewichte  von  der  Drehaxc»  in  folgender  Weise  reguliil:  Der  Zapfen  (8) 
und  ein  mit  der  Rt)hre  (1)  fest  v(»rbundener  Zapfen  (9)  sind  die  beiden 
\ns-ä-vi8  liegenden  Gelenke  i^inor  Parallelogrammführung,  deren  Enden 
jene  beiden  Gewichte  tragen,  genau  so  wie  beim  Centrifugalregulator  einer 
Dampfmaschine.     (.Vergl.  Figur  3.) 


O' 


Fig.  3. 


Eine  vollkommen  analoge,  an  derselben  Stange  befestigte  VoiTichtung 
befindet  sich  an  den  Röhren  (2)  und  (3).  Die  an  der  Röhre  (3)  befind- 
liche ist  identisch  gebaut.  Dagegen  hat  die  an  der  Röhre  (2)  befindliche 
folgende  zwei  rnterschiedo :  1.  sie  ti'ägt  viermal  so  grosse  Gewichte; 
2.  die  Gewichte  nähern  sich  der  Axe,  sobald  die  der  anderen  Parallelo- 
grammfühningen  sich  von  der  Axe  entfernen,  und  umgekehrt.  Letzteres 
wird  dadurch  bewirkt,  dass  die  Gewichte  von  Armen  getragen  werden, 
welche  nicht  die  Fortsetzung  der  Arme  der  Scharniere  bilden,  sondern 
auf  letzteren  senkrecht  stehen.  (Siehe  Figur  4.'i  Durch  Auf-  und  Ab- 
schieben des  Stabes  (5)   kann  während  der  Bewegung  ohne  Veränderung 
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^^Ofter  Strom  auftritt,  (iosson  olementaro  Bowe^unj^on  a 
'^  erkBUDi  sind. 

'fgfht  ßich,  wie  weiter  gc'zeigt  wird,  nahe  dem  Contn 
des    statischen    Ätlicrdruckos.     Orte     vormitK 
statischen  Ät^H3rdrucks,    vermioderter  Ätherdic 
▼  gehalten. 

"Uck  im  Äther  z«Mfällt  in  den  statis(h<^n  Dn 
'*,    d.  h.   den  Druck  der   Wellen  bezieht 


/' 


mg   ergibt    sich,    wcun    zwischen    z 
statisohen  and  des  dynamischen  D 


•B  <-  S,  S„ 

dort  auf.   wo   zwischen  z 
in   statischen    und   dem 
ausserhalb  A  und  B. 


S 


11 


rlief^eudeu  Hingeleii 

liestehende  Absto 

Druck   uDgesch 

,    so  dass  ci 


'*^>*^^  h 

^•»^v     ^ 


7e,.,  ^ä;-'«*, 


,  it  li  gerichteten  Ströme 
•  I  tcn  statischen  und  geringen 
-■  ii  anziehenden  Kingelementen.    Für« 
«-rer  sogar  gleich  Null. 

Theori«*. 

<iumliche8  1  Vir  Ären  und  Wesen  der  Elektric 
m     M.  Möller  —    mit   3  Tafeln    und  8  Figui 
afj;    von   Manz  «f  lAinqe^  Hannover- Liudei 
iii-ung  der  an  den  Modellen  dargestellten 
iT^mles  erwähnt: 

liissig,   ja  notwendig,    den  Versuch  zu  wa 

1  üssigkeiten  «erkannten  Bewegungsgesetze,  s< 

sssen,  auch  auf  die  Bewegung  des  Athi*rs 

alsdann  eine  interessante  Perspective  von  I 

«~i«r  elektrischen  und  magnetischen  Erschein! 

>  1  gende  Punkte  von  Bedeutung : 

w^    Wärmebewegung,     wolcho     zugleich    U 
^m  rten,  und  denMi  Weclisel,  z.  B.  auch  Träge 
k  i:  im  Weltall   eine   ätherische   Bewegung; 
feinerer  Art. 
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der   Selbstinductionsooöfficienteu    der   wechselseitige    InductionscoefBcient 

geändert  worden.     Daher  können  alle  Erecheinungen  der  luduction  durch 

Bewegung  demonstrirt  werden,  sobald  man  die  obere  Röhre  in  constanter 

Rotation   erhält  und  dabei  den  Stab  (5)  aufwärts   oder  abwärts   bewf^gt 

Den  ponderomotorischen  Kräften   analog  sind  die  Kräfte,   welche  auf  den 

Stab  (5)  wirk(»n,  wenn  die  beiden  Röhren  (1)  und  (3)  entweder  im  gleichen 

oder  im  entgegengesetzten  Sinne  gedreht  werden.     Näheres  hierüber,  so- 

\Wo  über   einen   zum   selben  Zwecke  dienenden  Apparat  Lord  Rayleigh's 

siehe  Boltzmann's    Vorlesungen  über  Maonoell's    Theorie  der  Elektricität 

und  des  Lichtes,  Barth  1891,  6.  Vorlesung. 

(L.  Boltzmann.) 

298  Zwei  Modelle  zur  Darstellung^  elektrischer  SehwingUDgen  und 
magnetischer  Kraftlinien  im  Umkreis  von  Solenoiden.  Nach  Angaben 
von  Professor  M.  Möller,  ausgeführt  durch  den  Aussteller  0.  GQnther, 
Mechaniker  der  techn.  Hochschule  zu  Braunschweig. 

Beschreibung  der  Modelle. 

Das  erste  Modell  zeigt  die  im  Umkreise  eines  einzelnen  Solenoid- 
Ringes  entstehenden  Bewegungszustände ;  dasselbe  dient  auch  zur  Er- 
klärung der  magnetischen  Abstossung  entgegengesetzt  verlaufender  Ströme. 

Das  zweite  Modell  bietet  die  im  Umkreise  von  zwei  Solenoid-Ringen 
entstehenden  Bewegungszustände;  dasselbe  dient  auch  zur  Erklärung  der 
magnetischen  Anziehung  parallel  und  in  gleichem  Sinne  verlaufender 
elektrischer  Ströme. 

Im  Grundriss,  Querschnitt  wie  Längenschnitt  zeigen  die  Modelle  die 
im  Umkreise  und  in  der  Nachbai*schaft  elektrischer  Ströme  (hier  Kreis- 
ströme) statthabenden  elektrischen  Drehschwingungen  C^  ,    die     Gestalt 

der  Schwingungsflächon   und   die  Gestalt  der  dazu  senkrecht   stehenden 
Kraftlinien,  bezw.  Krafttlächen. 

Die  Conbtruction  der  Schwiugungsflächen  geschah  durch  C-onstruction 
der  Tangentialflächen  der  Schwingungsbewegung  für  beliebig  viele  Funkte 
im  Raum.  Dabei  wurden  die  von  den  einzelnen  Punkten  der  Draht« 
ausgehenden  Antriebe  ua«;h  J?ichtung,  Grösse  und  Drehsinn  zu  einer  re- 
sidtirendeu  Bewegung  zusammengesetzt.  In  zwciUr  Reihe  sind  die  Kraft- 
flächen nornuil  zu  jenen  Schwingungsfljiehen  gezeichnet.  —  Naehtniglieh 
im  elektrotechnischen  Ijaboratorium  der  Hochschule  zu  Braunschweig  aus- 
geführte praktische  Vei-suche  zeigten  die  genaue  Übereinstimmung  der 
mittelst  Eisenfoilspähnen  sichtbar  gemachten  Linien  mit  den  Ergebnissen 
der  Construction. 

/^    Die  wie  neben  gezeichneten,  mit  Pfeilen   versehenen  Kreise  geben 
^-^     den   l^-ehsinn    der  Schwingungen    dr'S    Äthers  an,    welche  Dreh- 
schwingungen (nicht  Wirbel)  im  Äther  entstehen,  wenn  seitlich  davon  ein 
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elektrischer  Strom  auftritt,  dessen  oleinentai'e  Bewegungen  als  foi  teilende 
Wellen  erkannt  sind. 

Es  ergibt  sich,  wie  weiter  gezeigt  wird,  nahe  dem  Contrum  eine  Ver- 
mindeiiing  des  statischen  Ätiierdruckes.  Orte  vermiudei*teb,  also 
schwächeren  statischen  Äthordrucks,  verminderter  Ätherdichte,  sind  in 
heller  Färbung  gehalten. 

Der  Gesamtdruck  im  Äther  zerfallt  in  den  statischen  Druck  und  den 
dynamischen  Druck,  d.  h.  den  Druck  der  Wellen  beziehungsw.  deren 
Schwingungen. 

Mognetische  Anziehung  ergibt  sich ,  wenn  zwischen  zwei  Punkten 
A  und  B  die  Summe  des  statischen  und  des  dynamischen  Drucks  kleiner 
ist  als  ausserhalb  A  und  B. 


s 


1 


A«  ^  Su  ->  «B  <—  S,  Sil  <  Si 


Magnefiache  Abatossung  tritt  dort  auf.  wo  zwischen  zwei  Punkten 
A  und  B  die  Summe  Sn  aus  dem  statischen  und  dem  dynamischen 
Druck  grösser  ist  als  die  Summe  Si  ausserhalb  A  und  B. 

Si  — ►  «A  -.—  Su  ->  «B  <-  Si  Sil  >  Si 

Modell  I  zeigt  die  zwischen  gegenüberliegenden  Riugelementen,  d.  h. 
zwischen  entgegen  gerichteten  Stromteilen  bestehende  Abstossung.  Hier 
ist  im  Mittelpunkt  des  Ringes  der  statische  Druck  ungeschwächt;  dazu 
tritt  in  der  Kingebene  der  dynamische  Druck,  so  dass  ein  Überdruck 
entsteht. 

Modell  11  zeigt  die  zwischen  gleich  gerichteten  Strömen  I)e8tehende 
Anziehung,  als  Folge  vorminderten  statischen  und  geringen  dynamischen 
Drucks  zwischen  den  sich  anziehenden  Kingelementen.  Für  den  neutralen 
Punkt  X  ist  letzterer  sogar  gleich  Null. 

Theori«'. 

Das  Buch:  Räumliches  Wirken  und  Wesen  der  Elektricität  und  des 
Magnetismus  von  M.  Möller  —  mit  3  Tafeln  und  8  Figuren  —  Preis 
Ml,  3.50  —  Verlag  von  Manz  &  Lange ^  Hannover- IJnden  bietet  Ab- 
leitung und  Erklärung  der  an  den  Modellen  dargestellten  Vorgänge.  — 
Hier  sei  nur  K(>lgen«les  erwähnt: 

Es  ist  zweckmässig,  ja  notwendig,  den  Versuch  zu  wagen,  die  g(;- 
wöhnlichen,  für  Flüssigkeiten  «'rkannten  Bewogungsgesetze,  sown'it  sie  sich 
verallgemeinern  las.^eri ,  auch  auf  die  Bewegung  des  Äthers  anzuwenden. 
—  Es  ergibt  sich  alsdann  eine  inteiessanne  Perspective  von  Erkenntnissen 
über  das  Wesen  der  elektrischen  und  magnetis<,'hen  Erscheinungen.  Kurz 
mitgeteilt,  sind  folgende  Punkte  von  Bedeutung: 

1.  Ausser  der  Wärmel)ewegung,  welche  zugleich  Ui^sai'he  aller 
materiellen  Druckarten,  und  deren  Wechsel,  z.  B.  aurh  Träger  der  Sch«ill- 
wellen  ist,  besteht  im  Weltall  eine  ätherische  Bewegung;  das  ist  eine 
Bewegung  höherer,  feinerer  Art. 
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2.  "Wio  dio  chaotis<'he  Gmndbewe^ung  der  Materie,  die  Wärme,  den 
materiellen  Druck,  d.  h.  den  molekularen  Druek,  z.  B.  den  Luftdruck 
erzeugt  oder  bedingt,  so  ist  die  chaotische  iitherische  Grundbeweguug 
Ursache  eines  statisch«'»  Ätheulrucks. 

3.  All(<  eloktrisch(»n  und  mapietischen  Erscheinungen  sind  dorn  Schall 
und  seinen  mechanischen  Wirkungen  verwandt,  sie  sind  der  Ausdruck 
von  Schwingungserscheinungen  ätherischer  Art,  d.  h.  eines  Wechsels  im 
Ätherdruck. 

4.  In  einem  gescldossencn  Gefäss  erzeugte  Wellen  bedingen  eine  Ver- 
mehrung des  Druc^ks  in  dem  das  Gefäss  erfüllenden  elistischon  Mittel. 

5.  Dio  Druckwirkung  der  Wellen  ist  eine  dynamische;  sie  tritt  nicht 
nach  allen  Seiten  gloichmässig  auf,  wie  statischer  Druck,  sondern  nur 
zumal  oder  einzig  nur  in  Kitrhtung  der  Schwingung. 

6.  Wellen  erzeugen  durch  die  Scthwingung  eine  Polarisation  des 
Drucks;  d.  h.  es  herrscht  in  Kichtung  der  Schwingung  die  Gesamtsumme 
aus  statischem  und  dynamisehom  Druck ,  «luer  dazu  einzig  oder  fast  nur 
statischer  Druck. 

7.  Von  hörJister  Wichtiijkeit  ist  das  Studium  der  bei  Ausbreitung  von 
Wellen  statthabenden  Vorgänge.  II irr  treten  Erscheinungen  ein,  weh^ho 
den  bei  Ausbreitung  von  Fliissigkeits- Strömungen  in  conischon  Röhren 
sich  ergebenden  Erscheinungen  verwandt  sind.  Na(?h  aussen  hin  tritt  im 
äusseren  Kohrteil  an  Stelle  des  dynamischen  Drucks  ein  Zuwachs  AP  «'^ 
statischem  Dmck, 


desgl. : 


^~^~-^~__  p_^  i>  -\-  /^p  ^^~~~—~~^J^  P  +  Ap 

Der  grössere  statische  Druck  findet  sich  dort,  wo  die  Bewegung  bezw. 
Strömung  oder  Schwingung  am  kleinsten  ist,  das  hoisst  in  dem  weiteren 
Kohrquerschnitt,  oder  verallgemeinert,  entfernt  vom  Centrum. 

8.  Es  ist  Aufgabe  de.s  thenretisclion  Studiums,  alle  zwischen  statischem 
und  dynamischem  Druck  der  Wellen  bestehenden  Beziehungen  zu  be- 
trachten, bezw.  aufzufinden  .\lle  Naturkräfte  lassen  sich  auf  das  Zu- 
sammenwirken der  statischen  und  dvnamischon  Dinickarten  verschiedener 
Oidnung  zuriickführen. 

9.  Von  einem  Centnim  radial  ausstrahlende  Energie  oder  Schwingung 
retlectiii  an  den  unendlichen  Massen  entferntester  Kugelschalon  und  v«.*r- 
mag  daher  nur  im  Moment  einer  Steigerung  der  Energie  am  Centrum 
von  diesem  aus  radial  in  den  Kaum  hinaus  zu  entweichen.  Aus  diesem 
Grunde  isoliri.  der  mit  freier  ätherischer  Bewegung  erfüllte  Kaum  als- 
bald, während  iin  Moment  einer  Spainiungsänderung  Elektri<ütät  aus 
einem  Draht  normal  in  den  Kaum  hinaus  entwei(^ht.  —  Näheres  vergl. 
das  angezogene  Buch.  ^^^  MöUer.) 
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Dritter  Abschnitt.      Verschiedene  technische  Anwendungen. 

Y.    Geodätische,    na ut lache    und    meteorologische 
Instrumente. 


L«7u1tliinlKber  Taehyraeter,  von  Tiehy  &  Ott;  Ausgestellt  Ton  dem 
math.-mech.  lustihit  von  A.  Ott,  Kempten, 

Dr-n  wii'htigstcn  Ti-il  (iieser  zumeist  aiif  Priii-i!iioii8-Twli.vin«trie  ab- 
zielenden neu  r-oiistruirtoii  Uiiiversalim<trumi.'ute  liildet  der  bcreiU  1878 
von  Ingenieur  A.  Tichy  erfundene  lo^'nritlirnisi'hii  Entfern ungsnieHHet  in 
seiner  nenosten  Fonn. 

Die  Neuerung  besteht  darin,  das«,  während  Irisher  das  Fernrohr  mit 
einem  neular-Filar-Sdiniubeu-Hiknimi-lcr  versehen  sein  mu66t>%  um  die 
optisch  üemesüfDf  Entfemang  in  Foriii  des  riemtelligen  t^ftneinen  laga- 
rithniQB  zu  iThiugcn,  liei  der  ni'Ui')it''Ti  Construction  da.i  obtmenviihnte  Mikro- 
meter entbehrlich  ninl,  und  zwar  durr/h  tolgeiid''  EiiiricbturiK: 


Fig.  1.  Fig.  2. 

Pi;:.  t  stellt  da»  mit  ilem  Fadvunetze  bespannte  Gesii'btsfeld  eines 
Thi-odiiltth-Femrohres  mit  astronoiiiisi'hetn  Okular  dar,  dessen  optiK<;bo 
Kraft  lu  finer  25  bis  3ltinalifren  Vergrösserun}!  H>it  hinreii;hcn  inuss. 

Der  Faden  ad  ist  horizontal.  h<-  unti-r  einem  Winkel  von  PlS'ie" 
geilen  a<l  ^^'ueij^t.  In  ih<r  l'raxis  darf  dieser  NinKuu^swinkel,  ohne  einen 
inerklithcn  F-'lib'r  zu  vonirsaelien.  um  +  10"  imgeiiaii  sein,  a  ist  der 
Nullpunkt  des  Fnd<'nii<.itK<'M  hiusiehllicb  der  Knlfitrauntrsniessunj;.  Der 
Abstand  ab  ejitüprieht  der  Conslanten  tOO  nauh  Beichenbai-h'i^ilu'r  I)iifi- 
nitiun  nnd  <■»  ist  ab  =  ad.  Die  11  Veitiralfiui-n ,  wovon  der  mittk'ru 
auffallend  dünner  ist  als  alle  iibrifji'n,  liabi;n  unter  einander  fileii'ho  Ab- 
stünde  und  krenzi-u  rii'btwiukli;.'  mit    ilom   Faden  ad,    auf    welchen    das 


IJholloiuij-sti-ni  di-s  [nstrnnii'ritCR  bezogen  ist.  Fei 


tnlzr^nh- 


ab 
43  .9315' 


d.   h.  <'d    ist 

Dti/imalstelle 


'   lut.'arithinisi^ben    Kinheit    der 
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Dio  logarithmisrho  Lattoiiteiluug  (Fig.  3^  hat  am  obertMi  Ende  oine 
horizontale  Xulhiiarke,  welche  um  deu  Wei-t  der  additionollen  Constanteo  c 
tiMlungeinwärts  gerückt  ist.  Von  hier  an  sind  10  em  —  c  ungeteilt 
und  dann  beginnt  die  Scala  von  Einheit  zu  Einheit  der  zweiten  logarith- 
mischeu  Decin)alstelle  des  Metermasses  in  Form  von  schwarz  mit  weiss 
abwechselnden  schiefen  Feldeni,  deren  Neigiuig  jener  des  Fadens  be  ent- 
spricht. Die  noch  niessbare  grösste  Entfernung  ist  durch  die  I^tteulänge 
begrenzt  und  reicht  bei  d(m  üblichen  drei  Kategorien  bis  200,  250  und  300  m. 

Wird  der  horizontale  Faden  ad  auf  die  Nullmarke  der  fix  und  vertio^l 
stehenden  Latte  derait  iMngestellt  dass  der  veiticale  Faden  ab  die  Mittel- 
linie deckt,  so  nuiss  der  schiefe  Fad^m  bc  (eine  unpassende,  d.  h.  zu 
kleine,  oder  zu  grosse  Entfernung  ausgeschlossen)  irgendwo  zwischen 
zwei  Marken  am  Bilde  der  logarithmischen  I^ttenteilung  zu  liegen  kommen 
und  iler  Beobachter  hat  nur  mehr  die  Einst(dlschraub<'  der  Alhidade  des 
Horizontal kreises  in  der  Richtung  d«*s  Pfeiles  (Fig.  1)  solange  wirken  zu 
lassen,  bis  der  schiefe  Faden  die  nächst  innere  Marke  genau  erreicht, 
während  der  üorizontalfaden  der  Höhe  nach  unvciiindert  auf  die  Null- 
marke» gerichtet  bleibt,  insofern  das  Instrument  horizontii't  war  und 
und  die  in  Anwendung  gekommene  Einstellschraube  duit'h  ihre  Bewegung 
den  Stand  der  Vei*ti«?alaxe  des  Instnimentes  nicht  im  geringsten  l)eun- 
nihigt.  Ist  die  Einstellung  des  schiefen  Fadens  in  der  angegebenen  Weise 
bewirkt,  so  hat  man  nachzusehen,  um  welches  Mass  sich  der  Vertical- 
faden  ab  von  der  Mittellinie  des  Ljitt(*nbildes  nach  links  entfernt  hat. 
Die  ei-sten  2  Stidlcn  vom  IjOgarithmus  der  Entf(»ruung  sind  die  vom 
schiefen  Fad«'n  durirhschnitten<'n  beidi'n  Ziffern,  welche  an  der  Latte  ge- 
schrieben stehen,  di(^  dritte  Stidle  wird  an  den  zwischen  ab  und  der 
Lattenmitte  in  Voi-schein  gekommenen  Verticalfädeii  ausgezählt  und  die 
vierte  ergibt  sich  durch  Zehntelschätzung  zwischen  der  Lattenmitte  und 
dem  links  nächststehenden   Vei-tical faden. 

Dieses  vom  IngenicMir  Tichy  untcM"  dem  Namen  „dfr  optische  Measkeü^^ 
eingeführte  Princip  ist  einer  ungemein  genauen  Pointinmg  der  Latt(>n- 
teilung  sehr  günstig*). 

Schon  aus  Rücksicht  darauf,  dass  das  S(;hadhaftw(?i-den  aueh  nur  eines 
einzigen  Fadens  gleichbedeutend  wäre  mit  dem  Zugnmdegehen  des  ganzen 
Netzes  hat  man  sich  bei  der  Ausfühning  anstatt  der  Spinueufäden  für 
die  Anwendung  eines  Glasmikrometers  mit  eingeritztem  Netz  entschieden, 
wo«lurch  es  au<h  möglich  geworden  ist,  den  optis<»hen  Messkeil  so  aus- 
zugestalten, wie  dii^s  in  Fig.  2  dargestellt  ist. 


*)  Nebst  Voraussetzung  normaler  atmosphärischer  Verhältnisse  hängt  der  in 
der  Praxis  erreichbare  Genauigkeitsgrad  von  nichts  so  sehr  ab,  als  von  dem  Geübt- 
sein des  Beo))achte!-s  im  scharfen  Einstellen  der  beiden  Fäden  des  optischen  Keiles 
auf  die  Marken  der  liattenteilung  und  es  erreicht  ei-fahiiingsgemäss  der  toohlgeübte 

Beobachter  gar  nicht  schwer  den  (Jenauigkeitsgrad  von  T  Anf\n  ^'**  ^vwln^^*^^** 


messenen  Entfemurig. 
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Die  Latte  ist  in  ~|P"  Form  construiii  Beliufs  der  sehr  notwendigen 
Fiximng  und  genauer  Veiiiealstellung  ist  die  Latte  mit  stativfussähnlichen 
Stützstreben  und  mit  KnnizHbellen  versehen. 
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Der  normale  Tach  ymetor-Theodolith 

hat  i'in  durchsehlagharMs  Fernrohr  und  Ii«»fert  oino  30 malige  Vergrösserung. 
Das  Fädennetz  ist  nach  Fig.  2  auf  einem  0.2  mm  diek(Mi  Planglase  ein- 
geritzt und  entspricht  der  Constanbrn  100.  Der  schiefe  Faden  setzt  nach 
Übei-sch reitung  des  Punktes  c  ab  und  ist  sodann  nach  Massgabe  der  vollen 
Constauten  100  horizontal  fortgesetzt.  Diese  Forts«*tzung  dient  zu  allen- 
fallsigem  Gebrauche  nach  Reichenbachs  Methode. 

Das  Instrument  hat  einen  repetirenden  Horizontalkreis  von  15  om  und 
(»ineu  Vertical- Bogen  von  13  cm  Teilungsdurchmesser.  Die  Winkelteiluog 
ist  zwar  nach  360  gradigem  System  ,  jedoch  mit  decimaler  Unt(»rt4»ilung 
des  Gmd«»s  ausgeführt.  Die  Abh'simg  geschieht  sowohl  am  Horizontal- 
kreise,  als  am  Höhenbogen  mit  nur  je  einem  kleinen  Mikroskope,  in 
dessen  Bildebene  auf  i^inem  Glasmikrom^ter  durch  eingeritzte  Striche  ein 
Gradhitervall  in  Zehntel  geteilt  ist,  so  dass  in  dem  durch  diese  Unter- 
teilung entstehenden,  scheinbar  2  mm  breiten  Zehntelgrad-lntervall  eine 
ganz  zuverlässige  Lesung  des  stehenden  Hundertelgrades  durch  Oculai*- 
schätzung  ermöglicht  ist.  Jeder  dritte  Gradstrieh,  der  bloss  auf  ganze 
Grade  ausgeführt<'n  Teilung  am  Limbus  ist  beziffert  und  da  reichlich 
4  Gradiutervalle  in  das  Gesichtsfeld  des  Mikroskopes  fallen,  so  ist  auch 
die  Bezifferung  stet^  im  Mikroskope  direct  ablesbar. 

Die  Bezifferung  der  Winkelteihmg  des  Verticalbogens  ist  so  angeoixlnet, 
dass  einer  auf  d«'n  Horizontalfaden  des  Fernrohres  bezogenen  horizontalen 
Visur  bei  einspielen(h>r  Blase  d«M-  Alhidadenlibelle  des  Verticalbogens  die 
Lesung  0^'  am  langen  indexstrich  des  Mikroskopes  entspricht.  Von  dieser 
Nullstellung  aus  ist  der  zum  Vollkreise  (»rgUnzt  gedachte  Bogen  in  eiucnt 
Sinne  bis  360^^  beziffert,  und  zwar  so,  dass  die  T^sungen  0*^  bis  45^  den 
Höhenwinkeln,  die  Ix^suug  315"^  bis  360^  den  Tiefenwinkeln  entsprechen. 

Parallel  zur  Gradteilung  des  Höhenbogens  und  dei"selhen  direct  cor- 
spondireud  ist  auch  noch  eine  logarithmische  Teilung,  vom  Nullpunkte 
beiderseits  aufgetragen.  Dieselbe  liefert  das  Element  a  zur  Rtnluction 
der  logaiith misch  gemessenen  schiefen  Distanz  auf  den  Horizont  und  ist 
nach  der  Formel 

^  "^  ^^^  i^cös'-'  a  (1   +  0,Örtang  a)  j 

construirt,  worin  a  den  Neigungswinkel  der  auf  den  Horizontalfaden  be- 
zogenen, nach  dem  NuUpunkti.'  der  veitical  stellendem  Latte  gerichteten 
Visur  des  F«'rniohr»»s  bedeutet.  Dii*  I^'sung  dies<'r  logarithmischen  Teilung 
geschieht  am  lnd<\\stri(h  des  fix  stehenden  Mikroskopes,  da  dieselbe  samt 
ihrer  B«'zifferung  in  dasselbe  Gesichtsfeld  wie  die  Gradteilung  fiillt.  Sie 
gibt  an,   wieviel   logaritlimisch«^  Einheiten   der   vierten  Decimalstelle  von 
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der  LattenlHsuüg  jeweilig  abzuziehen  sind,  um  als  Rost  den  Logaritlimus 
der  honzontalcn  Eutft?rnung  zu  erhalten.  Vou  0  na(;h  beiden  Seiten  sind 
di(3  (»rsten  10  Einheiten  direet  aufgetiugen ,  dann  weiter  Einheiten  der 
dritten  Stelle,  in  deren  Intervallen  jene  der  vierten  Stelle  dunjh  Zehntel- 
Schätzung  erlangt  wei*dtiii.  So  oft,  als  (js  sich  nicht  zugleich  auch  um 
die  Bestimmung  von  Höheuuntei-schiedon  handelt,  braucht  der  Veiücal- 
winkel  behufs  Reduction  der  schiefen  Entfernung  auf  den  Horizont  gar 
nicht  abgelesen  zu  werden  und  wii'd  die  Berechnung  der  horizontalen 
Entfernung  eine  überraschend  einfache,  da  sie  sich  lediglich  auf  die  Sub- 
traction  der  beiden  Beobachtuugselemente  und  eventuell  schliesslich  auf 
das  Ausheben  der  Zahl  zum  Logaiithmus  in  einer  vierstelligen  Logarithmen- 
tafeln beschränkt.  "Weil  bei  einem  solchen  Instrumente  auf  eine  exacte 
Axenrotation  ungemein  viel  ankommt,  so  ist  dasselbe  nicht  blos  mit  ganz 
ungewöhnlich  langen  Verticalaxen  construirt,  sondern  auch  noch  mit  einigen 
neuartigen  Klemm-  und  Einstell  Vorrichtungen  bedacht. 

Das  Libelleusystem  des  Instmmentes  besteht  aus  einer  zur  optischen 
Axe  parallel  corrigirl)aren  grossen  und  einer  ebenfalls  mit  dem  Femrohr 
fix  verbundenen,  jedoch  wieder  zu  dessen  Horizontalaxe  parallel  corrigir- 
baren  kleinen  Reveisionslibelle,  welche  zugleich  zur  ersten  Horizontirung 
des  Instmmentes  dient,  dann  aus  einer  gewöhnlichen  Libelle  an  der  Alhidade 
des  Höhenbogens,  welche  jedesmal  unmittelbar  vor  dem  Ablesen  des 
Bogens  zum  Einspielen  gebracht  weixlen  soll. 

Zum  Zwecke  der  Beseitigung  des  CoUimationsfehlei's  ist  das  Objectiv 
durch  Seitwärtsriu.'kung  corrigirbar  eingerichtet.  Da  der  Excentricitäts- 
fohler  des  Horizoutalkreises  unter  24"  gebi*acht  werden  kann,  so  ist  die 
einfache  Ablesung  am  Horizontalkreise  gercKihtfertigt. 

Der  Ta(^hymeter- Theodolith  mit  diametralen  Schrauben- 

niikroskopen 
ist  nach  denselben  Hauptgiiindsätzen  constmirt,  wie  der  vorher  beschriebene, 
nur  mit  jenen  Unterschieden,    wie  solche  die  Prätension   von  0,001^    be- 
züglich Feinheit  der  Winkehnessung  erheischt. 

Als  (zugehöriges)  Bureau-Instrument  dient  der  neu  erfimdcne 
Auftragapparat    (Kig.  4)    samt   eigens  dazu    construiriem  Arbeitstis<.'h. 

Dieses  Instrument  dient  zur  maschinellen  Auftragimg  der  am  Felde 
nac^h  der  Polarmethode  tachymetrisch  aufgenommenen  Detailpunkte  auf 
den  Plan  von  den  vorher  im  Constnictionswege  aufgetragenen  Instnunenten- 
Stand punkten  aus,  über  welchen  der  Auftragapparat  centrisch  aufzustellen 
kommt,  um  sonach  nach  den  im  Feldmauuale  eingeschriebenen  Riehtmigs- 
winkeln  und  horizontalen  Entfernung<Mj  die  Detailpunkt«»  zu  markiren. 

Die  Cüustru(-tion  beruht  auf  dem  Princip,  dass  ein  mit  seiner  Mantel- 
linie auf  eine  horizontale  starre  Ebene  gelegter  regelrechter  Kegel,  in 
wälzende  Bewegung  vei*setzt  einen  g(uiauen  Ehms  beschreiben  muss.  In 
der  vorliegenden  constructiven  Anordnung  sind  3  identische  abgestutzte 
Kegel,   jeder   in    einem    eigen (»n    Rahmen  zwischen  2  mit  Gegenmuttern 
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verschciicu  Spitzs»'hraul)oii  axial  und  corrigirbar  gohaltoii,  in  oincin  g»»- 
nK'iiisamcn  grossiMi  Hauptrah moii  gclnikig  uud  derart  niontii-t,  dass  die 
3  Keg(»laxon  um  uiig(^fiUir  jo  120*  in  ihrer  horizontalen  Projeetion  aus- 
einander stehen  und  sieh  in  eitlem  Punkte  am  Plane,  dem  „Pol"  des 
Instrumentes  genau  schneiden.  Infolge  dessen  muss  der  exaet  reetifieirte 
Apparat  eonstant  um  d«'n  Pol  rotiriMi ,  ohne  dass  es  notwendig  ist,  den- 
selben, wie  dies  bei  anderen  bekannten  Construetiouen  gesehieht,  an  den 
Pol  meehaniseh  festzunageln. 

Zum  Auftragen  d^r  Eutfernungen  und  zugleieh  als  Führuugshebel  zur 
Handhabung  der  rotireuden  Bewegung,  sowie  als  Mittel  zur  Hemmung 
dei*selben  dient  ein  reichlich  30  cm  langes  schweres  Lineal,  weh'hes  am 
Hauptralinum  gelenkig,  mit  seitlicher  Cori'i'ctiou  zwischen  2  Spitzsrh rauben 
derart  eingehängt  ist,  dass  die  Piquirnadel  des  am  Lini?ale  in  Falz  und 
Nuth  laufenden  Indexschiebers  ungehindert  bis  in  den  Pol,  ja  selbst  noch 
ein  wenig  über  diesen  liinaus  eingestellt  werden  kann.  Am  Lineal  ist 
eineiseits  der  Nuth  eine  Millimeterteiluiig,  anderseits  eine  der  letzteren 
correspondirende  lo^arithmisehe  Dingentcilung  angebracht.  Der  Index- 
schieber trägt  (»inerseits  einen  Nonius  von  10:9  dessen  NuUstrit-h  nach 
der  anderen  Seite  hin  ganz  durcligezegon  ist,  um  zugleich  zur  Eiustelluug 
auf  die  logaritlimische  Scala  zu  dienen. 

Ziun  Einstelleu  der  Richtmigswiukel  dient  ein  zait  ausgeformter 
Speichenkreis  von  18  cm  Durchmesser,  welcher  eine  Stirnteiluug  auf  100 
gleiche  Teile  trägt.  Die  Axe  dieses  Kreises  ist  mit  einem  fixen  Rotations- 
sclieibchen  vei"si^hen  und  das  Ganze  in  einem  eigenen  Ralimen  aber- 
mals zwischen  Sj)itzschrauben  corrigirbar  gehalten.  Dieser  Rahmen  ist 
wieder  mittelst  eines  Spitzschraubenpaares  am  Haui»trahmen  gelenkig 
und  di'rait  anmontirt,  dass  das  Iv(»tationsscheibchen  auf  den  im  negativen 
»Simie  abgedrehten  Absatz  d«'s  in  der  verlängerten  Richtungslinie  des 
liineals  liegr^nden  Kegels  zu  ruhen  kommt,  während  der  Kreis  über  den 
Kegel  frei  hinausi*agt.  Das  Scheibchen  hat  die  Aufgabe,  die  Wälzung  des 
Kegels  auf  di»n  getedten  Kieis  zu  übertragen  und  ist  im  Verhältnis  zum 
Keg(4  so  dimensionirt,  dass  es  sich  samt  deni  Kreise  3,6  mal  umdrehen 
muss,  während  der  Gesamta|'])arat  einen  vollen  Kreis  lun  den  Pol  herum 
beschreibt,  wodurch  ein  Tcilungs-liitewall  am  Kreise  genau  den  Wert 
eines  Grades  erlangt.  Da  der  Umdn^hungskörper,  worauf  das  ScheiMien 
ruht,  ein  Kegel  ist,  so  muss  der  Winkelindi<*ator  durch  C<>rrection  in  der 
Richtung  s(»iner  eigenen  Rotationsaxe  genau  auf  360,00^  justirbar  simu. 

Wird  das  Lineal  am  äusseren  Ende  erfasst  und  ein  wonig  «r«-lu>ben,  so 
kann  damit  der  Apparat  im  Kreise  gedreht  werden.  Diest*  Hewegung 
erscheint  sofoH  gi«hemmt,  als  man  dns  Liiu^al  in  dem  Momente,  wo  der 
Winkelindic^ator  das  verlangte  Giadmass  zeigt,  auf  den  Plan  sinken  lässt. 
Damit  die  führende  Hand  keinen  schädlichen  Zug  oder  Schub  in  radialer 
Richtung  üben  könne,  ist  das  äussere  Linealende  mit  einem  gelenkigen 
Ilandhabebügel  versehen. 

(Tichy.) 
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Hiinmelsnhr  nach  Geh.  R.  Prof.  Reuleaux,   technische  Hochschule  Berlin- 
Charlotten  bürg. 

301  Zwei  Dromoskopo,  von  Garbioh  und  von  Paugger,  zur  Bcrochnung  der 
Compassdeviatiou.  Ausgestellt  von  der  Seewarte  Hamburg,  Director  Geh. 
Adm.-Rat  Neumayer. 

302  Apparate  zur  Umwandlnngr  der  Kurse ;  Sphärogramm  Ton  Tolbers ; 
^iarisph^re  von  Kap.  De  Magnac  Ausgestellt  von  der  Seewarte  Hamburg, 
Director  Geh.  Adm.-Rat  Neumayer 

303  Meteorograph  nach  Neumayer.    Ausgestellt  von  der  Seewarte  Hamburg« 

Director  Geh.  Ädm.-Rat  Neumayer. 

Der  Apparat  dient  zum  Registriren  von  Meteoren  und  zarten  licht- 
erscheinungen,  wie  des  Zodiakallichtes,  am  üimniel. 

304  Apparat  zur  Bestimmnngr  der  Höhe  nnd  Geschwindigkeit  der  Wolken, 

von  Lieut.  Gen.  Strachey,  London. 

Zur  Bestimmung  der  Höhe  von  Wolken  werden  Photographien  auf  zwei 
Stationen  gleichzeitig  aufgenommen;  zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit 
aber  auf  derselben  Station  in  Zwischenräumen  von  einigen  Minuten.  Der 
ausgestellte  Appamt  dient  dazu,  aus  diesen  Photographien  die  gewünschten 
Grössen  zu  ermitteln. 

Die  Stationen  A,  B  liegen  im  Park  von  Kew  (wo  sich  die  meteoro- 
logische Hauptstation  Englands  befindet)  in  einer  Entfernung  von  2400  Fuss. 

ürsprünglit^h  waren  die  Camera's  theodolitenartig  aufgestellt,  so  dass  die 
Axeu  beide  auf  denselben  Punkt  des  Himmels  gerichtet  werden  konnten. 
B<*deuten  nun  A  und  B  die  Azimutho  und  Z».  Zb  die  Zenithentfernungen 
eines  Punktes  in  einer  Wolke,  an  den  Stationen  A  und  B  bestimmt,  ß 
die  Entfernung  der  Stationen,  D«,  Db  die  horizontalen  Entfernungen  der 
Stationen  von  dem  Punkte,  welcher  senkrecht  unter  dem  beobachteten 
Wolkenpunkte  liegt,  und  H  die  Höhe  der  Wolke,  so  hat  man 

g  __  Q ^^^_       _   _,  ß       _ _  ^*" ^    

^  sin  (a'—  B)  tan  Z.  ^  sin  (A  —  B)  tan  Zb  * 

Zur  raschen  Berechnung  dieser  Werte  dient  der  unter  Nr.  15  (vergl.  pag. 
144)  ausgestellte  l^ehenschieber.  Derselbe  enthält  zwei  nebeneinander 
liegende  Schieber.  Der  f»^ste  Stab  enthält  dem  olM^ren  Schieber  gegen- 
über eine  Einteilung  nach  log  sinus,  gegimüber  dem  unt«^ren  aber  nach 
den  Logarithmen  der  Zahlen,  und  zwar  steht  dem  log  sin  HO"  der  Loga- 
rithmus der  Basislänge,  also  logii400  gegenüber.  D(*r  obere  S(;hieber 
enthält  die  Logarithmen  der  sinus  kleiner  Winkel.  Auf  demselben  ist 
ein  Index  I  markirt,  welcher  dem  log  sin  5»  44' 27"  (=  9  00000)  oder 
dem  log  sin  O«»  34' 23"  (=  8  00000)  entspricht. 
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Der  untere  Schieber  ist  nach  log  tan  Z  eingeteilt;  der  als  Index  II 
markirte  Punkt  gibt  log  tan  45^ 

Zur  Anwendung  stellt  man  Index  I  auf  den  Winkel  A  der  oberen 
festen  Einteilung  ein  und  den  Index  II  auf  den  Winkel  A  —  ß  des  ersten 
Schiebers.  Dem  Index  II  gegenüber  liest  man  dann  auf  der  unteren 
Einteilung  die  Entfernung  Db  ab  und  dem  Winkel  Zb  des  zweiten  Schiobers 
die  Höhe  der  Wolke  in  Füssen. 

Hat  man  auf  dieselbe  Weise  D«  bestimmt,  so  kann  man  graphisch  die 
Lage  des  Punktes  A  in  der  Horizontalebene  bestimmen,  welcher  unter- 
halb eines  beobachteten  Wolkenpunktes  liegt.  Macht  man  kurze  Zeit 
später  eine  ähnliche  Bestimmung  für  denselben  Wolkenpunkt,  so  erhält 
man  graphisch  die  Verschiebung  der  Wolke  während  des  S^itintervalles 
der  beiden  Bestimmungsu  und  daraus  sofort  die  Geschwindigkeit  der  Wolke. 

Die  hiebei  benutzten  Wolkenpunkte  werden  auf  den  Photographien  aus- 
gesucht. Da  jedoch  wegen  der  unbestimmten  und  fortwährend  wechseln- 
den Formen  der  Wolken  solche  Punkte  schlecht  zu  finden  sind,  gab  diese 
Methode  nur  wenig  befriedigende  Resultate.  Im  Jahre  1890  ward  daher 
eine  andere  Methode  in  Anwendung  gebracht. 

Die  Camera's  sind  beide  auf  den  Zenith  gerichtet.  Auf  den  Platten  sind 
den  Seiten  parallel  zwei  Linien  markirt,  die  sich  in  den  Mittelpunkten 
Ma.  Mb  schneiden.    Je  eine  dieser  Linien  liegt  in  der  Basis  AB. 

Ist  nun  f  die  Brennweite  der  Linsen,  so  werden  deren  optische 
Mittelpunkte  Fj  F^  in  den  Entfernungen  f  über  den  Mittelpunkten  der 
Platten  liegen.  Nehmen  wir  nun  in  der  Wolke  den  Punkt  P,  welcher 
im  Zenith  des  Mittelpunktes  der  Basis  AB  liegt,  so  worden  dessen  Bilder 
Pa.  Pb  auf  eine  Linie  der  Platten  fallen  und  zwar  beide  ausserhalb 
der  Punkte  M«.  Mb  in  gleichen  Abstüoden  von  letzteren.  Die  Punkte  P»,  P, 
Pb  bilden  ein  gleichschenkliges  Dreieck  mit  der  Grundlinie  P»,  Pb  =  ß  und 
der  Höhe  h  gleich  der  zu  bestimmenden  Wolkenhöhe.  Verschiebt  man 
aber  die  Platten  in  ihrer  Ebene  längs  der  Basis,  bis  ihi'e  Mittel- 
punkte M»,  Mb  und  daher  auch  die  Punkte  F  zusammenfallen,  so  erhält 
man  ein  ähnliches  Dreieck  PaFPu  mit  der  Basis  P»  Pb  =  p  und  der 
Höhe  f.  Es  ist  daher  hp  =  ßf.  Misst  man  daher  p,  so  ergiebt  sich 
die  Wolkenhöhe  sofort,  da  ß  und  f  Constante  sind.  Diese  Messung  von  p 
ist  natürlich  auf  obige  Weise  nicht  ausführbar,  da  weder  der  Punkt  P 
noch  irgend  ein  anderer  Punkt  der  Wolke  scharf  markirt  ist.  Legt  man 
aber  die  Platten  so  aufeinander,  dass  deren  Basis  und  die  Punkte  Pa,  Pb 
zusammenfallen,  so  wird  M»  Mb  =  p.  Zugleich  werden  alle  Punkte  der 
einen  Platte  mit  den  entsprechenden  der  anderen  zusammenfallen.  Mit 
anderen  Worten,  man  legt  die  entwickelten  Platten  so  aufeinander,  dass 
die  Wolkenbilder  coincidiren ;  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  giebt 
dann  das  p. 

Praktisch  geschieht  diese  Messung  in  folgender  Weise.  Ein  hölzerner 
Kasten,  welcher  an  einer  Seite  sowie  oben  offen  ist,  trägt  oben  Schienen, 
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auf  «leneu  ein  Kalimen  hin  und  her  geschoben  wenlon  kann.  Dber  diesem 
liegt  ein  zweiter  Ralnnen,  der  rechtwinkeli«r  zum  ersten  versohiebbjir  ist. 
In  diese  Kalimen  werden  die  zwei  photographischen  Phitten  gehegt  und 
sind  dann  h'icht  in  (üne  solche  Lage  gebracht,  dass  ihre  Bilder  zusauimen- 
ffUlen.  Zum  ricbtigen  Einstellen  ist  über  den  Scheiben  ein  verticales 
Kohr  augebracht,  durcb  welches  mau  senkrecht  auf  die  Bilder  blickt.  Zur 
Erleuchtung  der  Bilder  dient  (Mue  gegen  die  offene  Seite  des  Kastens  ge- 
neigte weisse  Fläche.  Wenn  die  Bilder  zusammenfallen ,  misst  man  mit 
einem  Zirkel  die  Entfernung  der  Mittelpunkten  beider  Plattem,  also  das  p. 
Vm  hieraus  das  x,  die  gewünschte  AVolkenhöhe  zu  finden,  ist  die  Hyperbel 
h  p  =  ß  f  verzeichnet ,  deren  Basis  i)assend  eingeteilt  ist.  Sucht  man 
also  mit  d<'m  Zirkel  die  dem  y  gleich«^  Ordinate,  so  lit?st  man  die  Höhe  h 
sofort  ab. 

Hieboi  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  Aufsatz:  ^yCloxid  Photography 
conducted  under  the  Meteorologicnl  Council  at  the  Kew  Obs€rvato>*y** ; 
by  Lieut.-General  R.  Strachey,  R.  E ,  F.  R.  S.,  and  O.  M.  Wimple, 
Superintendant  of  the  Observatory,  die  Gleichung  der  Curve  nicht  als 
ph  =  ßf,  sondern  in  der  Form 

h  =  ßcotw 

f 
gegeben  ist.    Da  aber  cot  k  =  —  ist  und  auf  der  Basis  der  Curve  nicht 

die  Winkel  :r,  sondern  wirklich  die  h  abgetragen  sind,  so  Ist  die  Cnrvo  die 
angegeb<*ne  Hyperbel. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Geschwindigkeit  der  Wolken  zu  bestimmen. 
Werden  zwei  Photographien  auf  derselben  .Station  t  Secundeu  nach  ein- 
ander aufgenonmien  und  die  erhaltenen  Bilder  auf  die  beschriebene  Weise 
zur  Deckung  gebracht,  so  wird  die  Entfernung  8  =  M»  Mb  der  Platum- 
mittelpunkte  den  wnhrend  der  Zeit  von  t  Seehunden  in  der  Camera  zurück- 
gelegten Weg  angeben.     Da  nun  die  Wolken   und  ihr  Bild  ähnliche  Fi- 

•  .  h  ä 

guren  sind  mit  dem  Ahnlichkeitsveihältnis  y  =  — ,   so  ist  der  von  der 

Wolke  l)eschriebene  Weg  durch  8.—  gegeben  und  die  Geschwindigkeit 
V  durch 

V  =  -  -f . 

Um  diese  in  M<'ilen  per  Stunde  anzugeben,  ist  der  Ausdruck  noch  durch 
5280  (der  Anzahl  Fusse  in  der  englis<;hen  Meile)  zu  dividiren  und  mit 
3600  zu  multipliciren.     Dies  giebt 

1.  _ß_  36^ 
p   5280     t    • 

Auch  dieser  Ausdiuck  wird  graphisch  ermittelt.     Zu  diesem  Zwecke  sind 
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auf  einom  Cartonbogen  ausser  der  besprochenen  Hyperbel  noch  zwei 
weitere  Figuren  gedruckt.  Die  eine  besteht  aus  zwei  Parallellinien,  die 
von  einer  Senkrechten  in  den  Punkten  M  und  N  geschnitten  werden,  wo 
nach  einem  beliebigen  Masstabe  MN  =  ß.  Trägt  man  nun  von  M  und 
N  nach  derselben  Seite  hin  MN  =  NQ  =  8ab  und  von  M  nach  N  hin 
MR  =  p,  so  wird   die  Gerade  PR  die   zweite  Parallele  NQ  in   einem 


Punkte  S  schneiden,  so  dass  QS  =  ---.    Um  hiemus  V  zu  finden,  dient 

p 

die  dritte  Figur.  Auf  einer  horizontalen  Geraden  sind  gleiche  Abstände, 
Secunden  repräsentirend,  abgetragen  von  0  bis  120  und  durch  die  Teil- 
punkte werdcm  Senkrechte  gezogen.  Auf  derjenigen  durch  den  Teilpunkt 
60  wiixi  eine  Strecke  abgetiagon,  deren  Länge  einer  Meile  gleicht,  wenn 
sie  auf  dem  Masstab  gemessen  wird,  auf  dem  die  in  letzter  Figur  die 
Basis  ß  repräsentirende  Länge  MN  2400  Fuss  angiobt.  Diese  Strecke 
wird  in  60  gleiche  Teile  geteilt  und  die  Teilpunkte  werden  mit  dem  Null- 
punkt der  Secunden  durch  Gerade  verbunden  und  von  unten  an  numme- 
rirt.  In  der  Figur  sind  diese  Linien  nun  zwischen  den  Senkrechten  von 
von  60  bis  120  Secunden  gezogen,   weil   diese  Zeiten  allein  in  Betracht 

kommen.     Nimmt  man  nun  die  Strecke  QS  =  — ,    wie    sie    oben     be- 

P 
stimmt  wurde,  zwischen  die   Zirkelspitzen   und  setzt  den  Zirkel  auf  der 

Senkrechten,  die  dem  Zeitintervalle  t  entspricht,  an,  so  giebt  die  Nummer 
derjenigen  geneigten  Geraden,  welche  durch  den  Endpunkt  geht,  die  Ge- 
schwindigkeit in  Meilen  per  Stunde  an. 

Wegen  weiterer  Details  wird  auf  die  citirte  .\rbeit  verwiesen. 

(0.  Henrici.) 

Vergleiche  zu  diesem  Abschnitte   noch   die  in  Abtlg.  I  unter  Nr.  82, 
83,  84,  87,  93,  94  aufgeführten  Instrumente. 


Nachtrag  znr  II,  Abtheilnng« 

185a.       Regrelfläche  rierter  Ordnung  von  B.  v.  Tötössy,  technische  Hochschule 
Budapesth. 

Specialfall  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Cuspidalkegelschnitt.  Selbst- 
bertihrung  längs  einer  Geraden;  eine  Rückkehrerzeugende. 
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Gips  257,  258,  28.5,  Fäden  258--2(;i. 

—  eonfocale  bewegliche  IIypcrbuh)iilc 
2G1  —  confo«ale  Flächen  2.  (>.  201, 
28G  —  Flächen  3.  ( )rdng.  2B;}.  275  — 

4.  Ordng  265,  266.  267,  27;'),  276, 
285,  420  -  6.  Ordng.  267  -  S.  Ordug. 
267  —  9.  Ordng.  17:J,  295  —  12.  Oidn-r. 
280—  de\eloppablc  Flä(!hen  272,274,  j 
277  —  Rotationsflächen  288  —  Sehrau- 
benflä(jhen  278,  288  —  Flächen  von 
constantem  Krümm ungsniass  291,  293 
von  constanter  mittlerer  Krümmung 
(Rotationsflächen)  294  —  Centiatlächim 
282,  283  —  Fläche,  auf  welche  das 
Ellipsoid  durch  parallele  Normalen  con- 


form  abgebildet  wird  287  —  Breun- 
flächen  282  —  Welieutlächen  377, 378, 
380  —  Elastioitätsflächen  382  —  jdezo- 
clektrischt?  Flä<hcn  .'JHl  —  thermo- 
dynamische  Flädien  391  —  Isother- 
monfläch»m  39;'). 
Flächennetze    zur  Darstellung    ä<|uidis- 

tanter  Curven   auf  Flä<?hen.  21H). 
Fluchtpunktschiene.  227- 
Flutberechnungsmasehine      von      Lord 

Kelvin  212   -    Reitz  224. 
Functionen  einer  complexen   Veränder- 
lichen, algebraisclie  176  —  Logarith- 
mus  177  —  elliptische  178,   179. 
(.Jele«ikme<:hanismen  von  Burmester331, 
335  —  Fis(rher,  O,  350,  353,  357  — 
(Jrübler  3:U  —  Hart  ;{21, 327  —  Komi>e 
315  -  Kleiber  318,321,325—  Peau- 
cellier  321  —    Roberts  320,    324  — 
Roden})erg  330  —  Sylvester318  -  320. 
Geodätisch«)    Linien    auf   dem  Ellip.soid 
290  —  auf  Rotationsflächen  constan- 
ten    Krümmungsmasses   291    —    auf 
R(^)tationsflächon   constantnr  mittlerer 
Krümmung  294. 
Helligkeitsflächen  für  Gips.  370. 
Ilimmelsuhr.   417. 
Hyperbtiltafeln  als  Flanimeter.   iK\. 
lnte«rralcurven.     gezeichnet     mit     dem 

IntegnipJM^n.  20 1. 
IntcgiiiphtMi  und  IntegratonMi  von  Ab- 
dank-Abakanowicz-Coradi  197,201  — 
Amsler-LalTon  202,  205,  20H,  209, 
210  —  Ilenrici  213  —  Lord  Kelvin 
(W.  Thomson)  212  —  Ua}\\z  224  — 
Schütz  223  —  Smith  210  —  Sommer- 
feld-Wiechert  214  —  Strachey  213  — 
.1.  Thomson  213. 
Interferenzfläche  derNcwton'si^lien  Ringe. 

'Miy^  367. 
Is(»theimcnflä<;hen  für  Gemenge  mi.sch- 

barcr  Stoffe.     395. 
Kartographische  Modelle  29S. 
Kadometer  s.  Curvomet«.'r. 
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Kegelschnittbüsohel  und  Schar.  Arten 
derselben    255. 

Kegelschnitterzeugung  durch  Strahlon- 
büschel.  254. 

Kegelschnittzirkel  von  Hildebrandt  229 
s.  auch  Ellipsenzeichner. 

Kettenlinie  auf  der  Kugol.  312. 

Knotenpunkte,  conische,  nebst  parabol. 
Curvo  und  Haupttangentencurvon,  21)9. 

Kräfteparallelogramm.  Apparat  zu  dessen 
Demonsti-ation.  307. 

Krei8h>T)erboloid,  Abwi(;kolungsniodoll 
desselben.  34H. 

Krümmung  von  Tinson,  Gonauigkeits- 
controleu.  3(37. 

Krümmungslinien  auf  Flächen  2.  Ordng. 
285  —  auf  8chraubontlächen  288,294  — 
auf  Flächen  constanten  positiven  Krüm- 
mungsmasses.  293  —  auf  Minimal- 
flachen  294,  295  —  deren  Verlauf  in 
Nabelpunkten  der  Fläi-he.  302  —  ihre 
versuchsweise  Bestimmung.  290. 

Krj-stallmodolle.  371,  373.  379,  380. 

Krystalloptik.  377,  378,  380,  382. 

Krystallstructur.  371,  373,  377. 

Kummer'sohe  Fläche.  2<)5. 

Kurbelgetriebe.  348. 

Kursumwandlungsapparate    417. 

Lichtbrechung,  Keusch'.sche  Construction 
363  -  0.  E.  Mover'schc  Constr    3G4. 

Linoarzeichnen,  Vorlegchofte.  245. 

liiuiencomploxo.  283. 

Luftwiderstand  bei  G(»schosscn.  303. 

Maunesmanu'sches  Schrägwalzverfahren. 
349. 

Meteorograph.  417. 

Minimalflächen,  9.  Ordnung.  295  —  von 
Catalan  295  —  von  Noovius  295  — 
5.  Classe  297  —  Drahtgestellu  zui* 
Herstellung  von  Minimalllä(;hoii  290. 

Muskel  Wirkung,  Mechanismen  zur  Dar- 
stellung dei-selbon.  353. 

Navisphore.  417. 

Newton's  Ringe,    Interferenzfläche    300, 


307  —  als  Controle  für  Genauigkeit 
der  Krümmung  von  Gläsern.  367. 

Nodoid.  294. 

Übertöne  gezupfter  Saiten,  Demonstration 
dei-selben.  301. 

Ovalwerke.  340. 

Pantograph  und  ähnl.  Instrum.  von  Co- 
radi  231  —  Galton  232  —  Ott  231  — 
Stühler  231,  siehe  auch  318,  321, 341. 

Papierdickenmesser,  integrirender.  208. 

Papierhäute  von  constantem  negativen 
Krümmungsmasse.  293. 

Parabolische  Curvo  einer  Fläche,  ver- 
suchsweise Bestimmung  derselben. 
290  —  in  den  Knotenpunkten  299. 

Poi-spci'tivlineal    227. 

P(?i*spectograph  von  Fioriiii  243  — 
Hauck-Brauer  234  —  Kitter  241,  — 
StühlcT  231,  siehe  auch  324,  325. 

Piözoelektrischo  Flächen  384,  389. 

Planimeter  von  Amsler-Laffon  188,  189 
-  Coradi  192,  194  —  Dennert  & 
Pape  197  —  Ilohmann-Coradi  193. 
194,  195  -  Kloth  183  —  Müler- 
Brcithaupt  190  —  Millor-Staike  190 
Ott  197  —  Stadler  184,  187  —  Wotli- 
llanscn   184. 

Polsystomo,  elektrische.  389. 

Polyeder,  leguläro  240  —  semireguläre 
24  ()  —  Sternpolyeder  246  —  Poly- 
eder höherer  Art  246  —  vierdimen- 
sionale  reguläre  Körper  253,  254. 

Polyedereinteilungen  auf  der  Kugel  und 
im  Räume.  251. 

Präcisionsgerällmessapparat.  210. 

Projection,  sphärisc^he,  eines  Krystalls. 
380. 

Punktsysteme.  373,  377. 

Pyrocloktrische  Erregung  von  Krystall- 
kugeln.  388,  389. 

Quicunx  zur  Illustration  des  Fehlerge- 
setzes. 154. 

Raumcurven  3.  Ordng.  268  —  4.  Ordng. 
269,    270,    272  —    vom   Standpunkte 


Sachregister. 


429 


der  Analysis  situs  betrachtet  278  — 
278  —  äquidistant«?  Curvcn  auf  Flä- 
chen 290. 

Raumeint*>ilungon.  251,  253,  37:J,  iMl, 

Raumtransformation.  252. 

ReoheDmaschineu  von:  Babbago  154  — 
Beireis  149  —  Büttner  151  —  Burk- 
hardt  150  —  EcJmondson  150,  151  — 
Hahn  (Schuster)  147,  149,  150  —  Müller 
148  -  Odhner  152  —  S.'llinfr  152  — 
Thomas  150  —  siehe  auch  Additions- 
maschiuoD. 

Rochenschieber  bozw.  Rechten  kreise,  Re- 
chenstäbe (»tc.  von  :  Bf'verleu  143  — 
Blanc  145  —  Boucher  142  —  Don- 
nert k  Paj)e  139  —  Evorett  &  Hau- 
nyngton  141  —  Fulh?r  142  —  Gonaille 
&  Lucas  14(3  —  Hassolblatt  139  — 
l^mbert  139  —  Landsberg  &  Parisius 
143  —  Nestler  139  —  Scherer  140  — 
Sheppard  141  —  Sonne  142  — 
Strachey  144  —  Thachor  140  —  We- 
ber 142 —  fürti3chnische  Zwecko  144. 

Reibungsapparat.  313. 

Relativbewegung  dreier  staiTor  Systeme ; 
entsprechende  Krünimuiigsmiitolpuiikto. 
328. 

Riemann'scho  Flächen.  175. 

Rotationsapparato  zur  Erzeugung  gleich- 
förmig besohle unigüjr  Bewegung.  309. 

Rotationsbewegung ,  gl(»ich  förmig  be- 
schleunigte, Apparat  zur  Demonstration 
ihrer  Gesetze.  309. 

Rückkehrelementc  der  Projoctioii  einer 
Rauracurvc,  ihre  B«'ziehung  zu  «leiwu 
der  Curve  selbst.  298. 

Schmiegen.  344. 

Schönbeitslini(m.  256. 

Schrägwalz  verfahren  (Mannesmann).  349. 

Schraubenflächen  278,  288,  294. 

Schraubenlinie  mit  abwiekelbai*.  Fläche. 
277. 

Schwerpunkt,  von  Curvfju  und  Fläohen- 
stücken,  Erhaltung  desselben  bei  Vor- 


bie«^ung  309.  —  Apparat  zum  Nach- 
weis der  Bewegung  desselben  312. 

Schwerpunkt    d(\s     menschlichen    Kör- 
jx»!*?,  Mtu^hanismus  zu  dessen  Bestim- 
mung.  350. 

Schwingungen,  elcktris(;he,  401,  408. 

Singulän?  Stellen  drr  durch  eine  Dif- 
ferentialgleichung l.Ordng.  zwischen 
2  Variablen  definirten  Curvensysteme. 
304. 

Sinoidenwerk.  341. 

Sphärische  Distanzen,  deren  graphische 

Berechnung:    Trigon.  neter    160    — 

Abacus  163. 
Sphärogramm.  417. 
Statik,    graphische,    Abhandlungen  und 

Werke  hierüber.     315. 
Steiner'scho    Flüche    266    —    dieselbe 

mit  Asymptotencui-ven.  289. 
Stereographometcr.    205. 

Strahlenbündel,  unendlich  dünnes.  280. 

Strahlcusystem,  lineares  281  —  5.  Ord- 
nung 281. 

Superposition  von  Wollen ,  Maschine 
zur  Demonstration.  360. 

Tachymeter,  logarithmischor.  411. 

Teilungsmasstab.  225 

Tetraeder,  desmis(^h.  hyperlnjUsch  etc. 
gelegen.  250. 

Thermodynamische  Fläche  des  Wassei-s 
mit  Cur  von.    391. 

Torsion  von  Prismen  und  Oylindern. 
314. 

Trace  Computer  (Galton).  164. 

Trägheitsmomente  von  Teilen  des 
mensehl.  Körpers.  Mechanismus  zu 
deren  Bestimmung.  357. 

Trigonometer.  160. 

Trochoiden,    ihre  zweifache  Erzeugung. 

335. 
Unduloid.  294. 
Cnterrichtsmodelle  für  Planimetrie  243, 

246  —  Stereometrie  244,  245,  246  — 
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Trigonometrie  244,  245  —  Darst.  Geoiii. 
245,  276  —  .  Synthetisoho  Geom. 
276  —  raathgm-opt.  Tafeln  368. 

Vorzahnungsmodelle.  339,  340,  344 

Wärmeausdehnunf^messer.  20i). 

Wollenbeweguug,  erzeugt  durch  abge- 
schossene Flint«'nkugelu  362  —  t^lektro- 
(lynaniische  401  —  oloktrisoho  Schwing- 
ungen 408. 

Welleuflächeu  von  Krystallen.  377, 378,380. 

Wollenmaschine.  360. 


WinkeldreiteiluDg,  Zirkeleiosatz  hiezu. 
225. 

Winkelspiegel  (Polyeder-Kaleidoskop). 
250. 

Wolkenhöhc  und  -Geschwindigkeit,  B<»- 
stimmung  derselben.  417. 

Zirkel  zur  Construi^tion  grosser  Krei.<k> 
226  —  mit  4  Spitzen  226  —  Ellip- 
senzirkel siehe  Kegelschnittzirkel  und 
Eilipsenzeichner. 

Zoetrop.  401. 
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363 

Berichtigungen, 
in  Nr.  25  soll  der  Verkaufspreis  lauten:  75  Mark  statt  50  Mark. 

ZoUe  18  V.  0.  lies  (c  +  3a2)'V--- 

„         7  V.  o.  lies  T|  =  —  a. 
Fig.  2  lies  5  statt  Z. 

Zeile  16  v.  o.  lies  z  statt  Z. 

12  V.  0.  lies  y  =  asin  a. 
15  V.  0.  lies  der  Verrückung  des  Punktes. 

13  V.  0.  lies  Kegel mittelpunkt  statt  Kegelschuittpunkt. 
füge  nach  Nr.  185  die  auf  Seite  420  aufgeführte  Nr.  )85a  ein. 
Zeile     1  V.  o    lies  eingeschriebenen  statt  angeschriebeneu. 
ergänze  in  der  Figur  zu  Modell  5  die  Verbindungslinie  B12  Fi. 

•Zeile  15  v.  0.  lies  Bashforth. 
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Deutsche  Mathematiker- Vereinieunsf. 


Katalog 

mathematischer  und  mathematisch-physikalischer 
Modelle^  iVpparate  und  Instrumente. 

Nachtrag. 


Unter    Mitwirkung    zahlreicher    Fachgenossen 

herausgegeben 
im  Auftrage  des  Vorataniles  der  Veroiniguug 

von 

Walther  Dyck, 

Professur  nn  <ler  Technischen  Hochscliule  München. 


Mflnchen. 

Kgl    Hof-  und  Universitäts-Buchdruckerel    von  Dr.  ('.  W<iir  &.  Sohn. 

1898. 


Mit  dem  gegenwärtigen  Nachtragskatalog  gelangen  die  Vor- 
bereitungen zu  der  Ausstellung  mathematischer  und  mathematisch- 
physikalischer  Modelle,  Apparate  und  Instrumente,  welche  die  Deutsche 
Mathematiker-Vereinigung  durchzufuhren  beschlossen  hat,  zum  Ab- 
schluss.  Als  im  Herbste  des  vorigen  Jahres  die  Gesundheitsverhält- 
nisse in  Deutschland  die  Verschiebung  von  Versammlung  und  Aus- 
stellung unabweisbar  gemacht,  hegte  der  Unterzeichnete  den  Wunsch 
und  die  Hoffnung,  dass  es  gelingen  möge,  nunmehr  das  Gesamtbild 
der  Ausstellung  noch  in  wesentlichen  Punkten  zu  vervollständigen. 
In  wie  weit  dies  erreicht  ist,  davon  mögen  die  nachfolgenden  Seiten 
Rechenschaft  geben.  Auch  jetzt  noch  freilich  muss  für  die  Durch- 
fuhrung des  ganzen  Unternehmens  eine  nachsichtige  Beurteilung 
vollauf  in  Anspruch  genommen  werden.  Der  Umfang  der  Arbeit, 
die  kurze  Frist  für  die  endgültige  Fertigstellung  der  Ausstellung,  wie 
dieses  Kataloges  muss  manche  UnvoUkommenheit  und  Flüchtigkeit, 
muss  manche  Lücke  entschuldigen. 

Wenn  aber  das  Ganze  in  seiner  jetzigen  Gestalt  geeignet  ist, 
von  den  heutigen  Ijchr-  und  Forschungsmitteln  ein  zutreffendes  Bild 
zu  geben,  wenn  Anregung  und  Förderung  für  wissenschaftliche  Arbeit 
wie  für  den  Unterricht  davon  auszugehen  vermag,  so  dankt  dies  die 
Deutsche  Mathematiker-Vereinigung  dem  Interesse  und  der  Teilnahme 
Aller,  die  für  das  Zustandekommen  des  Unternehmens  gewirkt  haben ; 
sie  dankt  es  vor  Allem  der  erneuten  Fürsorge  und  Unterstützung  der 
Königlich  Bayerischen  Staatsregierung;  sie  dankt  es  dem 
Zusammenwirken  der  Fachgenossen,  der  Bereitwilligkeit  der  Aussteller, 
die,  wo  es  nur  immer  anging,  die  Vorbereitungen  des  Vorjahres 
wiederholt  haben! 

Möge  nun  die  in  wenig  Tagen  stattfindende  Mathematiker- 
Versammlung  Gelegenheit  geben,  in  Vortrag  und  persönlicher  Be- 
sprechung das  Bild  zu  ergänzen  und  zu  beleben,  welches  die  gemein- 
same Arbeit  zweier  Jahre  geschaffen. 

München,  am  1.  September  1<S9;5. 

Walther  Dyck. 
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I.  Abteilung. 

Aritlimetik:  Afr/cbra.  Fmirtmenfhcork:  Integral rrchnung. 


Ersfn'  Abschnitt.      Arithmetik. 
A.   Ecchcnapparate. 

4a.  Gross4^r  Rechenschieber  fflr  deo  Unterricht  (2  M«^terlang),  liorgostollt  vou 
Tavernier-Gravet  in  raris;  Sammlung  für  Ingenieurwissenschaflen  der  tech- 
nischen Hochschule  München. 

4b.  Ein  älterer  engrlischer  Rechenschieber,  im  Besitz  und  ausgestellt  von  J% 
Blater  in  Kantatt. 

Ks  passt  auf  (Ufsen  ReohenHchieber  genau  <Iie  Beschreibung,  die 
Cidmann  in  stMuer  „(IraphiHchen  Statik'^  (2.  AuHage,  1.  Band,  S.  73) 
von  einem  ,  von  dei selben  (längKt  nicht  mehr  bestehenden)  Firma  — 
Cary,  London  —  stammenden  S«.'hiei)er  gegeben  hat.  Er  ist  12  eng- 
lische Zoll  lang  und  hat  zwei  Zungen,  eine  auf  der  oberen,  eine  auf 
der  unteren  Seite ,  so  (hiss  der  Querschnitt  einem  liegenden  Doppel-T 
gleicht.  Die  obere  Seite  stimmt  vollständig  mit  den  früher  allgemein 
ttbliclien  Rechenschiebern  ohne  Mannheim'schen  Läufer  auch  darin 
ttberein,  dass  die  Rückseite  der  Zunge  Teilungen  für  sin  und  tang  nebst 
einer  Ki^ichmlissigeii  Teilung  zum  Ablesen  von  Logarithmen  trägt. 
Die  untere  Zunge  wird  auf  der  Vorderseite  von  drei  congruenten, 
hinter  einander  folgenden  logarithmischen  Teilungen  eingenommen,  die, 
den  Teilungen  der  Oberseite  gegenübergestellt,  u.  A.  zur  Bestimmung 
von  Cuben  und  Cubikwurzeln  dienen  können.  Ausserdem  sind  noch, 
zum  Beispiel  auf  den  Böden  der  Kulissen,  Teilungen  ffir  Zinseszins- 
und  Renten-Berechnungen,  ferner  die  bekannten  Plilfszahlen  fOr  die 
Ermittlung  der  Inhalte  und  Gewichte  von  quadratischen  Prismen,  Cy- 
lindern  und  Kugeln  aus  verschiedenen  StoHen  ,  und  ein  Masstab  vor- 
handen. Der  Schieber  ist  aus  sehr  gutem  Buchsbaumholz  hergestellt 
und  sorgfältig  gearbeitet.  (Mehmke.) 

4c.  Drei  Rechenschieber  mit  trigronometrischen  Fnnct Ionen  von  C.  Thode, 
Rostock  1882.  Aus  dorn  Geodätischen  Institut  der  technisohen  Hochschule 
MUnohen. 

Rechenschiobor   aus  starkem  Cartonpapior ,    ähidich   denen  von   Wilst 
in  Halle. 

1 


2  I.  AbtheiluDg. 

4d,  Rechenschieber  von  Franz  Ruth  an  der  technischen  Hochschule  Graz,  im 
V^erlag  und  ausgestellt  von  Leuschner  und  Lubensky,  Universitätsbuch 
handlung  Graz. 

Es  sind  fünf,  auf  stärksten  Carton  gedruckte,  logarithmisch  ge- 
teilte Masstäbe  von  etwas  über  GO  cm  Länge  (die  einfache  logarith- 
mische Scala  ist  30  cm  lang.)  Von  diesen  legt  man  nach  Bedürfnis 
drei  auf  dem  beigegebenen  7  cm  breiten  Brettchen  neben  einander  und 
befestigt  sie  durch  Heftstifte. 

(Nach  Dingler's  Polytechn.  Journal.  Bd.  242,  8.  149.) 

10a*  Rechenschieber  von  Dixon  (S),  Bailej,  Hoare  Ausgestellt  von  W.  F. 
Stanley,     Math.  moch.  Institut,  London. 

Vergleiche  hiozu  die  beiliegende  Beschreibung  in  Dixon,  Troatise  on 
the  arrangemeut,  application,  and  use  of  Slide  rules. 

10b.  Rechenschieber  für  Zinsreehnnng.  Ausgestellt  von  W.  F.  Stanley.  Math, 
mech.  Institut,  London. 

10c.  Cniversal-Masstab.    Von  W.  F.  Stanley.     Math.    mech.  Institut,    London. 

IIa   Forstlicher  Cubimngskreis  von  Prof.  R.  Weber,  Universität  München. 

Der  Cubirungskreis  besteht  aus  2  centrisch  verdrehbaren  Messing- 
scheiben, welche  auf  der  cyliudrischen  Fläche  logarithmische  Teilungen 
tr&gen  und  zwar  eine  einfache  und  eine  quadratische.  Die  einfach  loga- 
rithmisch geteilte  obere  Scala  bedeutet  die  Durchmesser,  die  untere  qua- 
dratische bedeutet   die  Längen    U'id  zugleich   die  Cubikinhalte.    Die  Stelle 
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von  2.  y  —  ist  durch  einen  mittels  Stiftchens  markirten  Teilstrich  be- 
zeichnet und  dient  als  Index  zum  Einstellen  auf  die  Längen  der  als  Walzen 
zu  cubirenden  Stammabscbnitte,  worauf  der  Inhalt  an  der  mit  dem  üiu'ch- 
messer  coincidirenden  Stelle  der  unteren  Scala  nacü  jIq  Cubikmetern  und 
mittelst  der  Teilung  nach  Tausendsteln  abgelesen  wird.  Sollen  stehende 
Stämme  cubirt  werden  aus  gemessenem  Brusthöhen-Durchmesser  und  hyp- 
sometrisch ermittelter  Gipfel  höhe,  so  -bedient  man  sich  anstatt  des  Stiftebens 
einer  sog.  „Indexzahi^^  zum  Einstellen  des  oberen  Kreises.  Diese  Index- 
zahlen sind  durch  Umrechnung  von  experimentell  ermittelten  Baumform- 
zahlen (gewonnen  aus  ca.  40000  Einzel- Untersuchungen)  abgeleitet  und 
sind  auf  den  Seiten  16—29  der  Anleitung  zum  Gebrauche  des  Instrumentes 
tabellaiisch  zusammengestellt.  (R.  Weber.) 

IIb.  Herrmanu's  Rechenkneoht,  herausgegeben  von  Wiesenthal  &.  Co  in  Aachen 
aus  der  Geodätischen  Sammlung  der  technischen  Hochschule  München. 

Das  Instrument  enthält  auf  einer  drehbaren  Scheibe  zehn  verschiedene 
logarith mische  Kreisteilungen,  deren  äusserste  in  bekannter  Weise  für  die 
MultipUcation  und  Division  bestimmt  ist.  Die  übrigen  Scalen  enthalten  die 
Quadrat-  und  VVürfelzahlen  sowie  trigonometrische  Functionen. 

lle   Ringrecheusehclbe  von  Ingenieur  J.  Knab,  München. 


Arithmotik.    A.  3 

lld.  Reohenscheibe  fttr  arithmetische  und  trigonometrlBche  Bechnnogen  vod 
F.  M.  Clouth,  Hamburg  1872.  Aus  dem  Geodätischen  Institut  der  technischen 
Hochschule  Manchen. 

Die  beiden  äusseren  Kinteilungen  (auf  Limbus- und  Alhidadenrand)  ent- 
halten die  Logarithmen  dor  Zahlen  von  1 — 1000,  die  inneren  Kreise  die 
Logarithmen  der  trigonometrischen  Functionen. 

Ile.  Rechenschieber  in  Spiralform,  conntruirt  von  dem  verst.  Geographen, 
KegiernugArat    A-  Steinhauser  in  Wien,    ausgestellt  von  Praa   P9tzl„  Wien. 

loa.  Logarithmischer  Tachjmeter-Sehieber  in  Scheibenform,  von  F.  Miller, 

mathem.-mojhanisches  Institut  in  Innsbruck. 

Derselbe  dient  zur  Bestimmung  der  Höhen  H  und  der  Horizontal- 
distanzen I)  von  Punkten  aus  den  mit  einem  Tachymeter  bei  senkrecht  ge- 
haltener Latte  abgelesenen  Ijattenabschnitton  L  und  den  zugehörigen 
Höhenwiukeln  h  nach  den  Formeln 

D  =  CL  cos^h, 

II  =  OL  sin  h  cos  h, 
wo  C  eine  Constante  bedeutet.  Er  besteht  aus  zwei  concontrischen ,  in 
einander  drohbaren  Holzschoibon  von  14  cm  Durchmesser,  (so  angeordnet, 
dass  die  auf  einem  Celluloid- Belag  angebrachten  Teilungen  beider  Scheiben 
in  einer  Ebene  liegen),  und  einem  um  den  Mittelpunkt  drehenden  Index. 
Die  äussere  Gestalt  gleicht  also  der  von  Sonne's  Rechenscheibe  (s.  den  Haupt- 
Katalog,  Nr.  12s  uut'  ^^>^^i  ^^^  besonderen  Zweck  entsprechend,  die  Teil- 
ungen andere,  und  zwar  werden  die  beiden  Hälftendes  inneren  Kreises  von  zwei 
gleichen  gewöhnlichen  logarithmischen  Scalen  eingenommen,  während  der 
äussere  Kreis  zwei  Teilungen  trägt,  welche  die  Logarithmen  von  cos*h 
bozw.  sinh  cosh  darstellen.     Preis  (mit  Etui)  Mk.  25. 

(Prospect  F.  Miller,  Mohmke). 

22a.  Tafel  der  Viert«i-Uuudrate  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  1300000  von 
J.  Blater,  Wien  1887.    Commissious vorlag  von  A.  Holder. 

Die  ei-sten  derartigen  Tafeln,  welche  (Euclid)  das  Product  zweier  Factoren 
aus  dem  Unterschiede  der  Quadrate  der  halben  Summe  und  halben  Differenz 
finden  lassen,  wurden  1816  in  Paris  von  Voisin,  1817  in  Karlsruhe  von 
Bürger,  1825  in  ßerlinvon  Centuci-schwer  herausgegeben  und  erstreckten  sich 
bis  zur  Factorensumme  20000.  Sodann  kamen  1832  in  Vannes  von 
Merpaut  bis  40000  uod  1852  in  Prag  von  Kulik  bis  30000  reichende 
Tafeln  zu  Stande.  Ft^rnor  wurde  1874  in  London  von  I^undy  eine  Tafel 
der  Viertelquadrate  bis  zur  Factorensumme  100000  veröffentlicht.  Ein  in 
Aussicht  gestellter  2.  Band  dazu,  der  die  Fortsetzung  bis  200000  bilden 
sollte,  blieb  ungedruckt  und  das  von  Major  Shortrede  dazu  berechnete 
Manuscript  befindet  sich  im  Privatbesitze. 

Die  vorliegende  Tafel  der  Viortelquadrate  für  fünf-  und  sechsziffrige  Fac- 
toren ist  1887  in  Wien  erschienen.  Der  Verfa8.ser  wurde  bei  der  Anfertigung  der- 
selben wesentlich  durcli  die  Mitwirkung  dos  (verst.)  Kegierungsrates  A. 
Steinhauser  in  Wien  unterstützt,  der  insbesondere  bei  der  compendiösen 
Einrichtung  der  Tafel  mitgewirkt  hat. 


4  I.  Abteilung. 

Für  die  Einrichtung  der  Tafel  muss  auf  die  ausführliche  Gebrauchs- 
anweisung verwiesen  werden. 

Preis  der  Tafel  broschirt  12  Mk.,  Pcrganientmarginalien  auf  beiden 
Seiten  bedruckt  50  Pfg. 

22b.  Hilfstafeln  zur  Zinsrechnang  von  J.  Blater,  Wien  1887.  CommissionH- 
vorlag  von  A.  Holder. 

(Bezüglich  der  Anordnung  der  Tafeln  vergl.  man  die  boigegobono  Ge- 
brauchsanweisung.    Preis  der  Tafel  Mk.  1.) 

22c.  Erleichtoriings-Tafel  zur  Erzielungr  fehlerfreier  und  zngrleich  rascherer 
und  bequemerer  AusfilhmngeD   yon  Multiplicationon   und  Diyisionen. 

Nach  Angaben    von    Regierungsrat  A.  Steinhauser   in    Wien,    horausgegelven 
von  J.  Blater,  Wien  1889.     A.  Holder,  Buchhändler  in  Wien. 

Diese  Tafel  bildet  eint»  zweite  verbesserte  Aullage  der  1886  bei  Franz 
Frey  in  Mainz  erschienenen  Xajnertafel,  deren  Coustruotion  sich  für  die 
Praxis  nicht  günstig  erwies. 

Während  bei  der  „Napiertafel'^  für  alle  n-ziffrigen  Zahlen  10  .n-Zahlen- 
stäbchen  aus  Cartonstreiftin  bestehend,  nötig  waren,  braucht  man  bei  der 
vorliegenden  „Erleichterungstafel"  nur  3  n-Stäbchen  (rechteckige  Holz- 
prismen) eines  für  0  und  1,  eines  für  die  geraden  Zahlen  2,  4,  6,  8  und 
eines  für  die  ungeraden  Zahlen  3,  5,  7,  9,  die  das  Zusammenstellen  von 
Zahlen  ebenso  rasch  wie  das  Anschreiben  derselben  möglich  machen,  ohne 
dass  mau  dabei  nötig  hätte,  zuvor  eine  leicht  übersichtliche  Ordnung  der- 
selben herzustellen,  was  bei  der  Napiertafel  zur  Venneidung  längeren 
Sucheus  unter  10  verschiedeneu  Streifen  geschehen  muss.  Bezüglich  der 
weiteren  Anordnung  vergl.  man  die  beigegebenc  Gebrauchsanweisung. 

Preis  M.  4.50  und  Mk.  3.  —  ,  mit  je  30  Zahlen-  und  2  Indexstäbchen; 
mit  15  Zahlen-  und  1  Indexstäbchen  Mk.  1.20  mit  Gebrauchsanweisung. 
Dieselbe  Tafel  mit  französichcm  Texte  in  Paris  bei  Gauthier- Villars ,  mit 
englischem  Texte  in  London  bei  Kegau,  Paul,  Trencli  Trübner  &  Co. 

(Blater.) 

22d.  Rechentabellen  und  Hiilfstafeln,  geordnet  und  zusammengestellt  von 
dem  verst.  Geographen,  Kegierungsrat  A.  Steinhauser  in  Wien,  Mauuscript, 
ausgestellt  von  Frau  Pötzl,  Wien. 

22e.  Das  graphische  Einmaleinsy  oder  die  Rechentafel,  ein  Ersatz  für  den 
Rechenschiebor.    Von  G.  Hcrrmann.     Verlag  von  Vieweg  &.  Sohn,    ßrauu- 

schweig. 

22f.  Rechentafel  nebst  Sammlung  hüuflg  gebrauchter  Zahlenwerte.  Entworfen 
und  berechnet  von  Gh.  Baiirat  H.  Zimmermann.  Ausgestellt  von  der  Verlags- 
buchhandlung Ernst  und  Sohn,  Jierlin  1891. 

22g.  Cryptographe  in  Form  der  Rechenstäbchen  (System  Bazeries.)  Von 
A.  Hermann,  Verla{^^sbuchhaudluug,  Paris. 

18  Eiechenstäbcheu  tragen  auf  Vorder-  und  ßiicksoito  je  ein  Alphabet 
in  verschiedener  .\nordnnng.     Die  Stäbchen   werden  unter  Zugrundelegung 
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eines  Schlüsselwortes  geordnet,  sodann  auf  ihnen  durch  Verechioben  in  eine 
hoiizontale  Reih«^  die  zu  chiffrirendon  Worte  (ihren  ersten  18  Buchstaben 
nach)  eingestellt  und  statt  dieser  Horizontalen  eine  bestimmte  andere  zur 
Chififernschrift  verwendet.     Näheres  vergl.  die  beigegebenen  Erläuterungen. 

28a.  Lord  Staiihope's  (Yisct.  Mahon's)  Arithinetical  Maschine,  1780,  aus- 
gestellt von  Kev.  R.  Harley.  M.  A.  F.  R.  S.  Halifax,  England. 

24.  Webb's  Adder,  ausgestellt  von  A.  Brandl,  jr.,  München. 

Eine  Zahlenschoibe ,  welche  die  Zahlenreihe  von  l— 100  trägt,  wird 
mittelst  eines  Stiftes  um  einen,  der  jeweils  zu  addirenden  (bis  zweistelligen) 
Zahl  entsprechenden,  Winkel  gedreht.  Für  die  Ad»lition  der  Hunderter 
dient  eine  kleinere  Scheibe.  Das  Resultat  erscheint  in  einem  viereckigen 
Ausschnitte  in  der  Mitte  des  Apparates. 

24a.  Ribbon's  Adder,  construirt  von   Cha8.  Webb,  New- York,    ausgestellt  von 
A.  Brandl,  Jr.  München. 

Die  Zahlenreihe  von  1—20  ist  an  einer  Reihe  nebeneinanderliegender 
Schlitze  angeschrieben.  In  diesen  Schlitzen  lassen  sich  Messingstreifon, 
die  mit  Löchern  versehen  sind,  verschieben,  und  zwar  wird  diese  Verschieb- 
ung dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  einen  Stift  in  das  der  zu  addirenden 
Zahl  entsprechende  I^ch  einsetzt  und  nun  den  Streifen  abwärts  schiebt, 
bis  der  Stift  anstösst.  Das  Kesultat  der  Addition  erscheint  am  untern 
Rand  des  Apparates. 

24b,  0.  Comptometer  nnd  Comptogrraph  von  Feit  und  Tarrant,  Chicago ;    aus- 
gestellt von  A.  Brandl  jr.,  München. 

Der  Comptometer  wird  mit  8,  10,  12  und  16  Columnen  hergestellt. 
Jede  Columne  enthält  Knöpfe  mit  den  Zahlen  von  1—9,  durch  deren  Nie- 
derdrücken die  Addition  bewerkstelligt  wird.  Das  Instrument  wird  auch 
mit  einem  Typendruckapparat  versehen;  die  mit  ausgestellte  Zeichnung 
stellt  diese,  als  Comptograi)h  ]>ezeichnete  Anordnung  dar. 

24d.  Multiplications- Apparat  von  Kurt  Greuner,  Chemnitz  i.  S. 

Multiplicand  und  Multiplicator    werden    durch    Ausziehen    senkrechter 

bezw.  wagerechtcr  Schieber  eingestellt.     Man  liest  die  Teilproducte  ab  und 

addirt  im  Kopf.      Die    vorliegende    Ausführung    (in    Metall    mit    federnder 

Einlegevorrichtang  zum  Festhalten  der  Schieber)  entspricht  zwei  fünfstelligen 

Factoren,     Preis  50  M.,  5  X  6stcllig  M.  10  mehr. 

(Greuner,  Mehmke), 

24e.   Boiicbets   Addiii^-Maschiiie,    ausgestellt    vom    Meteorologischen    Institut 
London.     Generallieut.  Strachey. 

Diese  Maschine  addirt  auf  drei  Stellen  mit  Zehner-Uebertragung. 

2Ga.    Tafel  mit  rhotoi^raphicn  zur  Habn'sch^n  Reebenmasehine,  (im  Besitze 

Sr.  Durchlaucht  Wilhelm,  Herzog  von  Urach,  Grafen  von  Württemberg)   auf- 
genommen und  ausgestellt  von  A.  Burkhardt,  Glashütte,  Sachsen. 

Die  Photographien  lassen  die  innere  Einrichtung  dei  Rechenmaschine 
erkennen.     Es  sei  hier  noch  angefügt,  dass  eine  genaue  Beschreibung   der 


].  AbteiluDg. 
a  Seihin  des    Uro.  Pivf.  Hammer  (t^tuügart)   i 


'Alä.  UoterrJchUmodell  zur  RuchenmHxchine  v 


Statt  ..Aoalytiwlie  Masuhitiu''  ist  auf  |ia^'.  154  des  Hau|itkatalog< 
88.  IHlIbreiiKeii-Ma»ctaine  von  Charlea-Bahbage. 


Burkhardt  in  Ulasliiitto. 

üstKuo : 


U,  Apparate  und  Zeichnuugen  zur  Wahrschein- 
lichkeitsrechnung und  Combinationstlieorie. 


r  Illustration  des  Fehle rgesetzci 


n  Fraacia  Galton,  F.  li.  H. 


Wir   briDgen '  nat^htrngliub   die    Uluätratioaeu    zu   doQ    beiden  {lag.   154 
i  Hauptkataloges  besprouheuen  Anordnungen  des  Apparates. 
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a.  Magiriche  WOrfel   von  3—5  Diincasionen ,  bcreobuct    und  construitt  von 
Prof.  Dr.  V.  Schlegel,  Hagen  i/W. 

Das  allgomeino  Glied  der  mit  diT  Stitsoke,  dorn  (Juadrat  und  dem  Würfel 
bogiiiDPQjen  Boiho  von  Gebilden  ist  der  ndimensioiiale  Würfel.  Die  Zahl 
der  ibn  begrenzenden  (n— l)-diinonsionalen  Würfel  ist  2n,  die  Anzahl  seiner 
t-dimensionalfio  Gren^gebilde  Snl'.BC').  —  Kin  solcher  Würfel  wird  durch 
D  aufeinander  SPiikreehte  Systeme  von  je  (r — 1)  Räumen,  welche  (n— 1)  Vi- 
niensioEnn  besitzou,  iiaraJlel  und  nl^i''hw'eit  von  einander  entfernt  sind,  in 
rn    coDgruente  kleine    u-dimensionale  Würfel  iZellen)  zerlegt     Füllt  man 
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diese  Zellen  mit  den  ganzen  Zahlen  von  1  bis  r"  in  dor  Weise  aus,  dass 
jede    in    einen*   der   n    Hauptrichtungen    liegende    Zahlenreihe   die    Summe 

s=  ^ — -^ gibt,    so  heisst  der  so  gebildete  Zahlkörper  ein  n-dimen- 

sionalor  magischer  Würfel.  Dei"selbo  wird  vollkommen  genannt, 
wenn  auch  die  2q-i  diagonalen  Zahlroiben,  welche  je  zwei  gegenüberliegende 
Ecken  vorbinden,  dieselbe  Summe  s  geben.  Durch  Hiuzufügung  weiterer 
Bedingungen  lässt  sich  die  Vollkommenheit  des  Würfels  steigern  und  gleich- 
zeitig die  Anzahl  der  möglichen  Würfel  verringern.  Namentlich  kann  für 
ungerade  Werte  von  r  verlangt  worden,  dass  auch  alle  diejenigen  Zahlreihen 
die  Summe  s  liefern,  welche  die  Mitten  je  zweier  gegonüberliegender  Grenz- 
gebilde verbinden.  Erwähnt  seien  ferner  die  Bedingungen,  dass  schiefe 
Zahlreihen,  oder  solche,  die  in  der  Rösselsprung-Richtung  fortschreiten,  die 
Summe  s  geben,  dass  die  aufeinander  folgenden  Zahlen  in  ebensolchen 
Richtungen  stehen,  dass  auch  die  Quadrate  der  in  den  einzelnen  Reihen 
stehenden  Zahlen  dieselbe  Summe  geben,  u.  s.  w. 

Ein  n-dimensionaler  magischer  Würfel  gestattet  eine  von  dor  Anzahl  der 
Dimensionen  unabhängige  übersichtliche  Daretelluug  in  der  Ebene,  wenn 
man  jede  n-dimensiouale  Zelle  durch  ein  kleines  Quadrat  ersetzt,  in  welches 
die  zugehörige  Zahl  eingeschrieben  wird,  und  diese  Quadrate  in  gesetzmas- 
siger  Weise  zu  Streifen,  die  Streifen  wieder  zu  grösseren  Qimdraton,  diese 
Quadrate  wieder  zu  Sti*eifen  vereinigt,  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wird 
schliesslich  der  ganze  Würfel  durch  ein  Quadrat  oder  einen  Streifen  darge- 
stellt, jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Die  Zahlreihen  sind  in  diesen 
Darstellungen  in  allen  vorkommenden  Richtungen  ohne  Schwierigkeit  zu 
verfolgen. 

Der  Atlas  enthält  in  dieser  Darstellung  magische  Quadrate  mit  den 
Seitenzahlen  3,  5,  7;  6,  10,  14;  4,  8,  12;  magi.sche  Würfel  gewöhnlicher 
Art  mit  den  Seitenzahlen  3,  5,  7;  6,  10;  4,  8;  vier  dimensionale  Würfel 
mit  den  Seitenzahlen  3,  5;  6,  4;  endlich  einen  fünfdimensionalen  Würfel 
mit  der  Seitonzahl  3.  Beigefügte  Sehemas  erleichtern  das  Auffinden  der 
Zahleurichtungen.  Ausserdem  sind  jedesmal  die  weiteren  Eigenschaften  des 
Würfels,  durch  welche  seine  Vollkommenheit  erzielt,  bezw.  gesteigert  wird, 
angegeben.  Weitere  Erläuterungen  enthalten  zwei  dom  Atlas  beigefügte 
Aufsätze. 

Ausser  der  oben  beschriebenen  Darstellung  sind  für  die  vier-  und  fünf- 
dimensionalen Würfel  noch  Central-  und  Parallelprojectionen ,  sowie  Dar- 
stellungen mittelst  regelmässiger  Polygone  nebst  gewissen  Systemen  von 
Diagonalen  angewendet,  über  welche  der  zweite  der  beigefügten  Aufsätze 
nähere  Auskunft  gibt.  Die  innere  Übereinstimmung  dieser  so  sehr  ver- 
schiedenen I)ai*stellungen  gibt  für  jede  von  ihnen  eine  Controlle  der  Rich- 
tigkeit, die  um  so  erwünschter  ist,  als  sich  das  projicirte  oder  sonst  darge- 
stoUto  Gebilde  selbst  unserer  Anschauung  völlig  entzieht. 

Hinsichtlich  der  noch  nicht  veröffentlichten  Methode  zur  gesetzmässigen 
Herstellung  solcher  Würfel  sei  hier  bemerkt ,  dass  dieselbe  lehrt ,  aus  ge- 
gebenen (n  — l)-dimensionalen  Würfeln  von  beliebiger  Seitonzahl  beliebige  n- 
dimensionale  Würfel  von  gleicher  Seitenzahl  herzustellen,  wobei  als  1-di- 
meusionaler  Würfel  die  lineare  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  in   beliebiger 
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Kfühenfolge  oi'scheint.     Woseutlich  verschieden  gestaltet  sicli   die  Methcwlo 
für  die  Fülle  r  =  2  X  -|-  1,  r  =  4  >.  +  2,  r  =  4  X,  während  noch  eiu  beson- 


deres Verfahren  für  r  =  2      angewendet  worden  kaun 


(Schlegel.) 


89b«  Staiiliope'SyjOemoiistrator'S  ein  lustnimeiit  zniii  Yolizlcheii  lo^risclier 
Operationen.  Von  Loixl  Stantiop  (Visct.  Mahon)  IH()0  construirt.  Ausge- 
stellt von  Rev.  R.  Harley,  M.  A.  F.  K.  S.  Halifax,  England. 

Der  Apparat,  von  einem  ueuereu  von  Jevons  weit  überholt,  hat  nur 
noch  historisches  Interesse  als  —  von  Enler's  Knusen  abjjesehen  —  wolil 
der  erste  Versuch,  syllo^istische  Schlüsse  auf  mechanischem  Wege  zu 
ziehen.  Es  können  nur  ganz  einfache  Aufgaben  gelöst  werden,  in  denen 
nicht  mehr  als  drei  Tenne  vorkommen.  Die  Vomchtung  besteht  aus  drei 
congruonten  (in  je  ICK)  Felder  eingeteilten)  Platten,  deren  untere  schwarze 
festliegend  den  (vom  „Mittelglied''  gelieferten)  Deukbereich  voistellen  soll, 
während  die  beiden  beweglichen,  eine  opake  (graue)  und  eine  transparente 
(rot  durchschein(jnde)  von  links  und  rechts  (evont  auch  von  oben)  darü!)er 
geschoben  werden  können  und  zur  Versinnlichuog  des  „terminus  minor* 
und  „major"  herhalten  müssen.  Die  als  Schlussglieder  in  Betracht  kommen- 
den Urteile  werden  mittelst  „Quantiiication  des  Prädioates''  (wie:  Alle  A 
sind  einige  B)  als  Idenditäten  gefasst,  und  bei  geeigneter  Handhabung  der 
Platten  ersieht  man  aus  dem  ihnen  gemeinsamen  Felde  —  inwiefern  im 
Fall  „numerisch  bestimmter'  Syllogismen  sogar  zu  wie  viel  Zehnteln 
mindestens  —  die  entsprechenden  Kategorien  identificirt  worden  müssen  — 
was  alsdann  die  Conclusion  ausmacht. 

Vergl.  Harletj,  Mind  1879,  vol.  4,  p.  192-210. 


Zweiter  Abschnitt.     Algebra,  Fimctiotistheorie. 

C.  Apparate  zur  Auflösung  von  Gleichungen  und 
zur    Construction    functioneller    AnliUngigkeiten. 

40a.  Zwei  g:raphi»clie  Tafeln  %nr  Auflösnnf;  Irinomischer  (ileichnngren  nach 

Laianne  (1846),    ausgestellt    vom    mathem.    Institut    der   techn.  Hochschule 

Darmstadt.    (Prof.  Mehmke.) 

In  seiner  grundlegenden  Arbeit    „Sur    los  tabies  graphiques ", 

(Annales  des  ponts  et  chaussees,   mömoires   o.t   dofuments,    2"  Serie,  t.  XI, 

1846)    hat  Ti(V)n  Laianne  unt<'r  anderen  Beispielen   auch  die  Auflösung  tri- 

nomischer  Gleichungen  mittelst  graphis(!her  Tafeln  behandelt.  Er  betrachtet 

in  der  Glei(.'hung 

zm    -|-  j)zii    -j-  (|  =  0 

p  und  <i    als    Cartesisciie    Coordiuatt;n    eines    veränderlichen    Punktes    der 

Ebene,  so  dass  jedem  Werte    von    z    eine    gerade    La  nie    entspricht     Hat 

man     —    für  (>iu   bestimmtes  Kxponenhmpaar   m,    n  —  eine  hinreichende 

Anzahl  jener  Cieradon  construirt    und  die  zugehörigen  Weite    von  z  daran 


Alg<»bni,  Fuuktionoiith«»oric.     C.  1) 

geschrieben,  so  findet  man  mit  Hilfe  der  entstandenen  Tafel  die  Wurzeln 
einer  beliebigen  Gleichung  der  Ixitr^ffenden  Fonn  einfach  dadurch,  dass 
man  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  p,  «i  sucht  und  die  Werte  abliest, 
welche  an  den  durrh  «liescn  Punkt  gehenden  (Geraden  der  Tafel  stehen. 
IJilanne  macht  bereits  die  Bemerkung,  dass  die  Hüll<uirve,  welche  die  Ge- 
mden  der  Tafel  ergeben,  durch  die  gl»*ich  Null  gesetzte  Discriminante  der 
Gleichung  dargestellt  wird,  und  knüpft  hieran  geometrische  Betnichtuiigen 
über  die  Koalität  der  Wui-zeln  sowie  über  die  Wahi'scheinlichkeit,  <lass 
irgend  eine  vorgelegte  Gleichung,  in  welcher  p  und  (j  unter  gegebenen 
(irenzen  liegen,  lauter  reelle  Wurzeln  hat. 

Diese  ganze  Betrachtungsweise  ist  heutzutage  den  Mathematikern  sehr 
geläufig,  aber  mit  Unrecht  bezeichnet  man  Sylvester  und  Kronecker  als 
Urheber  dei'selljen  (vergl.  K.  Klein,  Geometrisches  zur  Abzahlung  der 
i*oellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  ;  diesen  Katalog  S.  .3). 

(Mehnike). 

40b.  Graphisch-mechniiischer  Apparnt  zur  Auflösung  nuiiierischor  Gleich iin'^on 
von  C.  Reuschle  1885.    Voilag   der  Metzler'8chen  Buchhandlung,   Stuttgart. 

i)ie  Wurzeln  der  Gleichung  werden  erhalten  als  Schnittpunkle  zweier 
möglichst  einfacher  ('urven ,  bei  deren  graphischer  Darstellung  sich  die 
Wurzel  werte  angenähert  ergeben.  Näheres  vergl.  in  der  zugehörigen 
Schrift  desselben  Verf;issers  „Graph,  mech.  Methode  zur  AufK)sung  der 
numerischen  Gleichungen*'.     [Mttzler,  Stuttgait  1884.) 

Vergl.  hier  noch  die  Auflösung  gewisser  i(»ducirter  Gleichungen  vom 
3.  und  4.  Grad  mit  Hilfe  des  Dreiteilungszirkels  von  Eckhardt. 

40c.    Apparat   zur  Auflösung:   reeller  quiidratiseiier  (jiciehnngea,    von    Prof. 
Mehmke,  techn.  Hochschule,  Darmstadt. 

Dieser  Apparat  besteht  in  einer  Tafel  aus  sog.  Netz-  oder  Millimeter- 
Papier  ,  djis  in  folgender  Weise  vorbercitr»t  ist.  Es  sind  die  Axen  eines 
rechtwinkligen  Coordinateusystemes  nebst  der  zur  x-Axe  parallelen  Geraden 
G  mit  der  (»leichuug  y  =  —  1  eingezeichnet  und  mit  bezifferten  Teilungen 
versehen,  wobei  jedoch  die  Teilung  auf  der  zuletzt  giMiannten  (Geraden  den 
doppelt(^u  Masstab  und  die  umgekehrte  Richtung  der  auf  der  x-Axe  be- 
findlichen Teilung  erhalten  hat.  Aussenlem  ist  der  auf  der  positiven  y-Axc 
im  Abstand  1    vom  Ursprung   liogendo    Punkt   p  kenntlich    gemacht.      Soll 

imn  die  Gleiehuug 

z'-*  -^  az  +  b  =  0 

auFg«döst  werden,  so  setzt  man  die  eine  Spitze  eines  Zirkels  in  den  Punkt, 

dessen  <.'oürdinaten  im  obigen  ( -oorilinatensysteme  (a,  b)  sind  und  öffnet  den 

Zirkel,    bis    dt»r    von    >einer   zweiten   Spitze    beschriebene    Kreis  durch  den 

Punkt  p  geht.      An    den  Sidinittpunkten  dieses  Kreises   mit   der  GiM-aden  G 

liest  man  die  gesue.hten  Wurzeln  ab.  (Mehmke.) 

40d.  Orapliiselie  Tarei  zar  .\uflOsuiig  reeller  eubi.sclier  (■leiehuii/fceii  der  Form 

A^  -■}-  az*  -|-  bz  -j-  <•  =  0, 
188i)  gezeielinet  von  Prof.  Mehmke,  techn.   Hochschule,  DarmsUdt. 

Auf  derselbiMi  Grundlage  beruhend,  wie  der  unter  Nr.  44,4  (S.  \&i)  des 
llauptkatalogs  beschriebeue   „Abacus  für  die  Auflösung  der  allgemeinen  cu- 


i 


10  I.  Abteilung. 

bischoii  Gleichung*'  von  M.  d'Ocagne,  unterscheidet  sich  diese  Tafel  von  der 
oben  genannten  nur  dadurch,  dass  statt  des  Coefficienten  von  z',  wie  bei 
M.  d'Ocagne,  hier  das  Absolutglied  c  zum  Parameter  der  Schaar  von  ra- 
tionalen Curven  dritter  Ordnung  genommen  ist,  welche  als  „auflösende 
Curvon'^  dienen.  Mau  muss  daher  die  den  Werten  von  a  und  b  ent- 
sprechenden Punkte  auf  den  Teilungen  am  liniten  resp.  rechten  Rande  der 
Tafel  durch  eine  Gerade  verbinden,  diese  Gerade  mit  der  zum  Werte  von 
c  gehörigen  Curve  schneiden  und  an  den  durch  die  Schnittpunkte  gehenden 
Senkrechten  ablesen,  um  die  positiven  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung 
zu  erhalten.  Die  absoluten  Werte  der  negativen  Wurzeln  findet  man,  wie 
bei  M.  d'Ocagne,  indem  man  die  positiven  Wurzoln  der  Gleichung 

z*  —  az"  -|"  ^z  —  c  ^=  o 
sucht,  (Mehmke.) 

40e  (jraphisclie  Tafeln  zur  mechanischen  Aaflösnng  reeller  trinomlscher 
Gleichnngrcn,  Tollständlger  Gleichungen  dritten ,  Tierteu  und  fttnften 
Grades  nnd  zweier  Gieichuni^en  mit  zwei  Unbekannten,  von  Prof. 
Mehmke,  techn.  Hochschule  Darmstadt. 

Die  Theorie  dieser  Tafeln  ist  bereits  in  des  V^erfaesers  Abhand- 
lungen „Nene  Methode,  beliebige  numerische  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten  graphisch  aufzulösen'^  (Civilingenieur,  Band  35,  1889)  und 
,, Neues  Verfahren  zur  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln  zweier  numer- 
ischen algebraischen  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten"  (Schlömilch's 
Zeitschrift,  Jahrgang  35,  1890)  mitgeteilt  worden.  Es  möge  dieselbe 
in  anderer  Darstellung  hier  kurz  wiederholt  werden. 

Construirt  man  (nach  Annahme  eines  beliebigen  Cartesiscben 
Coordinatensystems  in  der  Ebene)  zu  jedem,  mit  der  Gleichung 

F(x,y)  =  0 
verträglichen  Wertepaar  der  positiven  reellen  V'eränderlichen  x  und  y 
den  Punkt  mit  der  Abscisse  log  x  und  der  Ordinate  log  y,  so  erhält 
man  eine  Curve,  die  das  „logarithmische  Bild*'  jener  Gleichung  genannt 
werden  soll.  Welchen  Einfluss  hat  tjine  beliebige  Verschiebung  dieser 
Curve  auf  die  Gestalt  der  zugehörigen  Gleichung?  Sind  log  p  und 
log  3  die  Componenten  der  Verschiebung  parallel  den  Axen,  so  hat  der 
Punkt  mit  den  Coordinaten  log  x,  log  y  vor  der  Verschiebung  die 
Coordinaten 

X  y 

log  X  —  log  p  =  log      ,  log  y  —  log  3  =  log  — 

p  c 

gehabt.     Wenn  daher 

F  (x,  y)  =  C  xm  yn  _^  d  xmiyni  -f   . . 

ist,  so  gehört  zur  verschobenen  Curve  die  Gleichung 

•     '■(;.'.)-'(;m)"+«.(;r(:r+-=" 

oder 

.  xm  y»  ^ ^ —  .  xnoi  yni  4-  .  .  .  —  o 

Man  sieht:  Zahl  und  Gestalt  der  Glieder,  und,  weil  p  und  a  positive 
Grössen  bedeuten,  auch  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Glieder  sind  üb- 


mh  —  ini  ,  Dh  —  Di 
IDh  —  nOk,   Dh  —  Hk 
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verändert  geblieben ;  es  haben  bloüs  die  Coefßcienteii  ilire  absoluten 
Werte  geändert.  Man  kann  im  Allgemeinen  immer  eine  solche  Ver- 
schiebung mit  der  Curve  vornehmen,  dass  in  der  zur  verschobenen 
Curve  gehörigen  Gleichung  die  Coefficienten  von  drei  beliebig  aus- 
gewählten Gliedern  dem  absoluten  Betrage  nach  einander  gleich  weriien 
und  folglich  nach  Division  der  ganzen  Gleichung  mit  dem  gemein- 
samen absoluten  Betrage  jener  Coefficienten  dieselben  den  Wert  Hh  1 
erhalten.  Soll  dies  nämlich  bei  den  Gliedern  mit  den  Indices  h,  i,  k 
geschehen,  so  muss 

(rah  —  m  i)  log  p  -|-  (n  h  —  nO  log  o  =  log  i  Ch  |  —  log  [  C|  |  , 
(nih  —  mk)  log  p  -f  (Dh  —  Uk)  log  3  =  log  I  Ch'  —  log  |  Ck  | 
sein,  aus    welchen   beiden    Gleichungen  sich  die  Verschiebungsgrössen 
log  p  und  log  3  eindeutig  berechnen  lassen,  falls  nicht  etwa  die  Deter- 
minante 

1    mh    Uh 

1    nii     Ui 

1    mk    Dk 

verschwindet.  Daher  kann  z.  B.,  wenn  a,  b,  c  positive  Grössen  be- 
zeichnen, das  logarith mische  Bild  von 

ax'y  -J-  bxy*  =  c 
durch  Verschieben  aus  dem  logarithmischen  Bilde  von 

x'y  .}-  xy*  c=  1 
erhalten  werden;  ebenso  das  logarithmische  Bild  der  Gleichung 

y  =  ax*  —  bx  —  c 
aus  der  zu  einem  bestimmten  Wert  von  X  gehörigen  Curve  derjenigen 
Curvenschaar,  welche  in  den  logarithmischen  Bildern  von 

y  =  X*  —  X  —  X , 
mit  positivem  veränderlichen  X,  besteht.  Allgemein:  Besitzt  die  Gleichung 

F(x,y)=0  entweder  drei,  oder  vier  Glieder  der  Form  Ci  x*"'  y"* ,  so 
lässt  sich  ihr  logarithmisches  Bild  im  ersten  Falle  aus  einer  nur  von 
den  Exponenten  mi  ni  abhängenden  Curve,  im  zweiten  Fall  aus  einer 
bestimmten  Curve  einer,  ebenfalls  nur  von  jenen  Coefficienten  ab- 
hängenden Curvenschaar  mit  einem  Parameter  durch  blosses  Ver- 
schieben ableiten.  Hat  man  nun  häufig  ein  System  zweier  Gleichungen 
von  bestimmter  Form,  z.  B.  der  Form 

ax^y  -|-  bxy*  =  c  , 


o 
O 


a'  l  X  —  b'  l   V  =  c' 
numerisch    aufzulösen ,    so    wird    man    die    logarithmischen  Bilder  der 
Gleichungen 

xV  -f  xy'*  =  1     und 
:i  3 

l  X  -  Vy  =  1    , 

beiile,  etwa  auf  besondere  Blätter  Pauspapier,  im  Voraus  zeichnen, 
und  wenn  dann  die  Coefficienten  a,  b,  c,  a',  b',  c'  bestimmte  Zahlen- 
werte haben,  so  braucht  man  nur  jene  Curven  auf  ein  mit  geteilten 
Axen  versehenes  Blatt  in  der  richtigen  Weise  aufzulegen  und  die 
Coordinaten   der   Schnittpunkte   beider   Curven  abzulesen,   um  die  Lo- 
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garithmeu  der  Wurzeln  des  jregebenen  Systeme  von  Gleichungen  zu 
erhalten.  Sind  die  Axen  logarithmisch  geteilt,  so  ergeben  sich  sogar 
ohne  weiteres  die  Zahlen  werte  der  gesuchten  Wurzeln  selbst.  Eine 
Gleichung  mit  vier  Gliedern  erfordert  eine  Curverischaar,  statt  einer 
einzelnen  Ourve.  Der  Fall  einer  einzigen  Gleichung  mit  einer  Vn- 
bekannten,  etwa 

f{x)  =  o  , 

lilsst  sich  auf  den  vorigen  dadurch  zurückführen,  dass  man  die  Gleich- 
ung auf  irgend  eine  Weise   in  die  Form 

f,  (x)  =  fa  (x) 
bringt  und  hierauf  jede  Seite  derselben  gleich  +cy  oder  gleich  — cy 
setzt,  wo  c  eine  willkürliche  i)08itivo  Constante  bezeichuet.  Besteht 
f(x)  aus  drei  oder  vier  Gliedern  bestimmter  Form,  so  reicht  man  mit 
einer,  bez.  zwei  einzelnen  ein  für  allemal  gezeichneten  Curvenaus;  eine 
einzelne  Curve  und  eine  Curvenschaar  bezw.  zwei  Curvenschaaren  sind 
erforderlich,  wenn  f  (x)  fünf  bezw.  sechs  Glieder  hat.  (Weiteres  s. 
unten  bei  der  Einzelbesprechung  der  ausgestellten  Tafeln).  Die  An- 
wendung der  i^ogarithmen  bringt  es  mit  sich,  dass  unser  Verfahren  zu- 
nächst nur  die  positiven  Wurzeln  liefert.  Um  auch  die  absoluten 
Werte  der  negativen  Wurzeln,  z.B.  der  Gleichuhg  f(x)  =  o,  zu  finden, 
bestimmt  man  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  f( — x)  =  o. 

Für  die  wirkliche  Anwendung  des  Verfahrens  ist  es  nicht  gleich- 
giltig,  dass  man  ohne  Rechnung  finden  kann,  in  welche  Lage  man 
z.  B.  das  logarithmische  Bild  der  Gleichung 

x^y  -|-  xy'  =  1 
zu  bringen  hat,  damit  es  die  Gleichung 

ax^y  4-  bxy*  =  c 
logarithmisch  vorstelle.     Es   möge  diese  Frage,  wie  auch  die  nach  der 
Berechnung    des    Parameters    X,     allgemein    für    die    logarithmischen 
Bilder  von 

Fo  (x,  y)  =  ±  x"'  y"  +  x™t  y"i  +  x™^  y"^  +  X  x""»  y"s  -f  .  .  .  =  o     und 

F  (x,y)  =  -f:  Cx™  y°  +  Ci  x'"  •  y °.  +  Cg  x™t  y"^  +  (\  x™»  y"»  ±  .  .  .  =  o ,  wo 
Ol,  Cj,  Co,  Cj .  .  .  jetzt  positiv  sein  sollen,  beantwortet  werden.  Man 
zeichnet  auf  ein  und  dasselbe  Blatt  mit  dem  zu  verschiebenden  logarith- 
mischen Hilde  von  Fo  die  (in  geraden  Linien  bestehenden)  logarith- 
mischen  Bilder  Li,  Iaj  und  1^3  der  Gleichungen 

X™  y"  =  x""i  y"i  (i  =  1,  2,  3) 
und  bringt  auf  der  X-  oder  Y-Axe  des  ruhenden  Systemes  logaritii 
mische  Teiluugen  in  den  Masstäben  1 :  (m  —  nii  )  bezw.  1  :  (n — ni)  an. 
Die  Einstellung  für  ein  bestinmites  Wertsystem  C,  Gj,  Co,  C3  geschieht 
dann ,  indem  man  jenes  Blatt  unter  Wahrung  seiner  Axenrichtungen 
verschiebt,  bis  die  Geraden  L^  und  Lo  durch  die  den  Werten  Ci :  0 
bezw.  C.^ :  C  entsprechenden  Punkte  der  ersten  bezw.  zweiten  logarith- 
mischen Teilung  auf  der  X-  oder  V-Axe  der  ruhenden  Unterlage  gehen. 
Ist  die  Einstellung  beendet,  so  liest  man  den  Wert  z  ab,  der  am 
Schnittpunkt  der  Linie  L3  mit  der  X-  oder  Y-Axe  und  zwar  bei  der 
dritten  logarithmischen  Teilung  steht.     Dann  ist 
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ts      = 


{\ 


z.C 


(Ausrechnung  mit  dem  Rechenschieber). 

IJei  der  Anwendung  auf  die  Lösung  einer  Gleichung  mit  einer  Un- 
bekannten hat  F(x,y)  immer  die  Form 

±Cy4-CiX™.-tC2X™*+..  .  , 
so  dass 

n  —  Uj  =  n  —  n2  =  n  —  n-j  =  1 

wird.      IMe    auf  der    Y-.\xe   anzubringenden  Teilungen   sind  daher  in 

diesem  Falle  einander  gleich  und  ihr  Masstab  ist  derjenige  der  ganzen 

Zeichnung. 

Wie  man  sieht,  kommt  weder  bei  der  Einstellung,  noch  bei  der 
Berechnung  von  X,  auf  die  Vorzeichen  der  Glieder  von  F  etwas  an. 
Niitürlic'i  können  das  ruhende  und  das  verschobene  System  auch  mit 
(»inander  vertauscht  werden.  Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  der  ein- 
zelnen Tafeln  über. 

1)  T  r  i  n  o  m  i  8  c  h  e   Gleichungen. 

Die  Gleichung 


ax 


'm 


4-  bx'"  +  c  =  0 


wird  durch  die  Substitution  x'"  =  x  auf  die   Form 


ni 


ax"  +  bx  I- c  =  o 


/ 


/ 


/ 


/ 


Fig.   1. 
gebracht ,    die    wir    allein  berücksichtigen  wollen, 
lässt  sich  in  folgende  beiden  zerlegen : 


Letztere  Gleichung 


ay  =  ax 


m 
u 


m 


d.  h.       v  =  x 
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und 

ay  =  4-  bx  +  c. 

Da«  logarithraische  Bild  der  ersten  dieser  Gleichungen  ist  eine  durch 
den  Ursprung  gehende  Geiade,  das  der  letzteren  erhält  man  aus  dem 
logarithmischen  Bilde  einer  der  drei  Gleichungen 

y  =  x  +  l,  y  =  x  —  1,  y  =  —  x-fl 
durch  Verschiebung  (s.  Fig.  1),  vorausgesetzt,  dasa  die  Glieder  der 
rechten  Seite  nicht  beide  negativ  sind,  in  welchem  Fall  es  imaginär 
ist  und  die  Gleichung  keine  reellen  positiven  Wurzeln  bat.  Auf  ein 
Blatt  Pauspapier  sind  die  logarithmisch  geteilten  Axen  nebst  den  durch 
die  Teilpunkte  der  X-Axe  gehenden  Parallelen  zur  Y-Axe  und  den  zu 
einer  Anzahl  von  Werten  m/n  gehörigen  Geraden  gezeichnet.  Dieses 
Blatt  muss  man  so  auf  die  Tafel  mit  den  genannten  drei  Curven  legen, 
dass  (bei  gleicher  Richtung  der  A*xen  auf  Pauspapier  und  Tafel)  die 
den  Werten  b:a  und  c:a  entsprechenden  Teilpunkte  der  Y-Axe  des 
Pauspapiers  auf  die  Gerade  y  =  x  bezw.  y^l  der  Tafel  zu  liegen 
kommen.  Dann  niiiss  man  die  Schnittpunkte  der  dem  gegebenen  Werte 
von  m/n  entsprechenden  Geraden  des  Pauspapiers  mit  der  zur  betreffen- 
den Zeichen  Verbindung  gehörigen  Curve  der  Tafel  suchen  und  an  der 
hin'iurchgehenden  Parallelen  zur  Y-Axe  ablesen.  Beim  Üebergang  von 
X  zu  -X  vertauschen  sich  die  Curven  der  Tafel,  während  die  l-.age  des 
Pauspapiers  unverändert  bleibt. 


\ 


I 
Fig.  2. 
2)    Vollständige    Gleichungen    dritten,     vierten    und 
fünften  Grades. 

Als  ruhendes  System  dient  eine  Tafel  mit  logarithmisch   geteilter 
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Y-Axe  —  Teilstriche  und  Ziffern  sind  blau  —  sowie  den  (rot  gezeich- 
neten und  bezifferten)  Parallelen  zur  Y-Axo  durch  die  Teilpunkte  der 
lo^arithniisch  geteilten,  aber  nicht  ausgezogenen  X-Axe.  Die  aufzu- 
legenden Curven  und  Curvenschaaren  sind  von  den  (ebenfalls  ausge- 
stellten) Tafeln,  auf  denen  sie  conslruirt  wurden,  auf  Pauspapier  über- 
tragen. 

Bei  den  vollständigen  cu  bischen  Gleichungen 

ax^  +  bx*  +  ex  +  d  =  o 
ist    die    mit    einer    Division   duich    x*    verbundene    Zerlegung    in  das 
System 

y  =  +  :i  N  +  I  >  , 
V  •--=  +  ex  -   -f  dx    *  , 
zu  Gmnde  gelegt,  der  zufolge  man  einerseits  die  uns  schon  aus  t"\g.  1 
bekannten  logarith mischen  Bilder  der  Gleichungen 

y  =  x+l,     y  =  x  —  1,     y  =  — x-fl; 
andererseits  (s.  Fig.  2)  diejenigen  der  Gleichungen 

y=x-»-|-x-»,     y  =  x-»  —  X-»  ,     y  =  —  x-*-fx--» 
nötig  hat. 

Beiden    vollständigen    biquadratischen   Gleichungen 

ax*  +  bx*  +  ex*  +  dx  +  e  =  o 
ist  die  Zerlegung  in 

y  =•.  +  ax*  +  bx  -f  c 
v  =  +  dx~*  +  ex~* 

«  —  — 

gewählt.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  bietet  nichts  Neues ;  das  lo- 
garithmische Bild  der  ersten  entsteht,  wie  bereits  bekannt,  durch  Ver- 
schieben aus  der  zu  einem  bestimmten  Wert  von  X  gehörigen  Curve 
der  Schaar  zur  Gleichung 

y  =  4-x*±xiA. 
Hinsichtlich  der  Vorzeichen  der  Glieder  sind  acht  Fälle  zu  unterschei- 
den, von  welchen  der  Fall 

y=  —  X*— X  —  X 
sich  sofort  erledigt,  weil  zu  ihm  keine  reellen  Curven  gehören.  Um 
eine  mehrfache  Bedeckung  mit  Curven  zu  vermeiden,  mussten  die  übrig 
bleibenden  sieben  Fälle  auf  vier  Blätter  verteilt  werden,  und  zwar 
wurden  je  auf  einem  Blatt  untergebracht  die  Curvenschaaren  zu  den 
Gleichungen: 

1)     y  =  X*  -[-  X  -f-  X       und       y  =  x*  -|-  x  —  X  ; 

2^    y  =  x'  —  X  4"  X        ,.        y  =  X*  —  x  —  X  ; 

3;      y=-.x*  +  X-f  X     „  y  =  — x*-fx  — X; 

4)     y  =  —  X*  —  X  -f  X . 
Man  kann  ebenso  gut  die  Zerlegung  in 

y  :=  +  ax  +  b 
und 

y  =  +  cx~*  ±  dx    *  -h  ex'8 
benützen.     Während  die  erste  dieser  Gleichungen  schon  wiederholt  auf- 
getreten ist,  erfordert  die  zweite  neue  Curvenschaaren,  nämlich  die  lo- 
gnritbmiscben  Bilder  von 

y  ==+[i.x-»  +x-«±x-»  , 
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mit  der  positiven  Grösse  jjl  als  Parameter.  Es  genügen  wieder  vier 
Blätter  zur  Unterbringung  der  sieben  Fälle.  Was  endlich  die  voll- 
ständigen  Gleichungen    fünften    Grades 

ax*  +  bx*  +  cx^  +  dx'  +  ex  +  f  =  o 
betrifft,  so  kann  man  hier  in 

y  j=  +  ax*  i  bx  -f  c 

und 

y  =  +  dx   *  i  ex-*  +  fx"* 

zerlegen.     Es  kommen  dann  bei<ie  Arten  der  oben  betrachteten  Curven- 

schaaren  zur  Anwendung. 

B)  Zwei   Gleichungen   mit   zwei    Unbekannten. 

Es  sind  nur  zu  den,  aus  Obigem  schon  bekannten  Beispielen 

3  _        3  _ 

ax  +  by  =  +  c  ,      aV  x  -f  bKy  =  +  c  ,     ax^y  +  bxy^  =  i.^ 

Tafeln  angefertigt  worden. 

Genauere  Anweisungen  zum  Gebrauch,  mit  Zahlenbeispielen,  findet 
man  bei  den  Tafeln  selbst. 

Bezüglich  der  Construction  des  logarithmischen  Bildes  einer  be- 
liebigen Gleichung  zwischen  zwei  V'eränderlichen  muss  auf  die  ange- 
führten Abhandlungen  verwiesen  werden.  Beim  Zeichnen  der  aus- 
gestellten Curventafeln  hat  Prof.  Brauer^s  logarithmischer  Zirkel  (s. 
>ir.  97a)  vorzügliche  Dienste  geleistet.  (Mehmke.) 

40r.  Graphische  Tafelu  zur  lueehanischeu  Bestimmung^  siimtliclier   Wurzeln 
von    trinomischen    Gleichungen    mit    (reellen   oder)    eomplexen    CoefD- 

cienten^  von  Prof.  Mehmke,  technische  Hochschule  Darmstadt. 

Diese  Tafeln  sind  zwar  aus  einer  noch  nicht  veröfFentlichten  Me- 
thode des  Verfassers,  beliebige  (ileichungen  mit  complexen  Coeflicien- 
ten  graphisch  zu  losen  ,  hervorgegangen ,  lassen  sich  aber  auch  unab- 
hängig davon  erklären. 

Sei  —  unter  a,  b,  c  positive  reelle  Grössen  verstanden  — 

1)  ae  *  .  z      -|-  be  '^  .  z     -|-  ce  ^  =:  o 

die  gegebene  Gleichung   mit  der  Unbekannten  z  =  re^^  . 
Wir  setzen 

2)  zr^ke^''  .z*    ,      z'  =  T'.e'^'  , 

woraus 

log  r  =  log  r'  -j-  log  k  ,     cp  =  <f'  -|-  x  (mod.  2n) 

folgt,  und  suchen  k  und  x  so  zu  bestimmen,  dass  in  der  neuen  Gleich- 
ung die  Coefficienten  von  z'  und  z'  einandergleich  werden.  Diese 
Coefficienten  sind 

im    i(a-f-inx)  ,      .  ,  n     i(ß4-nx) 

ak     e  ^     "^      ^     und      bk     e  ^*^   '    ,   '^ 

Man  hat  somit  k  und  x  zu  berechnen  aus 
m— n 

ax      1         \f  ^>  I  11        log  b  —  log  a 

3)  k  =  1/  —      oder     log  k  = 

r    a  '"-^ 

und 

3  — a 

X  =^ (mod    2  ir). 

m — n  ^ 
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Nach  Division    rait  cioin  geiueitisamen  Oüefticienten   der  ersten  beiden 
(.Wieder  verwandelt  sich  die  neue  (Heichung  in 

4)      z'""  +  r.'"  +  le'"'-  =  o  , 

WO 

m— n 


f    h"' 


5)     1  =  01/  oder       ogl=:loKCH 

■^    •,"•  ^  ^    ^        in  —  n 


und 


na  —  niß  i    o  x  •  i. 

/.  u    Y  H ^  (mod.  2ir)  ist 

m  —  n 


Wir    nehmen  jetzt   ein    Cartesisches  Coordinatensysteni    in  tler  Ebene 
beliebig   an   und   betrachten   log  r'  und  'f '   als  Ooordinaton  ,  eines  ver- 
ilnderlichen  Punktes.     Dieser    Punkt   wird    eine    bestimmte    Ourve    be- 
sclireiben,    wenn  man  in  Gleichung  4)    1  einen  festen   Wert  gibt  und  X 
alle  möglichen  Werte   annehmen    lüsst.      Wir   denken    uns   eine  Reihe 
solcher  Curven  gezeichnet  und  die  zugehörigen  Werte  von  1  daran  ge- 
schrieben.    Nun  erteile  man  X  einzelne  bestimmte   Werte    und   lasse  1 
sich  verändern,    das   gibt    eine    zweite   Curvenschaar.      Eine  derartige 
Tafel    mit   1-Curven   und    X-Curven    kann   man   sich   für   einzelne  Ver- 
bindungen  der  Exponenten  m,  n,  z.  B.  2,  1   (vollständige    (luadratische 
Gleichungen);   3,1  (reducirte    cubische  GleichnngLMi);   5,1  ((ileichungen 
fünften  Grades  in  der  Bring'schen  Form)  nn  Voraus  construiren.     Man 
bedarf    ausserdem    noch    eines    auf   diirchsichtig<M\    Stofl*  gezeichneten 
Axensystems.      Wenn    dann    für   a,  a,  l»,  fi,  c,  -;  in  Gleichunj:    1)  irgend 
welche    Zahlenworte  gegeben  sind,    so    berechne    man  —  was  auf  gra- 
phischem  oder  mechanischen  Wege    möglich   ist  ~  k,  x,  1,  X  mit  Hilfe 
der  Gleichungen  3)  und  5),    lege  das  durchsichtige  Axensystem  so  auf 
die  (zur  betrert'enden   Verbindung  m,  n  gehörige)  Curvenlufel,  dass  ent- 
8prechentle  Axen  parallel  sind  und  der  Nullpunkt  der  Curventafel  unter 
dem  Punkt  der  durchsichtigen  Tafel  mit  den  ('•  »ordinalen  log  k,x  liegt 
und   suche    die  gegenseitigen    Schnittpunkte   der  zu    den    betretfenden 

Werten  1,  X  gehörigen  Curven.     Hat  ein  solcher  Punkt  im  Axensystem 

i  v' 
der  durchsiclitigen  Tafel  die  <3oor(linaten  log  r  und  ^,    so  ist  re  ^  eine 

Wurzel  der  gegebenen  Gleichung. 

Ist  die  erste  Axe  logarithmisch  geteilt,  so  kann  unmittelbar  r,  statt 
log  r,  abgelesen  werden.  Bei  den  ausgestellten  Tafeln  ist  übrigens  an- 
genommen, dass  nwm  die  Winkel  >t, ), '^  nicht  in  analytischem  Mass, 
sondern  in  Graflen  sog.  neuer  Teilung  (rechter  Winkel  gleich  100  Grad) 
ausdrückt. 

Bei  der  Constructinn  iler  Tafeln  wurden  die  „Additionslogarithmen 
für  complexe  Grossen'*  bezw.  <lie  zugehrnigon  Flachen  (s.  Nr.  50a,  »S.  31) 
benützt.  (Mehmke.) 

43a.  (irapbisehe  Tafel  zur  <Jcsehwiudi|rkoitsroniiel  von  Kutter,  nach  dem  1809 
erschienenen  Originale  v('rgrösscrt  gezeichnet  im  mathem.  Institut  der  techn. 
Hochschule  Darmstadt  (Prof.  Mehmke). 

Diese  Tafol,  deren  Urbild  ei*stniais  einer  18G9  voröffentlichten  Abhand- 
lung mit  dorn  Titel  „Versuch  zur  Aufstellung  einer  neuen  allgemeinen  For- 

2 


18  I.  Abteilung. 

mol  für  die  gleichförmige  Bewegung  deb  "Wassers  iu  Canäleu  und  Flüssen, 

von    E.  Ganguillet  und  W.  R.  Kutter,    Ingenieuren  in  Bern^'*  b«?i- 

gegelion  war,  (siehe  dicj  Zeitschrift  dos  Oesterreichischen  Ingenieur-  und 
Ar(?hit4>kton-VenMns,  21.  Jahrgang,  insbes.  §  35  a,  S.  50,  und  Figur  XHI 
auf  Blatt  Nr.  9),  und  soitJior  durch  .Abdnick  im  Handbuch  der  Ingenieur- 
wiss»*nschaft^?n  sowie  im  Tasche uibui-h  des  Ingonieurs,  honuisg«*geben  vom 
Vi'rein  ,,Hütte*\  grosso  Verbreitung  gefunden  hat,  ist  ihres  goschichtlichm 
Interesses  wogen  ausgostellt  worden.  Sie  bildet  nämlich,  wie  «»s  scheint, 
das  älteste  Hinspiel  der  Anwendung  einer  wichtigen  Methode  zur  geome- 
trischen Dai'stellung  von  Functionen  mit  mehn^ren  Veränderlichen,  welche 
neuerdings  von  Herrn  M.  d'0(^agne  allgemein  begründet  und  Methode  der 
„isoplothen  Punkte*^  genannt  worden  ist  (vergl.  des.son  Nomographie,  Paris 
1H91,  sowie  diosen  Katalog,  Nr.  44,  S.  162). 

Die  mittlere  Geschwindigkeit  d<»s  WassiM-s  in  irgend  einem  Qnersclinitl 
»Mucs  Kanals  ist 

V  =  cVkI, 

wo  R  den  sog.  hydraulis(ihen  Radius  (Quotienten  aus  Inhalt  des  Quer- 
s<*hnittos  iu  rjm  und  b»»n«*tzt«Mn  Umfang  in  m)  und  I  das  Gefälle  auf  eine 
Kaualstrt'cke    von  d«'r  Länge  Eins  bezeichnet.     Nach  Kutt(»r  setzt  man 


n    '         I 


(!*== 


wolx'i    der  Cooffuuent    n   si<"h    mit  der  Rauhigkeit  des  benf»tzten  Umfanges 
ändert.      IVr    Zwcrk   der  Tafel  ist,   durch    ein  me<']ianisch<'S  Verfahn'n  zu 
gegebenen  Worten    von    clrei    bcli(*bigen    drr    vier   r»rössen    R,  I,  u,  c  den 
Wert  der  vierten  zu  bestimmen. 
In  der  Form 

Vr  ^  -       • 

mit  den  Abkürzimg^'U 

X-  =  _  ('23  +  <^'7^)  „,    y  =  23  +  ;  +  «•'^-^^^ 

geschri<*b(m ,  z^igt  oMge  Glei<?hung,  dass  der  Punkt  mit  den  Cartesischen 
Coordinaten  x,  y  auf  einer  Geraden  liegt,  welche  von  den  Coordinateoaxen 
die  Stücken  ]  \i  und  c  abschneidet.     Bei  constantem  n  und  veränderlichem 

I  beschreibt  der  Puukt  (x,  y)  offenbar  eine  gei-ade  Linie,  bei  constantem  I 
und  veriinderlichem  n  dagegen  eiuti  gleichseitige  HyperbeL  Eine  Anzahl 
solcher  „u-Lini»'n"  und  I-Curv«'n"  sind  oin  für  allemal  gezeichnet.  Ist  nun 
z.  B.  ein  V/ortsystem  R,  I,  n  gegeben,   so  verbindet   man  den  Punkt  J  "fi 

d«*i  X-Axe  mit  dem  Schnittpunkt  der  betreffenden  n-Linie  und  1-Curve 
durch  eine  gerade  Linie;  dann  wird  man  am  Schnittpunkt  dei*selben  mit  der 
y-Axe  den  gesuchten  Wert  von  c  ablesen  können.  (Mehmke.) 

44ii.     Abaeus  von  Maurice  d'Ooagne,  ingenieur  des  ponts  et  chaussees,  Paris. 
5)  Abaeus  zur  BereeliDUDji:  der  ErdausfÜllun^  bei  Damnarbeiten. 

Die  Berechnung  des  Flächeninhaltes   (im  Querschnitt)  der  aufzufüllen- 
den, beziehungsweise  abzutragenden  Erde  geschieht,  wie  bei  den  im  Haupt- 


^ 
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katalog  beschriebenen  Abacus  nach  der  Methode  der  Isoplothonpunkte.  Auf 
der  linken  Seite  des  Abacus  befindet  sich  der  Masstab,  welcher  die  Hölie  v 
des  Erddammes  in  der  Mittellinie  angibt,  auf  der  rechten  Seite  der  Mass- 
stab X  für  die  Neigung  des  Terrains,  in  der  Mitte  der  Masstab  für  die 
Querschnittsfläche  der  auf-  beziehungsweise  abzutragenden  Erdmasse : 
0  =  y*:  2x.  Die  Ablesung  geschieht  dadurch ,  da^^s  man  mittels  einer 
(ieraden  die  entsi)rech9nden  Punkte  d(?r  beiden  Masstiibe  x  und  y  vor- 
bindet und  auf  dem  Masstabo  C  abliest. 

44b.   Verschiedene   graphisehe   Tafeln,    von    Prof.  Mehmke,    techn.    Hoch- 
schule Darmstadt. 

Die  meisten  dieser  Tafeln  sind  Anwendungen  der,  wie  es  scheint, 
von  Kutter,  (1869)  herrührenden  Methode ,  welche  Herr  M.  (VOcagnc 
in  seinem  1891  erschienenen  Buche  mit  dem  Titel  „Nomographie"  die 
Methode  der  ,.isoplethen  Punkte"  genannt  hat  (vergl.  die  Tafel  zur 
Geschwindigkeitsformel  von  Kutter,  Nr.  43  a  S.  17).  Sie  wurden  (mit 
einer  Reihe  anderer,  unausgeführt  gebliebener)  im  Jahre  1889  ent- 
worfen; zwei  davon  (die  „Barometertafel'*  und  die  Tafel  zur  Bestimmung 
der  Leistungen  von  Ix>comotiven)  sind  1890  in  Zeitschriften  veröftent- 
licht  worden.  Einige  der  Tafeln  wurden  vom  Verfasser  bei  zahlen- 
theoretischen Untersuchungen  benützt. 

Rs  sind  behandelt: 

1)  Das  harmonische  Mittel.  Drei 
von  einem  Punkt  ausgehende  Axen 
(s.  die  Fig.)  sind  gleichmässig  geteilt, 
aber  so,  dass  gleich  bezifferte  Teil- 
punkte in  einer  Geraden  liegen. 
Um  das  harmonische  Mittel  z  zweier 
Grössen  x  und  v  zu  finden,  sucht 
man  die  entsprechenden  Punkte  auf 
den  äusseren  Axen,  verbin<let  <lurch 
eine  Gerade  und  liest  am  Schnitt- 
punkt mit  der  dritten  Axe  ab. 

2)  Das  geometrische  Mittel 
zweier  Grössen. 

3)  Die  Correction  des  Barometerstande«,  die  bei  «1er  Reduction  auf 
0®  wegen  der  Temperaturausdehnung  des  Quecksilbers  und  des  Mass- 
Htabes  nötig  ist  (abgedruckt  in  Wiedemann's  Annalen  für  Physik,  1890J 

4)  Die  sog.  rohen  Seehöben,  für  Lnfiteinperalur  corri^irt  (für  i)a- 
roinetrischo  Höhen messun gen). 

5)  Die  Helligkeit  eines  wagerechten,  durch  eine  Lichtquelle  von 
1(X)  Normalkerzen  beleuchteten   Flächenelementes. 

6)  Druck,  Volumen  und  Temperatur  eines  Kilogramms  atmosphärischer 
Luft  bei  isothermiscber  und  adiabatischer  Zastandsäntlerung. 

7)  Die  Bestimmung  des  Kobrdurchmessers  und  der  AusHussgesch win- 
digkeit einer  Wasserleitung  bei  gegebenem  Gefäll  und  vorgeschriebener 

Wassermenge. 

8)  Die   Bestimmung    der  Stauhöhe  eines  durch   Brückenpfeih;r  gc- 

BtauttMi  Flusses. 
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9)  Die  Bestimmung  der  Flächeninhalte  von  Querprofilen. 

10)  Die  Ermittlung  des  Kohlen-  und  Wasserverbrauchs,  der  Zug- 
kraft, Geschwindigkeit  u  s.  w.  einer  Normal-Güterzug- Locomotive,  wenn 
eine  jener  Grössen  gegeben  ist  (abgedruckt  im  Oentralhlatt  der  Bau- 
verwaltung, Jahrgang  1800). 

11)  —  13)  Die  Bestimmung  der  Normen  von  Zahlen  reiner  cu- 
bischer  Zahlkörper  und  die  Prüfung,  ob  solche  Zahlen  Einheiten  sind. 

(Mehmke.) 

44c.   Tafeln  zur  g^rapliisclien  Berechnung^   homog^ener  Functionen  von  zwei 
Yerundcrlielien,  von  Prof.  Mehmke,  tochn.  Hochschule  Darmstadt. 

Ist  z  =  f(x,y)  irgend  oinc,  iu  Bezug  auf  x  und  y  homogene  Function 
vom  Grade  n,  so  hat  nitan 

z  =  x".f(l,^), 

oder  wenn 

log  ^  =  logy-logx  =  u,     logf(l,|)  =  V   ; 

gesetzt  wird, 

log  z  z^  n.logx-t-  V. 
Ks  kaun  v  als  Function  von  u  l)(?trachtet  uud  die  zwischen  beiden  Grössen 
bostohonde  Abhängigkeit  durch  die  Gleichung 

10^'=  f(l,10") 
ausgedrückt  werden.  Sobald  für  diese  Function  eine  numerische  Ta- 
b(dle  bonM'hnot  oder  die.'^clbo  g^'omctrisch  durch  eine  Curve  oder  auch  durch 
einen  Mechanismus  dargestellt  ist ,  lilsst»  sich  zu  beliebigen  Werten  von 
log  X  und  log  y  oder  auch  x  und  y  der  zugehörige  Wert  von  log  z  oder 
z  leicht  üuden.  Em  ergeben  sich  z.  B.  aus  der  Anwendung  dieses  Ge- 
dankens auf  die  Fimctiou 

z  =  x-f  y 
oinoiN^eits  die  sog.  Additiouslogarithmen,  anderei"s«Mts  die  vom  Verfasser  in 
das  graphis(;he  Rechinni  eingeführte  „Additionscurve'',  wie  auch  Prof 
Unuier's  logaritluuischer  Zirkel  (vergl.  Nr.  97a).  Die  Ausdehnung  der  Me- 
thode auf  homogene  Functionen  von  drei  reelhm  oder  zwei  complexen  Ver- 
änderlichen wüixlo  numerische  oder  graphische  Tafeln  mit  zwei  Eingängen 
bezw.  Ililfstlächen  erfordern.  p]iu  Beispiel  d(?r  letzteren  Art  haben  wir  in 
den  „Additionslogarithnieu  für  complexe  Grössen^'  (vergl.  Nr.  50a). 

0,01   (u>j       00=.     Ol       0--  «y.        I  ::  3        lO       zo  äO     lOO 

I    ■  I    I  i  liiiil    I  I    I  1 1  Ulli    .111  liiiil    ,  ■    I  I  liinl 

Fig.  1. 
Die  ausgestellten  Tafeln  behandeln  folgende  Beispiele: 

1)  Arithmetisch-geouietrisi-hes  Mittel  z  =  M(x,  y); 

2)  Modul  r  uud  Amplitude  f  einer  complexen  Grösse  (x-|-iy). 

3)  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung  z*  -f-  az  -f  b  =  o.  (Es  ist 
der  Umstand  benützt,   dass   die  Wiuzeln  homogene  Functionen  von  a  uud 

l  b   ^i"^-) 
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Eini;  Aiiloituu^'  zum  Oobiauch  findet  man  auf  den  l»etieiTcnd(»n  Tafeln 
s«.dbst.  Ks  mö^^ü  aber  zur  d«uitlichoreu  Erklärun«];  der  Methode  wenigstens 
das  erste  Heispiel  hier  noeh  besprochen  werden. 

Da  Z3=M(x,y)   eine  homo^'iMio    Function   ei-sten  Grades   von  x  und  y 

ist,  so  wird 

log  z  =  log  X  -f  V  (u  =  log  y  —  log  X). 

Die    Tafel    enthält    eine    (von    0,01    bis    ICO   gehende)    logarithmischo 

Teilung  (Fig.  1)  und  einein  demselben  Massstab  (l  =  5cm)  gezeichnete  Hilfs- 

eurve  (Fig.  2),  deren  Punkte  zur  Abseisse  u,  zur  Oixlinate  v  =  log  M  (1,10«) 

haben. 

Ea    ist   jetzt    offenbar    so  *  "  ^ 

zu  vorfahren :  Man  sucht  auf 
der  logarith  mischen  Teilung 
die  zu  den  gegebenen  Werten 
von  X  und  y  gehörigen  Punkte, 
misst  mit  einem  Zirkel  die 
Strecke  u  vom  ersten  Punkte 
nach  dem  zweiten,  bestimmt 
zu  dieser  Strecke  als  Abscisse 
die  zugehörige  Ordinate  v  der 
Hilfscurve  und  trägt  dieselbe 
vom  Punkt  x  aus  in  positiviT 
Richtung     auf    der    logarith-  ^^^'  ^• 

mischen  Teilung  ab,  dann  läs.st  sich  am  Endpunkt  das  gesuchte  arith- 
metisch -  geometri.schc  Mittel  von  x  und  y  ablesen.  (W«m1  M  (x,  y)  = 
M  (y,x),  so  durfte  man  x<y  voraussetzen,  d.  h.  sich  auf  positive  u 
beschränken.)  (Mehmke.) 

44d.  Entwurf  einer  logarithuiischeu  Rechentafel  für  coiuplexe  GrOssen,  von 
Piof.  Mehmke.  techn.  Hochschule  Darmstadt. 

Den  aus  dem  Jahre  1620  stammenden  Gedanken  Gunter's,  die  Lo- 
garithmen als  Strecken  in  einer  Linie  von  einem  und  demselben  Punkt  aus 
abzutragen,  auf  dem  alle  logarithmischen  Kechenapparate  (Rechenstäbe, 
Rechenseheiben  u.  s.  w.)  beruhen,  findet  man  hier  durch  Einführung  com- 
I)lexer  Grössen  verallgemeinert.  Mittelst  desjenigen  Zweiges  der  Function 
log  (x  -+-iy),  bei  welchem  der  imagiriäre  Teil  immer  zwischen  o  und  2i:r 
liegt,  sind  eine  Anzahl  von  Parallelen  zur  x-  und  y-Axe  abgebildet  worden, 
und  zwar  soweit  sie  innerhalb  des  ringförmigen  Streifens  der  Zahlenebeno 
verlaufen,  der  durch  die  beiden,  aus  dem  Nullpunkte  mit  den  Halbmessern 
1  und  10  beschriebenen  Knnse  begrenzt  ist.  Um  der  Tafel  in  der  y-Rich- 
tung  keine  zu  grosse  Ausdehnung  geben  zu  müssen ,  hat  man  noch  eine 
affine  Transformation  mit  ihr  vorgenommen  ,  oder  kürzer  gesprochen ,  man 
hat  die  imaginären  Teile  der  TiOgarithmen  in  einem  kleineren  Massstabe,  als 
die  i*eellcn,  aufgetragen.  An  die  erhaltenen  Curven  sind  die  betreffenden 
Werte  von  x  bezw.  y  angeschrieben  worden. 

Sind  nun  vier  complexe  Grössen 

zi  =  Xi  +  iyi ,  .  .  .  Z4  =  X4  +  iy4 
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vorhanden,  die  in  der  Beziehung 

Zi    ^    Z3 

stehen ,  und  suehon  wir  in  unserer  Tafel  die  zugeliörigon  Punkte,  so  ist 
offenbar  die  vStrecke  vom  Punkte  z^  (d.  h.  dem  Schnittpunkte  der  Curven 
X  =  Xj  und  y  =  j' 1)  nach  dem  Punkte  Zj  gleich  lang  und  gleich  gerichtet 
mit  der  Strecke  vom  Punkte  Z3  nach  dem  Punkte  z^.     Um  daher  z.  B. 

a 

z  =  -j-C 

b 
zu  finden,  wenn  die  comploxen  Grössen  a,  b,  c  gegeben  sind,  verecliieljc 
man  in  der  Tafel  den  Punkt  c  um  eine  Strecke,  die  gleiche  Länge  und 
Jxichtung  mit  der  Strecke  vom  Punkte  b  nach  dem  Punkt  a  hat,  dann  lässt 
sich  an  den  beiden  Curven ,  die  durch  den  erhaltenen  Punkt  gehen ,  der 
reelle  und  der  imaginäre  Teil  der  gesuchten  Grösse  z  ablesen.  Die  Multi- 
plioation  und  die  Division  zweier  complexen  Grössen  sind  hierin  als  be- 
sondere Fälle  enthalten.  Behufs  mechanischer  Ausführung  jener  Operation 
kann  man  einen  Zirkel  mit  vier  Spitzen  anwenden,  der  so  eingerichtet  ist. 
dass  bei  jeder  Stellung  seine  Spitzen  die  Ecken  eines  Pai'allelogrammes 
bilden,  oder  aber  kann  man,  um  die  Analogie  mit  dem  gewöhnlichen 
Rechenschieber  vollständig  zu  machen,  eine  mit  der  ersten  Tafel  congruente, 
auf  durchsichtigen  Stoff  gezeichnete  Tafel  benützen.  Man  braucht  dann 
diese  Tafeln  bei  gleicher  Richtung  ihrer  Axon  nur  so  auf  einander  zu  legen, 
dass  der  zur  complexen  Grösse  b  gehörige  Punkt  der  oberen  Tafel  den 
Punkt  a  der  unteren  Tafel  deckt,  dann  wird  man  unter  dem  Punkte  c  der 
oberen  Tafel  die  gesuchte  Grösse  z  finden. 

In  dem  ausgestellten  Entwürfe  sind  die  den  reellen  Teilen  der  com- 
plexen Grössen  entsprechenden  Curven  und  Ziffern  schwarz,  die  den  ima- 
ginären Teilen  entsprochenden  rot  gezeichnet. 

Um  beim  Rechnen  nicht  zu  häufig  aus  dorn  Bereich  der  Tafel  lierau.s- 
zukommcn,  wäre  bei  einer  zum  wirklichen  Gebrauch  bestimmten  Ausführung 
eine  Wiederholung  der  Tafel  zweckmä.ssig ,  ähnlich  der  Wiederholung  der 
Scalen  beim  Rechenschieber.  Für  den  Gebrauch  noch  bequemer  wäre  die 
cylindrischc  (den  RtK;hensclieiben  u.  s.  w.  entsprechende)  Form:  durch- 
sichtiger Hohh'vlinder  mit  darin  verschieb-  und  drehbarem  Vollcylinder. 

(Mehmke.) 

44o«  Anleitung'  zum  Entwerfen  grraphiselier  Tafeln,  sowie  sechs  srraphische 
Tafeln  hiezn  von  Prof.  CI1.  A.Vogler,  Berlin.  Ausgestellt  von  der  Verlags- 
buchhandlung von  Ernst  und  Korn,  Berlin. 

Inhalt:  I.  Vom  Entwerfen  grai)lii8cher  Tafeln  und  deren  Leistung 
gegenüber  den  Ket;heumaschinen.  IL  und  IIL  Verwendung  von  Schichten- 
tafeln bei  Aneroid- Messungen  und  in  der  Tachymetrie. 

i4f.  Grapliisclie  Baromet'ertareln  zur  Bestimmung  der  Höhenunterschiede 
durch  eine  blosse  Subtraction.  Von  Prof.  Cli.  A.  Vogler  entworfen  von 
H.  Feld.      Ausgestellt    von    der  V'erlagsbuchhandlung    von    Vieweg    &   Sohn, 

ßraunschweig. 


i 
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D.    Modolle    und    Zeichnungen    zur    Algebra    und 

Function  entheorie. 

4«a.    tieomctrisehe  Darstelluopp  derDiscrimiiiaiiti^  der  Hauptg leiehung  fUnfteii 
iirades.  6.  Kersobensteiiier  GyniDasiallohrer  in  Schweinfurt. 

Die  Hauptgloichung  fünften  Grades  (vi»rgl.  Klein,  Ikosaoden  Seit«  182» 
G5  :--  X*  +  5a  X«  +  53  X  +  V  =  0  (I) 

hat  als  Discnminanto  folgenden  Ausdruck  (vergl.  Faa  di  Bruno,  übersetzt 
von  Waltor,  Seite  317): 

Aj,  =  lOSa*^  -  135<Ä*ß*  +  «Oa'gY*  —  32()aß=»  7  +  25«ß*  +  V* 
'  Die  Fläche,  welche  di<vser  gleich  Null  gesetzte  Ausdruck  daretellt,  be- 
sitzt notwendig  eine  Rückkohrkante  als  Ort  aller  Punkte  aßy ,  für  welche 
0^  =  0  eine  Gleichung  mit  einer  dreifachen  Wurzel  darstellt,  ferner  eine 
Dop|>elcur>'e  als  Ort  aller  Punkte  apy»  für  welche  G^  =0  eine  Gleichung 
mit  zwei  Paar  gleichen  W^urz«»ln  ropräsentirt.  Weitere  singulare  Curven 
sind  ausgeschlossen,  da  G^  =  o  nur  für  a  =  fi  =  y  =  ^»  vier-  oder  fünf- 
fache Wurzeln  erhalten  kann. 

Die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Doppelcurve   bezw    Rückkehrkante 
erhält  man  daher,  wenn  man  die  speziellen  Gleichungen 

G;i^(x-,i)»(x-p)(x-.X)  =  o 
%  =(^  -  H.)(x  -p)«(x ->.)«  =  0 
mit  der  Hauptgleichung  (1)   oompariert.      Man    findet   auf  diese   Weise  als 
Gleichung  der  Rückkehrkante   (wobei  der  Parameter  |i  der  Wert  der  drei- 
fachen Wurzel  ist): 

a  =  —  2ji' 

Sie  ist  also  eine  Raumcurvc ,  von  deren  Verlauf  man  sich  in  einfacher 
Weise  ein  geometiisches  Bild  verschafft,  wenn  man  sie  sich  als  Schnitt  der 
beiden  Cylinder  vorstellt 

163*  —  27a*  =  0,  1  <>3''  —  3y*  =  o, 

deren  ei-ster  eine  Curvc  vom  Typus  einer  gewöhnlichen  Paralnjl ,  deren 
zweiter  eine  Curve  vom  Typus  einer  Neirschen  Parabel  zum  (Quer- 
schnitt hat. 

Ebenso  erhält  man  als  Gleichung  der  Do])i>elcurve : 

a  =  +  (p-f-X)3  =  k^ 

v  =  +  !;(f>+>^)'=sk^  (111, 

eine  Raumcurvc,  welche  sich  als  Schnitt  der  beiden  Cvlinder  er"ibt: 


27a*  +  G4fi«  =  o,  I2'fl''  +  Y 


.,4 


o. 


Ks    erübrigt    nur   noch,   den    Verlauf  der   Doppelcurve  auf  der  Fläche  zu 
untersuchen. 

Zu  dem  Zwecke  denke  ich  mir  in  der  Fbichengleichung  Ar,  =  0  die 
Abscisse  a  einen  Moment  als  Parameter;  dann  stellt  ^5  =  0  die  Gesammt- 
heit  aller  Curven  dar,  nach  welchen  der  Parallelobenenbüschel  a'  =  Const- 
die  Discriminantentläche  schneidet.  Für  einen  Doppclpunkt  ß'  y'  dieser 
Curven  bestimmen  sich  die  beiden  Tangenten  aus  der  Gleichung 


■2-1 
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S«'tzt  iiiaii  in  dio  Coofücienton  dieser  Gleichung  für  a,  ^,  y  die  Werte  ein 
wtdche  (lüu  Gleiclmu^(?n  (III)  genügen,  so  erhält  man 

♦(1)'+™' (:?)+■«"■-»■       . 

Dio  Discriuiiuaute  dieser  quadratischen  Gleichung    ' 

a^a^  —  aj  =  600k«  —  100k*  =  +  fiOOk* 
l.st  aber  positiv,  für  reelle  Werte  von  k,   d.  h.  der  Doppelpunkt  der  Curve 
ist  isolirt,  und  damit  dio  ganze  l)opi>elcurve  der  Fläche  A-,  =  o. 

Dann  aber  teilt  die  Fläche  Ar,  =  o  den  Kaum  überhaupt  nur  in  zwei 
T<»ile,  und  dio  vorliegende  Flauptgleichung  kann  niemals  fünf  reelle  Wur- 
zeln besitzen. 

In  der  That,  sind  x^  x^  X3  irgend  drei  reelle  Wurzeln  der  Gleichung, 
so  müssen  x^  und  X5,  weil  die  Coefficienten  der  vierten  und  dritten  Potenz 
in  der  Hauptgleichung  Null  sind,  den  Bedingungen  genügen: 

X4  +  ^5  =  —  (>^'l  +  X.  +  X3) 

^i  ^'5  =  (Xl  +  ^2  +  Xg)«  —  (Xj  X.^  4-  X2  X3  +  Xi  X3) 

d.  h.  die  Werte  der  beiden  andern  Wurzeln  ergeben  sich  aus  einer  (^uadra- 
tischeu  Gleichung,  die  nur  imaginäre  Wurzeln  besitzen  .kann.  Denn  ihre 
Discriminante  wird  nur  dann  negativ,  wenn 

—  2  (X,  X2  +  Xi  X3  +  x^Xg)  >  3  (xi«  -f  X2*  +  Xa*) 
ist.     Das  ist  aber  unmöglich;  denn  es  ist  offenbar  stets: 

a«  +  V  >  2ab 

b'*  +  c*  >  2b(^ 

c-  +  a*  >  2ca 


a-  +  b«  -fc«  >  ab  -h  ac  +  bc 

also  sicher 

3  (a*  +  b-^  +  C-)  >  -  2  (ab  +  bc  +  <-a) 
Die  Hache  A;,  =r  0  teilt  also  den  Raum  in  2  Teile;  sie  hat  völlig  die 
Gestalt  d.ir  Flächf^  A.,  =  o  (vergl.  Katalog,  1892  Seite  169)  und  der  dort 
mit  1  bezeichn(^hi  Kaum  enthält  alle  Punkte,  welche  Gleichungen  mit 
1  reellen  und  4  complexen,  während  d«'r  Kaum  II  Gleichungen  mit  3  reellen 
und  2  c(»m[)loxen  Wurzeln  liefert.  Analytisch  ausgedrückt  hat  man  für  die 
Ilauptglcicluiug : 

( J^  =  X-'  +  5a  x''  +  5ßx  +  Y  =  0 
gemäss    den    vorausgehenden    Untersuchungen   die   folgenden   äusserst  ein- 
fachen Kriterien: 


Wurzeln : 

!  A 

1 

8^'^ 

— 

«Y 

27ßa«  +  f 

V?* 

-Soli 

!f' 

-  3a«i5 

1   reelle    .    .    . 

•  • 

•  • 

M('he 

+ 

0 
0 

•    • 

1 

•  • 

•  ■ 

0 

i 

1 

1 

1 

m      • 
•      ■ 

• 
• 

• 

3  reelle 

Eine  dreifache 
Zwei    Paar    irl« 

0 

0 

Es  mag  bemerkt  weiden,    dass  «luc^h    für  die  beiden  letzten  Fälle  zwei  der 
Kriterien  genügen,  und  dass  y"*  —  3ot'ß  nichts  anderes  ist,  als  die  Invariante 
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A  und  4ß*  —  Sot-f  bis  auf  den  Factor  4a*  der  OoefHciiMif  von  x*  der  Co- 
varianto  x  der  Form  fünften  Grades.  Die  hier  von  mir  anj^egelR^non  Kri- 
terien für  zwei  Paar  gleicrhe  Wurzeln  lass(»n  sich  dago;^en  nicht  in  ein- 
facher Weise  mit  Formen  des  Svstoms  von  G-,  idontificieren. 

Anmerkung:  Herr  Schouto  hat  darauf  hingewiesen,  (vergl.  Gewoiie 
Vergadoring  dei  Afdeeling  Natuurkunde  op  Zaterdag  27.  Mei  1893,  Acca- 
demie  in  Groningen),  dass  die  von  mir  bereits  im  Vorjahr  discutiiten  Dis- 
criminantenflüchen  abwickelbare  Flächen  sind,  eine  liemorkung,  die  sich 
[Vergl.  auch  den  Aufsatz  von  Herrn  Professor  Klein :  Geometrisches  zur 
Abzahlung  der  reellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  (Katafog  92)] 
«lirekt  aus  der  Ueberleguug  ergibt,  dass  die  Discriminanto  auch  als  Re- 
sultante der  ei*sten  DiflfereLtiahiuotionten  der  Form  dargestellt  werden  kann. 
Durch  Heaühtung  dieser  Eigenschaft  wird  zwar  die  Discussion  der  Fläche 
nicht  einfacher;  auch  wird  dadurch  die  algebraische  Seite  der  Frage 
nicht  berührt;  wohl  aber  gestattet  sie  eine  ganz  exacto  Herstollunj  der 
Fläche  durch  Kadenmodelle :  ich  iiabe  daher  auch  das  vorliegonie  Mo- 
dell als  Fadenmo'Jell  ausgeführt,  dabei  aber  die  ^-Coordinato  auf  den  12. 
und  die  y-Coordinate  auf  den  120.  Teil  verkürzt.  — 

(G.  Kersohensteiner.) 

46b.  Drei  Padenmodelle  vou  ciitwiekelbaron  FIAehen,  die  mit  al^ebralsclien 
(jleichungen  höheren  lirades  in  Vtürbindung;  stehen,  von  Professor  P.  H. 
Sohoute,  Universität  Cironingec. 

Modell  1.      Betrachtet  man  nach  Svlvoster   und  Kronecker  die  Ooeffi- 

kr 

cienten  x,  y,  z  der  Gleichung  u'* -["  3xu- -}-3yii -{- z  =  o  als  Coordiuaten 
eines  Punktes  P  und  denkt  man  sich  in  jedem  Punkte  P  die  drei  Wurzeln 
der  Gleichung  angeg»jben  ,  so  wird  der  Raum  bf>kanntlich  von  einer  Fläche 
in  zwei  Teile  geteilt,  von  Jenen  der  eine  die  Punkte  mit  drei  reellen  Wurzeln 
enthält,  während  in  jedem  Punkte  der  andern  nur  eine  Wurzel  reell  ist.  Für 
jeden  Punkt  der  Fläche  werden  dann  zwtn  Wurzeln  einander  gleich  srdn. 
Die  Bedingung,  die  (Jleicliung  in  u  enthalte  (Mue  zweifache  Wurzel, 
wird  durch  Elimination  von   u    aus 

u*-|-  2xu-|-  y  =0  1 

xu«-f  2yu+z=o  I ^ 

erhalten.  Ik^trachtet  man  u  als  ein«;  bekannte  Grösse,  «lami  gehören  die 
Gleichungen  1)  einer  bestimmten  Geraden  an.  Die  gesuchte  Fläche  ist  dess- 
halb  der  Ort  der  den  vers(*hiedenen  Werten  von  u  ent.sprei-heuden  Ge- 
raden 1).  Ausserdem  begegnet  die  dem  Werte  u  entsprechende  Gerade  der 
ihr  unmittelbar  folgenden  in  dem  Punkte 

ii4-x  =  0|  x  =  —  u 

XU  -h  y  =  o       ,      d.  h.         y  ==       u^  > 2). 

yu  -(-  z  =^  0  )  z  =  —  u'* 

Desshalb  ist  die  Fläclu?  entwiekelbar  und  die  cubische  Riuinumrvo,  welche 
der  Ort  des  Punkt«\s  2)  bildet,  ihre  Rückkehrlinie.  Für  jeden  Punkt  dieser 
Curve  sind  die  drei   Wurzeln  einander  gleich. 

SVhreibt  man  die  Gleichungen  1)  in  der  Form 

y  =  -_u(u-f-2x)     1 
z  =^       u  (2u  —  3x)  1"         .......       o) 
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und   nimmt   man    zwei    bestimmte  Ebenen  sonkroclit  zur   x-Axe  an,    z.  B. 
X  =  —  10  und  X  =  -|- 10,  so  findet  man  für  die  Schnittpunkte  mit  diesen  Ebenen 
y  =  —  u  (u  -  20)  j  y  =r  -  u  (u  +  20  I 

z=      u«(u-f30)       '        z=      u*(u  — 30  I  • 
Zeichnet  man  nun  auf  zwei  einander  gegenüberstehenden  Ebenen  eines  Würfels 
von  PapiKJudeckel,  welcher   so  mit  dem  Cooi^dinatensysteme  in  Verbindung 
gebracht  ist,  dass  diese  Ebenen  den  Gleichungen  x  =  —  10,  x  =  +  10  ent- 
sprechen,   die  Punkte  (y,  z),   welche  man  erhält,   wenn  man  in  die  letzten 

Gleichungen  für  u  nach  einander  die  Werte  —  10,  —  9, —  1, 0, 1 ...  9,  10 

einsetzt,    und    verbindet    dann    je   die    Punkte,     welche    dem     nämlichen 
Werte  von  u  entsprechen,  so  entsteht  das  gesuchte  Modell. 

Modell  IL      Das    zweite    Modell  ents]>richt   derGlei  chuug  u*  +  6xu* 

-f  4yu-f-z  =  o.    Es  teilt  den  Kaum  in  drei  Teile,    deren  Punkte   entweder 

y\QT,  zwei  oder  keine  reellen  Wurzeln  zeigen.      Es    muss   die    Fläche    also 

sich  selbst  durchsetzen  und  desshalb  eine  Doppellinie  besitzen.      Es  ist  die 

(ieneratrix 

u^  -\-  3xu  4"  y  =  0  I  .       y  =  —  u  (u'*  +  3x)  \ 

3xu''H-3yu-fi5  =  oT    '"     *     z=    3u«  (u* -f- 2x)  I 

und  die  Kückkehrlinic 

u-  -^  X  =  0  ]  X  ==  —    u* 

2xu4-y  =  oL     d    h.     y  =       2\i^ 
xu*  -j-  2yu  -}-  z  =  0  J  z  =  —  3u* 

Für  jeden  Punkt  der  Doppellinie  hat  die  Gleichung  zwei  Paar  gleiche  Wur- 
zeln und  ist  das  ei-st»«  (Jliod  das  Quadrat  von  u'*  4- 3x.  Desshalb  ist  die 
Parabel  y  =  u,  z  =  l>x-  die  Doppellinie;  nur  die  mit  negativen  Werten 
von  X  auftretende  Mälftr  ist  Ort  von  Knotenpunkten;  die  Paare  von  Ge- 
neratiicos,  welche  si<'h  auf  der  anderen  Hälfte  begegnen,  sind  imaginär. 
Es  sind  hier  d'w  Ebenen  x  =  —  1.6,  x  =^  4  verwendet. 


Modell  IJI.  Wenn  man  untei"suchen  will,  welche  Form  die  Fläche 
annimmt  bei  einer  Teilung  des  Kauines  in  vier  Gebiete,  so  kann  man  sich 
der  Gleichung  u'^  —  lou"*  -f-  15xu-  -|-  Gyu  -I-  z  =;  o  bedienen.  Es  ist  die 
Generat  rix 

y  =-  —  u  (u*  —  lOu^  +  ox),     z  =  5u'  (u^  —  i)u*  -f  3x) 
und  zur  Constnution  sind  die  Ebenen  x=  —  2,  x  =  10  vorwendet  worden. 
Jedenfalls  ist  ebenso  wie  bcijn  zweiten  Modell  der  Boden  des  Würfels  auch 
benutzt.     Di«'  Kückkehrlinic  ist 

X  =  —  u^  (u^  —  ri],  y  =  4u='  ^1*  —  5j,  z  =  —  5u*  ^2u'^  —  9) 
und  die  Doppellinie  besteht  aus  zwei  Teilen.  Auf  dem  einen,  der  rationalen 
eb<»nen  Curve  y  =  o,  (z  -f-  25x)*''  -f-  100  (x  —  5)  (z  -\-  b\*)  =  o  mit  dem  Kück- 
kehrpunkte  x  =  5,  z  =  —  125  Jtückk(^lirt^ngentc  z  -j-  75  x  =  250)  tritt  die 
Kealitat  der  beiden  dm  oh  den  Doi)peli)unkt  gehenden  Generatrices  in  den 
beiden  Fällen  k  >o  und  x  <  o,  z  <  u  ein.  Auf  dem  anderen,  der  rationalen 
Kaunieurve 

9x  =  I6v*  —  3Gv«  -h  45,  9y  =  2v^  («v-  -  15),  27z  =-  5  (4^»  -  a)  (8v«  -  15)*, 
deren  Parameter  v  mittelst  der  Tileiehung  'Mx-  —  fiuv -|- 8v*  =  15  mit  u 
verknüpft  ist,  -tritt  die  Kealitat  der  beiden  durch  den  Doppelpunkt  gehen- 
den Generatrices  nur  unter  der  Bedingung  v''  <:  3  ein. 


Algebra,  Functionentheorio.     D. 


27 


Die  Durchschnitte  der  Fläche  uiit  den  Ebenen  x  =  Const.  sind  rationale 
Curvon  sechster  Ordnung  und   sechster   Classe   mit   vier    Kückkehrpunkton 


Ki-    1. 


Fiu'.  2. 


Fig.  ä. 


Fig.  5. 


Fig   G. 


und  sechs  Doppelpunkten.  Die  Figureutafel  zeigt,  wie  die  Form  des  Durch- 
schnittes sich  ändert  von  x  =•  —  2  (Fig.  1)  bis  x  =  10  (Fig.  G).  In  einigen 
der  Uebergangsformen  (Fig.  3  und  Fig.  4)  sind  die  Rückkehrpuokte  und 
Doppelpunkte  sämmtlich  reell.  Die  hinzugefügten  Ziffern  geben  die 
Zahl  der  reellen  Wurzeln  an.  Dabei  ist  folgendes  zu  l)eachten.  Wenn 
man  die  Curve  durchsetzt,  ändert  sich  die  Zahl  dor  reellen  Wurzeln  um 
zwei.  Geht  man  von  der  concaven  Seite  nach  der  convexcn  Seite  über,  so 
hat  eine  Zunahme,  geht  man  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  hat  eine 
Abnahme  der  reellen  Wurzeln  um  zwei  statt.  Beim  stetigen  Durchgang 
cmes  Doppelpunktes  bleibt  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  ungeändert  beim 
Uebergang  von  concav-convexer  Seite  nach  convex-concaver  Seite  und  ändert 
sich  die  Zahl  um  vier  beim  anderen  Uebergang. 

Die  drei  Punkte  der  Fläche,  wo  die  Rückkehrlinie  einen  Rückkehr- 
punkt hat,  sind  sehr  merkwürdig.  Es  entstehen  dort  die'  Hörner  von  Fig.  2 
und  Fig.  5. 

R  e  m  e  r  k  u  n  g  e  n. 

1.  Jm  ei-sten  Modelle  beziehen  sich  die  verschieden  gefäibten  Drähte 
auf  ein  Osculationstetraeder,  das  bei  der  Bestimmung  der  Zahl  der  Wurzeln 
zwischen  gegebenen  Grenzen  in  Betracht  kommt.  Es  kann  ein  solches 
Tetraeder  bei  jedem  Modelle  angebracht  werden. 

2.  Im  Falle  einer  Gleichung  nten  Grades,  von  welcher  man  in  ähnlicher 
Weise  drei  Coefficienten  x,  y,  z  sich  ändern  lässt,  findet  mau  eine  ent- 
wickelhare  Fläche,  welche  mit  einer  Ebene  senkrecht  zur  x-Axe  eine  ra- 
tionale Curve  nter  Ordnung  und  nter  Classe  mit  n  —  2  Rückkehrpunkteu 
und  J  (n  —  2)  (n  —  3)  Doppelpunkten  gemein  hat. 
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3.  \UA  oincr  vollstäudigon  Gleichung  nte»  (iradcs  handelt,  es  sich  um 
di»*,,Disorinnnantcnmanui«rl'nUigkcit"  und  die  mit  ihr  in  nächster  Beziehung 
stehende  rationale  Curvo  dos  H^iunies  von  n-Dimeusionen  (man  sehe  die 
(Mtiloitondo  Abhandlung  des  Katalogs).  Weil  es  mir  um  die  Darstellung 
durch  Modolle  zu  thun  war,  sind  unvollständige  Gleichungen  betrachtet. 

4.  Es  bildet  das  Centiniet^r  die  Längeneinheit.  Jedoch  ist  zur  Er^ 
haltung  einer  geeigneten  Grösse 

im  Modelle    I:     x=     Xi  ,      y=    20yi  ,      z  =  40()zi  , 
11:     X  =     Xj  ,       y  =  12.5yi  ,       z  =  100z,  , 


1» 


11 


III:     X  = 


•»  V 


y  =    lOyi  ,       z  =    60zi  , 


gesetzt  und  sind  Xj,  y^,  z^  bei  der  Constructiou  verwendet.  Ausserdem  ist 
in  den  Modellen  II  und  111  die  positive  z-Axe  nach  unten  gerichtxjt  und 
sind  die  Hodenebeneu  respective  Zi  =  12  und  z^  =  7,5.  Im  Modelle  III 
hat  man  für  u  nach  einander  0,  jV),  lo  •  •  •  lo  i  20  ^  ?o  •  •  •  Si^  fS  gesetzt. 

(P.  H.  Scheute.) 

4Bc.    Modell  zur  Diseussion  der  <«leichiiug  ;].  Grades  von   Karl  Doehlemann 

Privatdocent  in  München. 

In  dem  Aufsatze:  „Geometrisches  zur  Abzahlung  der  reellen  Wurzeln 
algebraischer  Gleichungen  (Hauptkatalog  pag.  3  ff.)  hat  Herr  Klein  die 
Kriterijri  tiir  die  .\bx;ihluni?  d»n*  innerhall)  gegebener  Grenzen  vorhan- 
denen reellen  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen  geometrisch  interpretirt 
unter  Zugrundelegung  der  quadratischen  Gleichung.  Für  die  Gleichung 
3.  Grades  sind  die  Verhältnisse  nur  angedeutet.  Für  die  hiebei  nötigen 
Betrachtungen  kann  das  folgende  Modell  von  Vorteil  sein.  Ist  die  cubische 
Gleichung 

z^  +  3Az»  +  3Bz  +  C  =  0 
so  tritt  als  Discriminantenmannigfaltigkeit  auf  die  zur  Raumourve 

A  =   -  X,     B  =  ).^  C  =  —  X» 
gehörige  abwickelbare  Fläche  4.  Ordg.     Um  die    in  dem  Intervalle  x  bis  y 
(X  <:  y)  befindlichen  reellen  Wurzeln  zu  finden,  betnu^htet  man  die  Schmie.^- 
ungsebenen  in  den  Punkten  /.  =  x  und  X  =.  y.     Die.se  Schmiegungsebenen 
werden     von    der    abwickoU)aren    Flaeche    j(»    rK'v.'h     Parabeln    geschnitten, 

web^he  die  in  jeder  Schmieguugsebene  ge- 
legene Tangente  beiiihren.  Betrachtet  man 
blos  den  Teil  der  abwickelbaren  Fläche,  der 
zwis(then  den  beiden  Schmiegungsebenen  ge- 
legen ist,  so  wird  durch  ihn  und  die  beiden 
Schmiegungsebenen  der  Raum  in  5  Gebiete 
geteilt.  In  den  Punkten  eines  solchen  Ge- 
bietes gibt  es  1.  2  oder  3  Schmiegungsebenen 
an  (\i\\\  betrachteten  Flächenteil.  In  dem  Teil, 
der  von  der  abwickelbaren  Fläche  und  den 
beiden  Ebenen  begi-euzt  wird,  gibt  es  3  reelle 
Schmiegungsebenen.  Diese  Figur  entspricht 
der  „richtigen '^  Figur  3  des  citirten  Auf- 
satzes. 

An  dem  Modell  ist  fenier  in  schwarzen 
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Fäden  das  Tetraeder  angebracht,  welches  die  vier  Ebenen 
a»  =  0,    &l  a^  =  0,    a^  a»  =^  o,    aj  =  o 

bilden,  wenn  die  gegebene  Gleichung  mit  a^  =  o  bezeichnet  wird. 

Bestimmt  man  die  zwischen  x  und  y  gelegenen  reellen  Wurzeln  mittels 

des  Jaro^' sehen  Ansatzes  (1.  c.  p.  14)   so   heisst  dies,   dass  man  statt  der 

abwickelbaren  Fläche  dies  Tetraeder  zur  Begrenzung  verwendet     Die  Grösse 

der  Ungonauigkeit    wird  also  durch  den  Raum    versinnlicht,    der  zwischen 

der  Fläche    und    dem   Tetraeder   gelegen    ist.     Diese  Figur   entspricht    der 

Figur  7  (1.  c )  in  der  Ebene. 

(Doehlemann.) 

48a.  <«raphisch«'!  Darsteliuni^  einer  Funetion  die  nicht  nach  der  Mae  Laurin* 
schon  Reihe  entwiciielt  werden  iiann,  obschon  die  letztere  eonvergirt, 

nach  Angabo  von  Professor  Alfred  Pringsheim  in  München. 
Setzt  man 


•  V 


(1)       '^  =  ^'irj+U^ 

o 

wo  X  oine  beliebige  reelle  Grosso,  a*  positiv  und  ^l,  so  erkennt  man 
ohne  weiteres,  dass  f(x)  nicht  nach  positiven  Potenzen  von  x  entwickelt 
werden  kann,  da  in  jeder  noch  so  kleinen  complexen  ümgebuqg  der  Null- 
stelle unendlich    viele  singulare  Stellen  x  =  i  a"~  '  liegen. 

Nichts  desto  weniger  besitzt  f  (x)  für  x  =  o,  sofern  man  unter  x  jetzt 
durchweg  eine  reelle  Veränderliche  versteht,  bestimmte  endliche  DiflFerential- 
Quotieuten  jeder  endlichen  Ordnung. 

Setzt  man  nämlich  f(x)  in  die  Form: 


I  a  X  —  1       a  X  -f  1  I 


so  folgt  durch   gliedweise  Differentiation  (welche    wirklich    die  Differential- 
Quotienten  von  f(x)  liefert,  da  die  ursprüngliche  und  jede  durch    Differen- 
tiation daraus  abgeleitete  Reihe  für  alle  reollen  xgleichmässig  convergent 

dass: 

/„v  ,    «    •  V      nv    .  V      ,    .  n  -|  J        ,  V  .  n  -|- 1 

(n)  n'        /.  .  a       (a  x  +  n  -  (a  x  —  n 

f     (X)  =  2i  2^-7! '2.    2   ,     -n-4-T 

(a    X  4-1; 

Mithin  ergibt  sich  : 

(2)      f^^-"(o)  =  o      r°(0)  =  (-l)'".  (2m)  !.■'•• 
Setzt  man  jetzt: 

3)     <pw=i'^'Kx^=i:v(-ire'-'''V 

o  o 

80  erkennt  man  aus  der  Beziehung: 

n  2n 

=r  QO    falls  A  >  0 


l^c>'  "=  bn.(;^)" 


bm 
n  =  8  n  =  8 


=  0    -     X  <  0 


•)  Herr  Diem  hatte  die  Freundlichkeit,  diese  Construction  nach  meinem 
Angaben  auszuführen. 


30  I.  Abteilung. 

•iass  die  mit  9  (x)  bezeichnete  Reihe  d.h.  die  mit  den  Erzeugenden  f(x) 
.gebildete  Mac  Laurin'sche  Entwickelwuj  für  jedes  noch  so  kleine  x  d  i  v  e  r- 
girt,  falls  X  positiv,  dagege^^für  jedes  noch  so  grosse  x  conver) 
girt,  falls  X  negativ.  Im  ersteren  Falle  wird  also  f(x)  ein  Beispiel 
einer  Function  darstellen,  welcher  trotz  der  Endlichkeit  aller  Differential- 
Quotienten  jeder  endlichen  Ordnung,  eine  für  jedes  x  divergente  Mac- 
LaurirCsche  Entioickelung  zukommt;  im  zwcnton  Falle  erzeugt  dagegen 
f(x)  eine  convergonte  Mac- Lauriti »che  ReUie^  deren  Summe  ?p  (x)  jodot^h 
nicht  mit  f(x)  übereinstimmen  kann,  da,  nach  dem  zu  Anfang  gesagten, 
für  f(x)  die  Entwickolbarkeit  nach  Potenzial  von  x  von  vornherein  ausge- 
schlossen erscheint. 

Um    über  die  Grösse   der  Abweichnung  zwischen  f(x)  und  <p(x)   einen 
deutlichen  öeberblick  zu  gewinnen,  habe  ich  die  Curven  mit  den  Gleichungen  : 

y  =  2f(x)  Yi  =  2'f  (x) 

für  das  Intervall  ^'  :5  x  <  1  und  für  voi-schi«»deu(;  Weiie  dos  Pai-anu'tiMs 
a  constiuin'u  lassen.  Für  den  anderen  vcrrügl)aren  Parameter  X  wurde  aU 
besonders  bequem  für  die  H^H^hnung  ein  für  allemal  der  Wint 

l  -  lg  J   -    -  lg  l> 


gewählt,  so  dass  also 

f(x)  =  2v 


(-lg  2/    _      1  

V  !  2v    2 

1  +  a    X 


OD  2V 

'f(x)=Sv  i-l)\    (■)»    .   X 

In  der  beigegebenen  Figuren-Tafel  sind  die  f- Curven  durch  schwarze, 
die  'f -Curven  durch  rote  Linien  dargestellt. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Abweieliung  zwischen  einer  f-Curvc 
und  der  entsprechenden  d.  h.  zu  dem  nämlichen  Werte  von  a  gehörigen 
cp-Curve  um  so  .stärker  hervortreten  wird,  je  grösser  a  ist.  Legt  man  a 
die  beiden  extremen  Weite  a  =^  1  und  a  =  oo  bei,  so  ergibt  sich  für  a  =  1 : 
rt-,  ,  1         o     /  V  1  (letztere  Gleichung  unter  der  Voraus- 

d.  h.  für  a  =  1  fallen  in  dem  betrachteten  Intervalle  die  f-  und  die  'X)-Curve 
in  eine  gewisse  Curve  3.  Ordnung  zusammen. 
Dagegen  wird  für  a  =  co 

2^ 
1  +  x^ 

d.  h.  die  f-Curve  ist  in  diesem  Falle  diejenige  Curve  3.  Ordnung,  deren 
Ordinate  durch  Verdoppelung  der  zu  a  =  1  gehörigen  entstehen ;  während 
die  ^-Curve  in  eine  Parallele  zur  x  Axe  im  Abstände  1  übergeht. 

Zwischen  diesen  Extremen  verlaufen  nun  die  f-  und  die  'f-Curvon  für 

1  <  a  <  OD,  wie  dies  in  der  Figur  für  a  =  V'^2,  2,  2V^2 ,  a  =  V  lÖÖÖ  dar- 

gestiillt  ist.  Für  a  =  I  2  ist  die  Abweichung  zwischen  der  f-  und  der  'f- 
Curve    für   0<x<;0,5  bei  dem  gewählten  Masstabe  noch  gar  nicht,    für 

0,5  <r  X  <:  1  immerhin   sehr   schwach    merklich.      Sie  wird   dagegen   schon 

sehr  deutlich  für  a  =  2  und  noch  mehr  für  a  =  2V  2;  im  letzteren  Falle 
verläuft  die  cp-Curve  schon  sehr  nahe  an  der  für  a  =  oo  resultireoden  Ge- 


2fW  =  T-rT2  2  9(x)=l 
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radpn,  von  der  sie  für  noch  einigermassen  grössere  Werte  von  a  —  z.  B. 
a  =  10  —  überhaupt  nicht  mehr  unt<'rschiecliMi  werden  kann  (NB.  immer 
unter  (b'r  Voraussetzung  x  <  1).     Für  x  »=  (»    und   jedes    noch    so   grosse 

endliehe  a  haben  särnmtliche  f-  und  -f-« -urv(Mi  di»5  Ordinate  y  —  yj  =  1, 
und  zwar  findet  dort  zwischen  je  eiu^r  f-Ourvo  und  <ler  zugehi»rigen  'f-Curve 
eine  Horührung  von  unendlieli  hohrr  Ordn  un;;  statt  [da  ja  für 
j^Hlfjs  noch  so  grosse;  n:  f(n)  (n)  =  'f(n)  (o;|.  Nur  für  a  =  »  nimmt  die  Ordinate 
y  der  f-('uive  plötzlich  den  Wert  2  an  (während  auirh  hier  y;  =  1  bleibt): 
die  f-('urv»*n  besitzen  nuinlifh  rechts  von  der  Nullstello  ein  Maximum, 
welches  mit  wachsendem  a  der  Nullstelle  immer  näher  rückt  und  für 
a  =  00  mit  x  =  0  zusammenfällt.  (l*ringsheim.) 


aOa.  ZeiehnuBiren  zur  IlarsCellun^  der  y,A.dditioiislop^arithiiien  rOr  oomplexo 
(irOssen**,  nach  von  I^rof.  Mehmke  iHTcchueten  numerisclum  Tafeln  aus- 
geführt von  seinem  Assistcntt'ii  K.  Exel.  Mathem.  Institut  der  techn.  Hoch- 
schule Darmstadt. 

Bei  den  von  Ijeonclli  erda<;hten,  von  Oauss  zuerst  berechneten  sog. 
Additionslogarithmen  in  der  heut«»  üblichen,  von  \Vitt,stein  herrührenden 
Fonn  sti»h<in  Argument  A  und  Fan(ttion  B  in  der  Beziehung,  dass  für 

A  =  log  r,     B  =  log  (1  +  r), 
oder  anders  ausgedrückt 

lOB  =  1  4-  lOA 

ist.  Man  kann  Leonelli's  Cicdanken  erweitern ,  indem  man  an  Stelle  der 
reellen  (»rosse  r  che  complexe  Orr»sse  r  (cos^  -f-  i  sin-f)  setzt,  oder  die  bei- 
den reeUen  Functionen  B,  B  der  beiden  reellen  V<3riinderlichen  durch  die 
Gleichungen  definirt: 

lOB  (cos  B  +  i  sin  B)  —  1  -f-  lOA  (cos  A  -f-  i  sin  A). 

Für  A  =  o  ergeben  sich  die  gowöhidichen  Additionslogarithmen  wieder;  im 
Falle  A  =  ~  stehen  die  Grössen  B  in  enger  Beziehung  zu  den  von  J.  Zech 
berechneten  „Subtracti(»nslogarithmen'\  Diese  „Additionslogarithmen  für 
complexe  (irösseu"  gewählten  beim  Hej'hnen  mit  c<unplexen  (Irössen  die- 
Heil)en  Krleichterungen ,  wie  di»)  gewöhnlichen  Additionslogarithmen  beim 
Rechnen  mit  reellpu  Grössen.  Sie  g»^stitten  fern(4-,  die  Methode,  von  Gauss 
zur  numi'rischen  Auflösung  reeller  tiiuomischer  Gleichungen  auf  beliebig«» 
Gleichungen  mit  complexen  ('oelficienten  auszudehnen.  Betrachtet  man  A 
und  A  als  Abscisse  und  Ordinate,  und  das  einemal  B,  d;Ls  anderemal  B  als 
Höh<.'  eines  liaumpunktes,  so  erhält  man  zwei  Flächen,  welche  in  den  aus- 
gestelluui  Zeichnungen  durch  die  Pnyectionen  oiner  Anzahl  von  zu  den 
('oordinab'iiebenen  parallelen  Schnitten  auf  die  Coordinatenebenen  zur  An- 
schauung gebracht  sind.  Diese  Flächen  spielen  auch  bei  der  unter  Nr.  40  f. 
S.  16  erwähnten  Methode,  numerische  Gh'i(;hungen  mit  complexen  Coef- 
lici«Mit<?n  graphisch  aufzulösen,  eine  wichtig«*  Rolle.  Mit  Rücksicht  auf  diese 
Anwendungen  sind  die  Axenmasstäbe  verschieden  gewählt  worden,  und  zwai 
ist  hei  A   und  B  1  =  SO  mm.  I»ei  A  und  B  1  Centigrad  =  0,8  mm  gesetzt, 

(Mehmke.) 


Dritter  Abschnitt.     Ivteffrafrechnung. 
F.    P 1  a  n  i  m  e  t  c  r. 

ai%.     MaNstilbp  und  Plilclipiinnssutrcln  vou  Tt;clitiik<!r  Binao  Urban  in  Ettlingeu 

(bei  KurUrulic  in  Hailcu.) 

TmiiHvcL-salinoK^taho  aus  Ilartj^las  (Pivis  ii  2  Mark),  (iutoiltc  Glniitiirclo 
mt  Fläolienberechniing  (Preis  k  10  Marti.  (!i>teilt.-  CVlIuIoidt.iri'l  (Preis 
10  Mark).  Bcigegebeu  sind  Fülhielifedeni  (Pi-pis  i'i  3.50  Mark)  und  fin 
„PanUlelzirkcl"  (1).  li.  P.)  (Prois  15  Markl. 

68.    Planfmeter   von   Wctll-Hauüoii.    Aus    dorn   Geodjftischea    Institut    der 
t«ohn   Hochschule  München. 

Wir  ßolif'u  naolistoiicud  iiufli  zur  Erf;>iiixuiig  dfi'  auf  ]iag.  1S4  di'S 
ITauiitkatalogos  eDtljaltencn  f.'linraotoristik  des  loHtrumeute  dio  dem  Iland- 
liHcth  für  Vt'niifissuM^^skundi;  von  C'.  M.  v.  Bnuenifiind  entnommeno  Ab- 
bildung des.selloD. 


58a.    Scheii>ent)lanfineier    von    Ott    und    Ceradi    (Iteniptmi).      Ana  dnm  Gei 
dStieohen  Institut  der  techn.  Hochscliule  München. 

Seiner  Oniudlngo  luvh  slimiiit  'lau  Instrument  iin  Wow ntlicWn  in 
dem  vorati^hoiiden  übni'iii  und  ist  wie  dieses  als  Linear-.Suhoil>Hn-PIaniim'ti 
zu  Ijezeichnpn. 


ISb,  b;  68  a-    Polar  plan  im  eler,  a 


^gestellt  von  Amsler-LafTon  &  Sohn,  Schaff- 


68a.    Planlmetor  A'r.  4.  (Amsler's  Katalog;  aiL'igefiilirt  seit  1855)  gibt  deo  Flikchcu- 

iabalt  ia  niehrerou  Moäsoiuhciteu  odci'  Massverhltltnisscii. 
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Ö2b.  Pltiuimcter  Nr.  5,  (Amsler's  Kataloj^;  ausgeführt  seit  1859)  dient  zur 
Messunj^  sehr  grosser  oder  sehr  kleiner  Figuren.  Zur  Messung  gmsser  Fi- 
guren bedient  man  sich  des  Fahrstifts  F  zum  Umfahren  und  lässt  d«»n  Falir- 
stift  f  unberücksichtigt.  Um  sehr  kleine  Figuren  zu  messen,  stellt  mau 
den  Arm  a  passend  ein,  und  verfolgt  den  Umfang  der  zu  messenden  Figur 
mit  dem  Fahrstift  f  ohne  ihn  selber  mit  der  Hand  zu  fassen,  indem  man  den 
grossen  Fahrstift  F  führt.  Dieses  ist  mit  gn.)sser  Leichtigkeit  und  Sicliorheit 
zu  bewerkstelligen,  da  f  und  F  nahezu  geometrisch  ähnliche  Figuren  bo- 
schreiben. In  diesem  Falle  kommt  die  Einstellung  der  Stange ,  welche  den 
Fahrstift  F  trägt  nicht  in  Betracht,  sondern  nur  diejenige  der  Stange  a. 


68a.  Planimeter  Nr.  8.  (Amsler's  Katalog;  seit  1882  ausgeführt)  beruht  auf 
demselben  Printip  wie  Planimeter  Nr.  9,  nur  ist  die  (Jeradführung  jenes  In- 
struments hier  durch  Kreisführung  um  einen  ,,Pol''  ersetzt. 


3 
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I.  Abteilung. 


77a.  Sechs  Wandtafeln  mit  l>argt«llung'en  iler  Terscbiedeneii  Plaklneter- 
constructinnen.  Ausf^efüliit  im  Geodät lachan  Inalltut  der  techn.  Hooh- 
sohule  MüooDen. 

1.  Plani  me  ter  von  Rrnst.  Dns  IiitHgratioQsrad  rollt  auf  einem  Couuü. 
Der  Intoj.T.'iti' ms  wagen  auf  zwei  puntüekn  Suliionoa.  Da»  Planimnter  Int 
dnhrir  als  [,jiipar-Koj!el]iioniinot«r  zu  bcieichneu. 

2.  LiDcar-Sc;lieil><-n|>lanimotor  vm  W(.t li-Hansen. 
3.Litioui'-S(^li<'ibt.Mi]>Uuimctcr  von  Ott  und  Cnra'li. 
4.Sclioiboii-Polarplanini--t(-r  vou  Hohmann. 
5.Polar|iIauimoter  von  Amsler. 
Ö.Ri:hciboiiplanimi'tor  vmi  C^radi. 


G.  Weitere  Tnstrumeutc  zur  mechanischen 
Integration. 

7ft,  Zwei  inte^rrapheii,  SyNtnm  Abdanh-ibakanonlcx.  Conetmcti«»  Coradi. 

Itoiilo  IiitoHra|ihRii   nusgpslelll  vou  Coradl,  Zürioli. 


Stt»: 


b.     Integratoren  von  Amaler-Lsffon  &.  Sohn,  SubafThausnu. 


HOa.  [nlcgrntor  Nr.  S.  (AmslcrV  Katalog)  dicot  zur  Ennitteluup;  des  FliU^hoii- 
iuhul In  einer  Figur,  !^on'ic  des  statisubooMomaDts  in  Bezug  auf  irgend 
oirit'  Müiiiputeiiaxe.  Das  iostrumeut  lieruht  aof  dvmsciben  PriDi-ip  wie  tnte« 
grator  Nv.  1 ,  ist  aber  iiit^ht  zur  Bestiinmung  des  TrägbeitamomeDtü  eiuge- 
rii'litet  utid  hat  daher  nur  zwi'i  Zahnräder  und  zwei  Met^roUen. 

SOb.  Intcfralor  Nr.  5.  Tieses  Instrument  dient  wie  Integrator  Nr.  1  zum 
Mi'äscii  vou  Flächeninhalt,  sbttisnhem  Mniiu-nt  und  Triigbeitsnioment  einer 
Figui',  uutei>icbc<id('t  sich  aber  von  jeueui  durch  die  bedeutem)  grüssorcn  Di- 
n)CiiKii)ni-n  und  liau|itsäubli(;h  dadurob,  daas  dio  Messrolleu  durch  Cyliodcr  cr- 
KetKt  sind,  diu  giiuz  ohne  Glei'.ung  auf  rotirendeo  Kugelcalottoa  laufen. 
Das  Instrument  wurd-'  im  Auftrag  des  U.  S.  Navy  Department  in  Washing- 
ton gebaut. 

IMa,  llannaniKi-bfr  AnnlyNiilor  nach  Angaben  voo  Prof.  Heiriol  und  Prof.  A. 
Sharp.  City  and  (!niMs  nf  l/mrlnn  Institute,  cmnstruirt  und  au>>g'>frihrt  von 
fi.  Coradi  in  Ziii'ir'}i. 


Integral  rech  Qurg.    G. 


Uius  Lmti'umeat  bi:ruht  auf  üoti  Priii<;i|<ie[i,  wkIoIic  [t.  Vil  ilu«  Hauptkatalogos 
unter  der  Uebersclirift  „Anderes  iDsiruiuoiit''  auKeinaodor  gesetzt  sind.  Die 
AusfüliruDg  schliosst  dich  jedoi^h  doti  vou  Mr.  A.  Shai'ii  crsonn'3neQ  Modilicatioticii 
aii,  welcho  auf  tiefte  131  lieficb rieben  sind.  Das  ausgusleüte  lastruiucnt  ist 
vou  Uerra  6.  Coradi  in  Züricli  hoi'j^cstullt,  welcher  bcdouteadc  Acudorangeo 
in  der  Auorduuiig  der  vorKelLiedoiien  Ti'tlo  eiiigefüUrt  um)  das  gauzo  Instru- 
ment im  Detail  eutworfcn  hat. 

Bei  der  Beaehroibung  iöonen  wir  una  kurz  fassen  mit  Bezug  Huf  die 
obigen  Citato.  Was  auf  Si.'ite  1^1  als  Wayou  bozeiclinot  ist,  soll  hier 
Rahmen  beissen.  Statt  der  dort  l)TOi;hrii!benon  Zahnstange  hat  Coradi  eine" 
Wagen  eingeführt,  der  auf  einer  Ä'iiiene  vorne  nm  Instrumutit  sieb  in  Riubt- 
uiig  der  x-Axe  bewegt,  Itienur  trügt  den  Fahrstift  F  uud  obüJi  ciao 
Stange  mit  einem  Silberdrahte  SS.  Diesor  schliu{,'t  sich  um  eine  Scheibe, 
die  in  der  Mitte  des  luütrunients  sieb  nm  eine  verticale  Axe  drebnu  kauii^ 
Dieselbe  Axe  tiägt  ajH  eiwren  F.iide  ein  Zahnrad  Z,  welches  diu  A(;hsen 
diT  HegistrirroHen  so  dreht,    da.ss  jede   mit  der  y-Aso   einen  Winkel  ux 

llor  hintere  Teil  des  Rahmens  i!;t  etwa»  erhöht  und  trügt  an  Jeder  Si^ito 
¥00  Z  füut  vertii;a]e  Axeu,  die  mit  1 ,  1';  2,  2'  etc.  numerirt  siud, 
.IMk  derselben  bat  aber  ein  Kirinrad  In  diese  greifen  Zahnräder  ein,  die 
anf  zwei  horiwntiileii  A.ven  AB  und  BU  befestigt  siud.  5  und  5'  halieu 
ferner  je  ein  Zahnrad.  DioM^  wei-den  beide  dui'ch  das  Zahnrad  Z  (jetrielien. 
Dureli  Veiiiehiebr;!!  des  Fahrsfifles  F  Jn  Richtung  der  i—  wenien  ahso  alle 
10  A\en  gedridit  iiml  zwar,  wenn  der  Fabrstift  die  t;auzo  BiLsis  der  Curvu 
DE  (=  40  cm)  dur<;iilaufen  hat,  linben  die  Axeti  1,1'  eine  volle  irmdreh- 
UDg  gemacht,  die  Axori  2,2'  zwei  u.  s.  w. 

Am  untereu  Rnde  einer  jeden  der  10  Aiccn  ist  mittelst  eines  verticnlen 
Stahl  bin:  hs  ein  honzontaler  Ring  befestigt,  weloherdie  horizenlnle  Axe  einer 
Registririwlle  mit  dem  gowiihnlirben  Xiililwerk  zum  Ablesen  ti'ügt.  Auf  iliiw 
Mitte    bal    dieselb«'  einen  nngfürmigi'n   Wulst  als  eigentjii^be    Itegistrirmlle, 

3» 


36  1.  Abteilung. 

Dieser  ruht  und  rollt  auf  dem  Umfange  einer  Celluloid-Scheibe.  Diese 
letzteren  drehen  sich  alle  mit  der  Hauptaxe  des  Bahmens,  welcher  auch 
die  Räder  RR  trägt,  auf  denen  das  Instrument  ruht.  S  ist  eine  Laufrolle 
als  dritter  Stützpunkt. 

Wird  der  Fahretift  ganz  nach  links  gebracht,  so  dass  er  bei  D  anschlägt, 
so  stehen  die  Axen  der  Rollen  1—5  parallel  der  y-Axe,  die  anderen  1*— 5* 
aber  senkrecht  dazu.    Es  folgt,  dass  die  Rollen  1—5  die  Integrale  von 
dysinnx,  die  Rollen  1*— 5*  die  von  dyoosnx  geben,  für  n  =  1,  2,  bis  5. 

Auf  der  mittleren  verticalen  Axe  sind  drei  weitere  Scheiben  angebracht, 
um  die  der  Silberdraht  geschlungen  werden  kann.  Mit  deren  Hülfe  können 
fünf  weitere  Glieder  der  Fourier'schen  Reihe  gefunden  werden. 

Durch  viermaliges  Umfahren  der  Curve  können  also  10  Glieder  der 
Reiheuentwickelung  ermittelt  werden.  Das  absolute  Glied  muss  jedoch 
durch  einen  gewöhnlichen  Plauimeter  bestimmt  werden. 

Beim  Gebrauch  ist  es  zweckmässig,  den  Fall rstift  von  E  auf  die  Anfangs- 
lage I)  zurück zuhringen,  um  Fehler  in  der  genauen  Centrirung  der  Registrir- 
rollon  zu  eliminireu. 

In  Bezug  auf  die  Genauigkeit  des  Instruments  sei  bemerkt,  dass  die  er- 
haltenen Fehler  in  den  Amplituden  der  verschiedenen  Glieder  durch  die 
Dicke  der  zu  analysirenden  Curven  gedeckt  worden. 

£s  mag  von  Interesse   sein  zu  bemerken,    dass  Mr.  A.  Sharp  auf  meine 

Ani-egung  einen  neuen  Analysator  erfunden,  welcher  statt  der  CoefiTicienten 

An,  Bn  in  der  Fourier'schen  Reüie  sofort  die  Amplituden  au    und  Pha.se  au 

(vergl  Seite  136)  dircct  bestimmt,  sowie  einen  Harmonograph«n,  der  die  aus 

den  ermittelten   Gliedern  resultirende   Curve  zeichnet.     (Vergl.   die  beiden 

folgenden  Nummern), 

(0.  Henrici.) 

90b.  Zeichnungen  zu  zwei  harmonischeu  Analysatoren  von  A.  Sliarp,  I^ondon. 
Die  Daretellungen  beziehen  sich  auf  zwei  Instrumente  zur  harmonischen 
Analyse,  die  ihrem  Princip    nach   in    dem    Aufsatze    von  Henrici  (Haupt- 
katalog) characterisirt  sind. 

90c.  Graphische  Darstellung'  eines  Harmonographen  von  A.  Sharp,  London. 

Der  Apparat   dient   zum   Zeichnen    einfacher  und    zusammengesetzter 
harmonischer  Curven. 

92  a.   Integration  bei  Ampere -Zälilcrn  von  Assistent  J.  Schlitz  und  As.sistent 
K.  Fischer,  München. 

Die   zur   Messung  des  Verbrauchs   elektrischer   Energie  dienenden  In- 
strumente haben  folgende  Integration  zu  leisten:    1  ivdt,   wo  dt  ein  Zeit- 


eloment,  i  die  augenblickliche  Strominteusität  und  v  die  Klemmenspannung 
bedeutet ,  durch  die  der  elektrische  Strom  zu  und  von  seiner  Arbeitsstätte 
gotriel>en  wird.  Da  l(?tztere  Grösse  in  den  in  praxi  hier  in  Betracht  kom- 
menden  Fällen    in  der  Regel  einen  nahezu  unveränderlichen  Weit  hat,  so 

bleJM  nur  noch  die  Integration    1  i  dt,   welche  ein  „ElektricitUtszähler"  aus- 
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zuweilen  hat.  An  den  zahlroiclioii  hiehor  gehörigen  Apparaten  —  (zumeist 
durch  die  Pariser  Proisconcurrenz  veranlasst)  —  lassen  sich  im  Wesent- 
lichen folgeudo  vier  Grundtypon  untoi-scheid^'U : 

Bei  dem  ersten,  in  mannigfachen  Variationen  vertn^euen  Typus  ist  die 
Integration  dureh  eine  Sumnnrung  endlicher  Elemente  umgangen:  sei  es, 
dass  der  Zeiger  eines  aperiodischen  Amperenieters  in  regelmässigen  Zeit- 
intervallen zum  Ausschlag  gebracht,  und  diese  Bewegung  auf  ein  Zählwerk 
übertragen  wird,  oder  sei  es,  dass  ein  auf  ein  Zählwerk  wirkender  Fühl- 
hebel von  Zeit  zu  Zeit  den  Stand  eines  Amperemessei-s  befühlt  und  regi- 
strirt.     (E.  Hai*tmann,  Siemens  u.  A.) 

Der  2.  Typus  ist  dadurch  charakterisirt,  dass  die  Bewegung  eines  Pen- 
dels, eines  Elektromotors  o.  dgl.  durch  Beeinflussung  des  elektrischen 
Stromes  beschleunigt,  bezw.  gebremst  und  mit  der  Bewegung  eines  gleich- 
artigen, unbeeinflussten  Ajjparates  verglichen  wird.  Ein  hervorragendes 
Beispiel  dafür  ist  der  Aron'scho  Elektricitätszähler.  Die  Auswertung  erfolgt 
durch  ein  Differentialzählwerk  mit  zwei  von  (.'inander  unabhängigen  Axeii, 
deren  eine  hohle  die  Zifferblätter  dreht,  die  andere  die  Zeiger  in  entgegen- 
gesetzter Richtung. 


P 


Beim  3.  Typus  werden  die  durch  das  Integral   1  i  dt    definirten    Cou- 

lomb*s  durch  ihre  elektrolytischen  Wirkungen  gemessen  (E.  Grassot,  D.  R.  P. 
Nr.  60.276). 

Der  4.  Typus  endlich  verwendet  Integratoren  nach  dem  Thomson'schen 
Princip  (Stiehl,  Cauderay  u.  A.).  Der  im  folgenden  skizzirte  Apparat  will 
lediglich  als  ein  Beispiel  der  Anwendung  des  Thomson'schen  Integrations- 
principes  auf  solche  Integrationen ,  in  denen  die  Zeit  als  Integralargument 
auftritt,  gelten. 

Mit  dem  Eisenkern  eines  Kohlrausch'schen  Amperemeters  ist  ein  Fric- 
tionsstab  in  fester  Verbindung,  der.  wenn  er  sich  verschiebt,  einen  Kegel 
dreht,  dessen  Axe  einen  senkrechten  Querarm  trägt.  Dieser  Querarm  bildet 
die  Axe  einer  als  Orundrädchen  eines  leichtgcbauten  Zählwerkes  fungiren- 
den  Frictiousscheibe;  diese  wird  durch  eine  zweite  von  einem  Uhrwerk 
gleichmässig  getriebene  Scheibe  in  Drehung  versetzt.  Der  oben  erwähnte 
Frictionsstab  besitzt  eine  ebene  Krümmung,  deren  Curvo  so  definirt  ist: 
Teilt  man  den  Stab  derart  ein,  dass  die  Projection  dieser  Teilung  auf  die 
Axe  des  Amperemeters  ein  congruentes  Abbild  der  Scala  desselben  gibt, 
so  muss  die  Projection  dersf^lben  Teilung  auf  die  Axe  dos  Frictionskogels 
eine  Scala  liefern,  deren  Teile  mit  den  entsprechenden  Teilen  der  Ampere- 
meteiseala  constante  Pro<lucte  liefern. 

(Schütz.) 


IL  Abteilung. 
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H.  Zeichenapparate. 

95ft.  Zirkel  für  den  ^oldeneu  Selinitt  von  Dr.  Goeringer,  ausi^estcllt  vou 
A.  Brugger. 

05b«    Kroistciler  (D.  R.  P.)  vou  E.  Goldschmitt  ia  Bayreutli. 

Ein  Kroisscctor  aus  starkem  Carton  ist  iu  gleiche  Teile  (vou  0  l>is  \<%}] 
eingeteilt.  Er  kann  durch  Aufbiegen  und  Einhängen  eines  kleinen  Häckchcns 
iu  die  dafür  bestimmten  Einschnitte  iu  einen  Kegel  vorwandelt  wcixien, 
dessen  Grundkreis  dann  in  eine  bestimmte  Anzahl  gleicher  Teile  geteilt 
ist ,  welche  durch  verschiedenes  Einhängen  des  Häckchcns  variirt  worden 
kann.  Die  Einstellung  dos  Kegels  wird  noch  durch  eine  Holzschraube  in 
passender  Weise  fixirt.  Kreiseintoilungon  lassen  sich  so  mit  einer  für  die 
mannigfachsten  Zwecke  ausreichenden  Genauigkeit  hei*stellen. 

95  c.  Polar-  and  Einteilnng-g-Masstäbe,  construirt  vou  Bezirksgeomotor  Röther 
in  Weiden,  ausgeführt  und  ausgestellt  vom  math.  -  mechanischen  Institut  von 
A.  Ott  in  Kempten  (Bayern.) 

Diese  Masstäbe  bemhen  auf  der  Eigenschaft  der  logarithmischen  Spirale, 
die  darin  besteht,  dass  zu  gleichen  Bögen  gleiche  Differenzen  der  Radien 
nach  den  Endpunkten  gehören.  Bei  dem  Polarmasstab,  Figur  1,  ist  die 
Gurve  aus  einer  Metallplatte  hergestellt  und  der  Curvenrand  in  Millimeter 
geteilt ,  wobei  die  Constante  der  logarithmischen  Spirale  so  gewählt  wurde, 
dass  die  Kadiendifferenz  von  einem  Teilstrich  bis  zum  nächsten  0,2  mm 
beträgt.  Mit  Hilfe  dieser  Teilung  können  dadurch,  dass  man  das  In- 
strument mit  dem  Pol  auf  eine  Gerade  legt  imd  um  denselben  dreht, 
auf   dieser  Geraden   beliebige  Längen    bis  auf   1/10  mm   genau  abgetragen 
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Jiliii«'in«"ss«'n  \v<'nl«'ii.    Uor  Kintciluii^^sma.s^tal»,  Fi-^ur  t?,  «li^Mit  liaziu  I»m 
','<'ii  <li«;  Mossuijgsliiiii.'ii  in  riitiTabtoilungen  zu  toilou  uini  die  zwischon 


I 


B 

r^' 


S 


Kit;.  1. 


don  Loiistruil'toii  uinl 
gcrmjssdiion     Lii!ig».*n 
sicli  «'r«^eI)»*ndon  Un- 
scliiud«.'  auszuglci- 
¥.]•      h( 'Steht 
rn  Lineal  uu> 
um  einoti 
utid    in 
50  zu 
.iif.'tor      von 
.»iiunj^en       dun*.|i- 
briM-liL'U     ist,     diTcn 
innon«  (rninzen  nach 
lo^arithniischen    Spi- 
ralen gekriinunt  und 
mit    IVilungeu     ver- 
si.'lit'u  sind ,  diu  wie- 
derum    ein     Ahh)sen 
Von     1/10  mm     ge- 
statten.   Auf  «ler  Mit- 
tellinie   des    IJneals 
sind     die    Zwisehen- 
räume  z\viseh»Mi   den 
Ouffnungen  genau  gleieh  50  mm.  auf  joder  andern  dureh 
den  Pol  gehendon  <.»eraden  sind    sie    zwar   untor   sieli 
gleif'h ,     aher    um     «.'inen    hestimmten    kleinen    Hetrag 
gross« «r  oder  kleiner  als  50  mm. 

(Prospecrt  A.  Ott.  Mehmke ) 
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INia  Drei  Zirkel   zur  Winkelt cilii na:,    von    E.  Eckhardt   in    KritMlriehsdoi-f  i/T. 

1.  Diviteiluugszirkel  I>.  iv.  I*.  (Fig.  1).  Dor  DnMtoilungszirkel  hestoht 
aus  3  gleieh  langen,  drehhar  an  «»inandor  lu'festigten  Armen  a,  1»,  e.  Vou 
diesen  ist  der  Arm  c  gezwungen,  stets  dunh  1^  zu  gehen. 

Gebraueh:  Pm  <)[]  AlJC  in  .*>  gleiche  Teile  zu  teih^u  ziehe  man  eine 
i*arallele  dureh  A,  «lann  setz^^  man  den  Zirkel  mit  d«'n  Spitzen  in  A  und  B 
ein  und  besehreihe  mit  I)  ein»-  (.'urve  (Pas<*arsehe  Sehneek«'),  welehe  die 
Parallele  in  E  sehneidet.     HK  ist  dann  Dritteluugslinie   des  <^  ABI"). 

Vermittelst  des  Zirkels  kann  man  sofert  aueh  den  Winkel  vr.n  3<)'*  eon- 
striüren,  iudeui  man  über  AB  zwei  symm«'trisehe  Curven  zieht,  widehe 
sieh  in  F  sehneiden.  <^  AFB  ist  dann  36'\  Ferner  kanu  {\vr  Zirkel  in 
.seiner  verallgemeint^rten  Gestalt  (lud  w(d<'.her  Arm  e  in  s«nn»fr  I^nge  vari- 
irt  werd»Mi  kann,)  zur  graphischen  Autlösung  vou  redueirten  Gleii'huogen 
3.  resp.  4.  Grades  verwendet  werdeu.  Es  siud  dabei  die  Armläugen  ge- 
vriasQ  Fuoutionen  der  Coeflicieutcn  der  vorgelegten  Gleichung. 
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n.  Abteilung. 


2.  Füiifteilunpizirkül  (Fi^'.  2).  Der  FünftciluDgszirkel  besteht  aus  fünf 
gleich  laugcu,  drohbar  an  oiuander  befestigten  Armen  a,  b,  c,  d,  e.  Arm  c 
geht  immer  durch  B,  Arm  d  immer  durch  A.  In  A  und  B  sind  8i)itz«*n 
angebracht,  in  F  ein  Bleistift,  der  die  Curve  beschi*eibt.  Um  einen  Winkel 
in  5  Teile  zu  teilen,  verfahre  man  analog  wie  oben  beim  Dreit43ilungszirkol. 

(Eckhardt) 


97ii  Ijogairiihniischer  Zirkel,  auf  Anregung  des  Aussteuere  construirt  von  Pro- 
fessor E.  A.  Brauer,  techn.  Hochschule  Karleruhe,  ausgestellt  von  Prof. 
Mehmke  techn.  Hochschule  Darmstadt. 

Dieser  mit  3  Spitzen  I,  II  und  III  versehene  Zirkel  ist  so  eingerichtet, 
dass,  wenn  zwischen  die  Spitzen  [  und  II  eine  Strecke  gefasst  wird,  deren 
Lange  —  mit  einem  Massstabe  von  50  mm  liingeneinheit  gemessen  — 
gleich  log  t  ist,  der  Numenis  t  auf  dem  Teilbogen  abgelesen  weixleu  kaun, 
während    die    Spitzen   11    und  III    sich    von    selbst    auf     die    Entfernung 

log  (1    -|-    -)  einstellen.     Man  kann  mit  Hilfe  dieses  Zirkels  hauptsächlich  die 

Aufgabe  lösen:  Wenn  die  Logarithmen  zweier  (^ihrom  Zahlenwerte  nach 
nicht  bekaunteii)  Grössen  als  Strecken  gegeben  sind,  die  zum  Logarithmus 
der  Summe  jener  Grössen  gehörige  Strecke  zu  finden.  Sind  jene  Logarithmen 
(im  obigen  Massstabe  und  unter  Beachtung  ihrer  Vorzeichen)  auf  einer 
geraden  Linie  von  einem  und  demselben  Punkt  o  aus  abgetragen  (s.  die 
Figur)  und  bezeichnet  a  den  Endpunkt  der  zui*  kleineren  Zahl  gehörigen 
Strecke  oa  =:  log  a,  b  den  Endpunkt  der  anderen  Strecke  ob  =  log  ß,  so 
setze  man  die  Spitze  l  des  Zirkels  auf  a,  die  Spitze  II  auf  b  und  steche 
unter  leichtem  Vorwäilsneigen  des  Zirkels  mit  der  dritten  Spitze  in's  Papier, 
so  hat  man  den  Endpunkt  c  der  Strecke  oc  =  log  (a  -f-  ß).  (Auf  dem 
umgekehrten  Wege  kaun  log  (y  —  ft)  oder  log  (y  —  ß)  gefunden  werden, 
wenn  log  y  und  log  a  oder  log  ß  gegeben  sind). 

Der  logarith mische  Zirkel  erlaubt  die  mechanische  Ausführung  aller  ge- 
wöhnlichen Rechnungen,  besonders  vortheilhaft  erweist  er  sich  aber  bei  der 
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numerischen  Auswertung  ganzer  Functionen   luul  der  Autlösung  nunierisclior 
Gleichungen  nach  der  logarithmisch-graphischen  Methode*). 
Besteht  die  Function  y  =  f  (x)  nur  aus  einem  Gliode 

y  =  C  X"  , 
80  ist 

log  y  =  log  C  +  n.  log  X 
Betrachtet  man  daher  log  x,  log  y  als  i'aitesische  Coordinatcn  eines 
Punktes,  so  erhält  man  als  ,,logarithmische8  Bild"  jener  Function  die  gerade 
Linie,  die  auf  der  y-Axe  das  Stück  log  C  abschneidet  ( —  welches  ohne 
Logarithmentafel  mit  Hilfe  unseres  Zirkels  gefunden  wird  — )  und  deren 
Neigungswinkel  gegen  die  x-Axe  zur  trigonometrischen  Tangente  den  Wort 
n  hat.     Ist  f  (xj  zweigliedrig,  etwa 

y  =  Cx°  +  Ci  x"i, 
so  zeichnet  man  die  geraden  Linien,  welche  nach  dem  eben  Bemerkten  zu 
den  einzelnen  Gliedern  gehören.  Schneidet  dann  eine  beliebige  l'arallele 
zur  y-Axo  diese  Geraden  in  den  Punkten  a  und  b  und  bestimmt  man  aus 
diesen  Punkten  in  der  oben  gezeigten  Weise  mil  Hilfe  des  logarithmischen 
Zirkels  den  Punkt  c,  so  ist  dies  ein  Punkt  des  „logarithmischen  Bildes" 
jener  Function.  Aehulich  verfährt  man,  wenn  y  =  f  (x)  mehr  als  zwei 
Glieder   hat    und  wenn    unter   den  Gliedern    negative  vorkommen.     (S.  die 

angeführte  Abhandlung). 

(Memkhe.) 


90a.  Präcisionsniasstab  von  Prof.  A.  Rouoole  in  Toulouse;  Verlagsbuchhandlung 
Ch.  Delagrave,  Paris. 

ünivoi*salmasstab  für  Perspectivcoustructionen. 


^j  s.  Mehmke,  Neue  Methode,  beUebige  numerische  Gleichungen  mit 
einer    rnbekanuten  graphisch   aufzulösen.     Civilingenieur   Bd.    XXXV,  S 
617,  1889. 
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DOb.  Winkel  für  Axouoiiietrie  nach  An<,^abo  von  Frur<.\ssor  Mehmke,  techn.  Hoch- 
schule Darmstadt.  Albert  Martz,  Fabrik  von  Zeichen-  und  Malutensilieo, 
Stuttgart. 


^ 


Diese  Winkel  erleichtern 
die  Herstellung  parallelperspoc- 
tivischer  Zeichnungen  nach  der 
Methode  der  orthogonalen  Axo- 
nometrie, indem  jeder  von  ihnen 
für  eine  bestimmte  Projectionsart 
—  es  sind  die  gebräuchlichsten, 
wie  1 :  J .  1 ,  1 :  J  :  1 ,  f  }  :  1 , 
T*ö-  i  - 1 »    «  •  8  •  ^  vertreten     — 

das  Ziehen  beliel>igor  Parallelleu  zu  den  Projectiouen   der  Coordinatenaxen 

enuügli(/ht. 

Der  Gebrauch  erhellt  aus  obiger  Abbildung.  (Mehmke.) 

99c  PerspectiYliueal.     Von  W.  F.  Stanley.     Math,  niech.  Institut,  London. 

102a«  Zeichnungren  zum  Kegrelschnittzirkel   von    Oberlehrer  Hilde braodt    in 

Braunschweig. 

Dem  Instrumente  ist  eine  Anzahl  von  Zeichnungen  beigefügt, 
welche  sämtlich  mit  Hilfe  des  Zirkels  entworfen  sind  und  die  Leistungs- 
fähigkeit desselben  veranschaulichen  sollen.  Es  sind  auf  ihnen  einzelne 
Kegelschnitte,  sowie  Scharen  und  Büschel  dargestellt.  Verschiedene  Curven 
wurden  auf  ihre  Genauigkeit  geprüft ;  die  Abweichungen  betragen  nur  Bruch- 
teile von  Millimetern. 

Ferner  ist  dem  Zirkel  ein  Masstab  beigegeben,  der  mit  Vorteil  dann 
gebraucht  wird,  wenn  es  sich  darum  handelt,  Curven  vou  vorgeschriebener 
Gestalt  und  Grösse  zu  entwerfen.  Die  Anwendung  desselben  ist  im  boigc- 
gebenen  „Nachtrage  zur  Gebrauchsanweisung^'  l>eschrieben. 

Weitere  Blätter  enthalten  eine  einfache  graphische  Lösung  einiger  Fälle 
des  Apollöuischen  ßerührungs-Problemes. 

(Vergl.  noch  die  Aufsätze  von  Prof.  E.  Fischer  Dingler,  Bd.  282 
und  287). 

(Hildebrandt) 

103a,     Elllptog^raplien  nach  .Angabe   von   Prof.  Th.  Alexander,   Trinity   College 
Dublin  und  A.  Thomson,  Science  College  Poona. 

Die  wesentlichste  Vervollkommnung  dieser  Elliptographen  besteht  in 
der  Einführung  einer  Führungsstange ,  welche  die  Reissfeder  genau  in  der 
Richtung  der  zu  zeichneudon  Curvc  führt.  Fig.  1  zeigt  die  Vorrichtung 
für  die  gowöhnlichon  Elliptographen.  Der  Kopf  der  Nadel  Q  befindet  sich 
hiübei  stets  genau  auf  der  instantanen  Axe  des  (virtuellen)  rollenden  Kreises 
und  ebeu.so  die  Nadel  QC  stets  normal  zur  beschriebenen  Curve.  In  C 
können  eine  gewöhnliche  Rcissfeder  oder  auch  Punktirradchen  angebracht 
werden. 


n.  Abteilung. 

Das  ausf^eKtolltc  MoiJl'U  it>t  in  Fig.  5  abgebildet.  Der  ringfönnige 
liabnu'ti  RFRF  rubt  auf  viur  FüKRcti  tiiit  tjtollschi-auboii.  Conueiitriscb  sum 
Kabmeu  bi;ivi,-gt  xiub  oia  Kiog  in  vii^r  Zahorädei'u  [je  t'iLiui'  an  Jttdeiii  Fuss). 

Auf  dioDeiii  Ring  Ist  eine  Brücke  CD  befestigt,  welcho  zwei  Rädor  M 
»□d  N  thigt.  Fig.  o  zoi^'t  diese  Kader  alloiii,  dureli  die  Dldham -Kuppel un;; 
verbunden,  nämlich  dureh  ''in  Kreuz  LI'L  (oder  Q)  mit  oinuui  Arm,  der  in 
Bwoi  Mutou  je  der  iHsidcn  Rüder  gleitet. 


Da.s  eine,  ebere  Rad  Sl  wiixl  im  Innern    eine.s  Kreisea  von   doppeltem 
Uadiua  geführt,  und  zwai-  entweder  dureli  eine  Zahni'adübertragiiDg  (Fig.  3] 
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oder  eine  Kette  ohne  Endo  (Fij;-  4)  oder  endlich  din  gowöhnlii;hft  Vorricht- 
ung (Fig.  5),    wio  Iiei  detu  aiisgoatoUton  Modell,     Dor  Stab  AABK  bewegt 


Fig.  5. 

sich  hior  so,  dass  FiinU  A  in  eia<'r  Nute  gleitet,  Baufeiuem  Kreise  gefQhrt 
wird.  K  bowegt  sioh  auf  einer  Geradoo  hin  und  her,  wobei  die  Führungs- 
RtoUen  VV  bewirken,  doss  der  MccliaDismiis  hei  seiner  Bewegung  die  toton 
Punkte  richtig  passirt  Würde  di^r  Zeich cnstift  auf  dem  Hade  M  fest  sein, 
so  hätten  alle  Ellipsen  deusolbon  Bolllirois.  Dessbalb  ist  der  Zeichenstift 
auf  dem  Bade  K  angnbraoht,  so  liaas  dor  „virtuello"  rolleade  Kreis  beliebig 
vom  Radius  0  bis  zur  voUeo  Urösse,  die  durch  die  Dimensionen  des  In- 
struinouta  bt'diugt  ist,  abgeändert  werden  kann,  nie  Art,  wie  diu  Führ- 
ungsataoge  angebracht  ist,  ist  iu  Fig.  3  ersichtlich.  Die  KotferaQu);  des 
Knopfes  E  von  der  Hauptaxe  betraf;)  das  dup]ieltn  der  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  des  Bades  n.     Der  Radius  des  (virtuellen)  rollenden  Kreises  ist 


X  =  --  (a  +  b),  wahrend  die  Entfernung  y  = 
sich  die  Axen  a  und  b  heliehig  varilrcn. 


-  (a  —  b)    ist.      So    lassen 


n 


■rbindt't,  orhriit  man  i'incii   A|>parat  zur  KrKßiigiiiig  oiuer  rationalen  Cnrvc 

iirtor  ürdniinj!   ('lio    ilimih  T miis formal  ioii    durch    rocipiuk''  iiailicn   acK 

oiiioin    Ki'^rtlMchnitt   liprg<'I<'iti't   wuriJon    kann).    In  ¥ig.  7    boschreibt   der 

I'uiikt  C  eiiio  Kllipse,  wituu  die  Küdor  A  U[iU  i(  sielt  mit  gluioher  GoiR'liwiu- 
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digkeit  in  «intgegengosotztor  Richtung  drehen.  Woun  man  aber  die  üober- 
tragung  so  bewerkstelligt,  dass  das  eine  Rad  sich  wenig  schneller  dreht, 
so  dreht  sich  auch  so  zu  sag<Mi  die  Axo  jener  ci-st  erzeugten  Ellipse ,  wie 
bei  den  Lissajous  -  Curven.  Drehen  sich  die  Axen  A  und  B  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung,  so  bes(;ln-eibt  C  einen  Kreis  vom 
Radius  00,  und  wenn  jetzt  das  eine  Rad  etwas  sislinelh^r  läuft  als  das  an- 
doi*e,  so  bes(^hreibt  0  eine  Spirale,  deren  Radiusvo(^tor  zwischen  den  Cirenzen 
a  und  b  zu  und  abnimmt.  Mau  kann  den  Apparat  etwa  verwenden  beim 
S(^hleifen  von  Linsen ,  indem  man  in  C  die  Polirvorriehtung  anbringt ,  oder 
auch  z.  B.  zur  Regulirung  einer  Dampfmaschine,  bei  der  die  Räder  A  und 
B  mit  glei<her  Geschwindigkeit  laufen  sollen. 

Die  ausgestellten  Modelle  sind  Eigentum  der  irischen  Akademie  and 
ausführliche  Beschreibung  in  den  Transactions  derselben  Band  29  Teil  19. 
(Separatabzug  zum  Preis  von  2,50  ßi,  in  der  Akademie,  19,  Dawson  street 
Dublin,  Ireland.)  (Alexander,  Thomson.) 


Ellifiscnzirkel  (D.  R  P.)  von  W.  Lehner.  stud.  mech.,  teohn.  Hochschule  München. 

Mit  nilfe  des  Kreises  MA  wird  eine  Ellipse  PP  da<lurch  erzeugt,  dass 
die  Abs(^issen  MD  des  Kreisens  ihrer  Grösse  nach  die  Absrassen Verschiebungen 
des  Punktes  P  werden,  die  Ordinaten  AD  jedoch  in  cnnstantem  Vorhältnisse 
verkürzt  werden. 

i  JT 


X  myiure 


Die  Abseissen  vun  P  werden  dadurch  bestimmt,  dass  ein  Zaj»f(»n 
A  den  Schhtteu  Fdlll  in  Richtung  der  x-Ax»'  vorschiebt,  indem  A  in  dem 
Schlitze  AI)  und  der  Schlitt««ii  auf  dem  festen  Itahmt^u  RR  gleitet.  KL  ist 
na<^h  Einstellung  des  Zirk«'ls  mit  dem  S«:hlitten  durch  Sclirauben  fest  ver- 
bunden. Die  Ordinaten  P(^  ^ind  durch  Punkt  C  bestimmt,  der  nach  Ein- 
stellung des  Apiiaratcs  eine  feste  l^age  auf  der  constanten  Strecke  AB  hat 
indem  währen«!  der  Bewegung  von  A  der  Punkt  B  längs  der  x-Axe  gleitet, 
gilt  stets  die  Proportion  AD  :CE  =  AB  :CB  =-.  tonst.  Die  Bewegung  des 
Punktes  C  wird  auf  den  Punkt  P  vermittelst  eines  Gleitstückes  übertragen, 
mit  welchem  Punkt  P  fe^t  verbunden  ist,  und  das  sieh  zunächst  im  Schlitz 
KL  frei  bewegen  kann:  ilurcli  d'-n  in  der  Rille  Cl»  (Cp  ])arallel  zur  x-Axe) 
sieh  bewegende?!  Zapf»'n  ('  eriiiilt  l'unkt  P  eim>  bestimmte  Ordinate  1\>=CE 
zugewiesen. 
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n.  Abteüuiig. 


Die  (.>rdiDatoD  PQ  siud  daher  aus  den  Ordinatea  AD  des  Kreises  durch 
VorkürzuMg  in  dem  constanten  Verhältoisso  CB :  AB  erhalten  und  P  be- 
schreibt eine  Ellipse. 

Di(^  Halbaxen  können  am  Apparat  unmittelbar  eingestellt  werden ;  wenn 
MA  ±  MB  ist,  so  ist  der  Radius  MA  gleich  der  einen,  die  Strecke  PQ  gleich 
der  andern  ITalbaxe.  Der  Radius  MA  kann  durch  Verkürzung  (xlor 
Vorlängoruiig  in  M  auf  verschiedene  Länge  gebracht  werden  ;  die  andere 
Halbaxc  PP  kann  behebig  variirt  werden,  wenn  die  Schrauben  FC  und  L 
gtjlüftet  sind,  da  auch  Zapfen  C  nur  durch  eine  Schraube  mit  AB  verbun- 
den wird.  (K.  Fischer.) 


105a.  Parabelzeiehner  construirt  und  ausgestellt  von  Ingenieur  K.  A.  Mayer  an  der 

Handw.-  u.  Kunstgewerbe-Schule  in  Hannover. 

Der  Apparat  beniht  auf  dem  Satze:  Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer 
Ebene  so,  dass  die  Summe  seiner  Abstände  in  Bezug  auf  eine  in  dereelben 
Ebene  liegende  Gerade  und  einen  festen  Punkt  dieser  Geraden  constant 
bleibt,  so  entsteht  eine  Parabel.  (K.  A.  Mayer.) 

107a.  Spiral-Zirkel  nach  Feldmaier,  verfertigt  und  ausgestellt  von  M.  Ott,  Workstätte 
für  Präoisiousmechanik,  München. 

Aus  nebenstehender  Skizze  ist  die  Form  des  Zirkels  ersichtlich. 

Der  eine  Sclienkel,  welcher  in  seinem  mittleren  Teil  mit  stark  steigen- 
dem Cle winde  vei*sehen  ist,  wird  senkrecht  auf  das  Papier  gestellt  und 
festgehalten.  Auf  dessen  Gewinde  befindet  sich  eine  Mutter,  mit  welcher 
ein  StahMreieck  verbunden  ist,  dessen  einer  Winkel,  entsprechend  der 
gewünschten  Steigung  der  Spirale  geändert  werden  kann. 

Wird  der  zweite  bewegliche  Schenkel  um  den  ersten  gedreht  und  da- 
mit auch  die  Mutter,  so  schraubt  sich  letztere  in  die  Höhe  und  die  eine 
Seite  des  Dreiecks  drückt  mittelst  des  Stiftes  m  den  Schenkel  langsam  nach 
aussen,  wodurch  die  .auf  einer  Hülse  verschiebbare  Zeichnungsfeder  eine 
Spirale  r  =  xcp  beschreibt. 

Wird  das  Stalildroieck  an  dem  bewegliclieu  Schenkel  angebracht,  so 
ändert  sieh  während  der  Bewegung  zugleich  der  Aogriflswiiücel  und  mau 
erhält  ein«'  Spimlo  mit  wachsender  Steigung.  (Max  Ott.) 
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107b.  Mechanismus  zum  Zeichnen  Ton  Kreisen  und  Spiralen  Ton  einem  Punkt 
ausserhalb  des  Centrnms,  nach  Professor  Cerebotani,  ausgeführt  von 
M.  Ott,  Werkstätto  für  Fräcisioüsniechauik,  München. 

Wiixi  ein  Stab  a  derart  gelagert,  dass  er  sich  in  einer  drehbaren  Hülse  b 
verschieben  kann,  und  dann  mittelst  einer  um  den  festen  Punkt  c  dreh- 
baren Kurbel  r  bewegt,  so  beschreibt  irgend  ein  Punkt  o  des  Stabes  eine 
Cardioide,  von  welcher  der  eine  ovalförmigo  Teil  in  der  Figur  gezeichnet 
ist.  Uezeichue  nun  R  die  Entfernung  des  Berührungspunktes  des  Stabes 
in  seiner  Grenzlago  mit  der  Curvo ,  wie  von  der  Mittellinie ;  vergrössert 
man  dann  den  Weg,  welchen  Punkt  e  macht,  in  der  Längsrichtung  dem 
Verhältnis  bc :  co  entsprechend,  so  beschreibt  e  einen  Kreis  vom  Radius  R. 
Dies  wird  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Aiitriebstange  in  ein  kleines 
Zahnrad  n  eingreifen  liisst,  welches  mit  einem  grösseren  Zahnrad  r^  fest 
verbunden  dem  Stab  g  die  gewünschte  vergrösseite  lüngsbewegung  er- 
teilt,  da  sich  r^ :  r2  =  co :  bc  vorhält. 

I>as  Zeichnen  von  Spiralen    wird    dadurch    ermöglicht,    dass  man  die 
IJinge  des  Hebels  r  während  der  Dn^hung  sich  ändern  lässt. 

(M.  Ott.) 


107c  Apparat  zum  Zeichnen   von  Curven  aus  ihrer  KrOmmunp^.    Von   C.  V. 
Boys,  A.  R.  S.  iM.,  F.  R.  S.  Dmdon. 

Lord  Kdvin  hat  folgendes  Vorfahren  zur  Verzeichnung  irgend  einer 
Capillaritätsfläche  die  zugleich  Rotationsfläche  ist  gegeben:  „Durch  einen 
Punkt  N  der  Axe  isioht  mau  eine  Gerade  NP,  welche  die  Axc  unter  be- 
liebigem Winkel  schneidet.  L^m  irgend  einen  Punkt  0  dieser  Geraden  als 
Mittelpunkt  beschreibe  man  einen  kleinen  Kreisbogen  PP'.     Es   sei  N'    der 


.Vtveau 


Punkt,  in  welchem  OP'  die  Axe  schneidet.  Man  messe  NP,  N'  P'  und  die 
Differenz  8  der  Abstiinde  der  Punkte  P  und  P'  vom  Niveau  der  Flüssig- 
keit,    öt  sei  ein  linearer  Parameter.     Dann  werde  der  Ausdruck 

Va»  ^OP      NP      N'P'/ 
berechnet,  die  entsprechende  l^ge  in   den  Zirkel   genommen  und   von  P, 
aus  auf  OP'  abgetragen.     I'm  den  so  bestimmten  Punkt  0'  beschreibe  mau 
einen  zweiten  kleinen  Kreisbogen  P'P"  und  setze  das  Verfahren  in  gleicher 


50  n.  Abteilung. 

Weise  fort.  Die  kleiuen  Kreisbogen  werden  dann  eine  Curvc,  nämlich  den 
Meridian  ein**r  die  Flüssigkeit  Ix'gronzendeu  Hotationstliifh«.'  hüdon". 

(Gefimotriscli  ausgedrückt,  handelt  es  sich  um  die  Ermittulung  einer 
Rotationsfläche,  deren  mittlere  Krümmung  proportional  ist  der  Entfernung 
eines  Punktes  von  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene). 

Herr  Boys  (PhiL  .Magazine  for.  July  1893)  hat  nun  einen  Apparat 
coostruirt,  welcher  einerseits  die  Construction  der  kleinen  Kreisbögen 
andrerseits  die  Berechnung  des  obigen  Ausdruckes  erleichtert.  Er  besteht 
aus  einf^m  Celluloidstreifon  der  von  einem  mit  x  bezeichneten  Punkte  nach 
beiden  Seiten  eine  Teilung  trägt,  deren  Bezifferung  nach  den  reciproken 
Entfernungen  vom  Punkt  x  fortschroitet.  Der  Punkt  x  tragt  eine  Blei- 
stiftspitze, welche  die  Curve  ^schreiben  soll.  Das  momentane  Centrum 
für  die  kleine  Dn.-hung  des  Colluloidstn?ifens ,  welcher  zur  Beschreibung 
eines  kleinen  Kreisbogens  dient,  wird  durch  «lie  eine  Spitze  eines  kleinen 
Dreifusses  gebildet,  dessen  andere  Spitzon  zur  Befestigung  auf  dem  Zci<;hen- 
br.'tt  dienen.     Infolge  der  eigeuthümlichen  Teilung  des  Streifens  lassen  sich 

die  Grössen     -.  und  ^-~  unmittelbar    am    Streifen    ablesen.     Durch 

Summation  erj:ibt  sich  der  n^^'iprok»?  Wert  des  Kelvinschcn  Ausdrucks, 
der  dann  gl»>i«h  wie-Jer  direkte  .\nw»*ndun;i:  zur  Aufsuchung  des  neuen 
Moinentancentrums  auf  dem  Streif eu  findet.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  man 
auf  ähnliche  Weise  beli».'b:g'?  l'urven  construiren  kann,  deren  Krümmungs- 
radius in  einfacher  Beziehung  zur  Länge  «ler  Normalen  steht,  z.  B.  elastisrhe 
liiiieu,  Cykl'jiden,  Kettcnlinien  und  ihre  Evoluten  und  Kegelschnitte. 

(Finsterwalder. ) 

108    Perspeeto^niph  von  M.  Stühler,  \eriertigt  von  W.  6.  Dinkelaeyer  (Xära- 

heig\  aos^e.'ttelU  von  A    Brtigger,  München. 

Der  in  Nr.  105  des  Haupt kataloges  beschriebene  Apparat  in  4  Aus- 
lührangeu. 


J.  Modelle  für  den  Elementar-Untcrricht  in  Plani- 
metrie,    Stereometrie,     Trigonometrie     und     dar- 
stellender Geometrie. 

l!!Oäi.    I^hrmittel  fOr  (Geometrie  von  ()h»erkhier  C.  6.  Kuaaer  in  Dresden. 

Eine  .*^amnihing  einfa-h^^r  Vei'ans':haulichu[ig>mittel  für  den  ersten  geo- 
metrischen Unten  icht  an  Volksschulen  und  an  den  unteren  Classen  höherer 
Lehrau.>taiten. 

127  a  Drei  Reliefpcrsiieetiv-Xodelle  aus  Oyps  von  Pmf.  L.  Buniester.  Mathe- 
matisches Institut  und  Sammlung  för  darstellende  Geometrie  an  der  Tecn- 
ttischen  Hochschule  in  München. 

JlodeU  Xr.  1  enthält  die  reliefpersp*^:tivisehe  Daretellung  typischer 
Körper:  Würfel  mit  Kegt*!.  Cylinder  mit  Kugel  und  architektonisch  ge- 
gliederten Obeli>ken. 

Modell  Sr.  '2.    Kcliefpeispeotivische  Darstellung  einer  Bogenhalle. 
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Modell  Nr  3,  Reliofperspectivische  Darstellung  einer  romanischen 
Basilika. 

Der  Augpuukt  ist  auf  diesen  Modelleu  durch  ein  rothes  Kreuz  raarkirt 
und  die  Augdistanz  ist  auf  der  Modell- Etiquette  angegeben.*) 

(L.  Burraoster.) 

127b.  Sainiiiliini^  von  '40  Origrinal-Photographicn  mit  EiuzeiehnuBfeii  zur 
riitcrsiicliiiiig  der  Perspective  in  Bildern  alter  Meister  von  Prof.  L. 
Burmester.  Sammlung  für  darstellende  Geometrie  an  der  Teohni8Chen 
Hochschule  in  München. 

Die  Schönheit  eines  Bildes  ist  in  \ielen  Fällen  berechtigt,  mannig- 
faltige Abweichungen  von  den  Perspectiv-Cresetzen  nicht  nur  in  den  figuralen 
Beziehungen,  sondern  auch  in  den  geometrischen  Gestaltungen  zu  fordern; 
und  der  Maler  muss  deshalb  von  seinem  Kunstgefühl  geleitet  auf  dem  Wege 
der  Compromisse  zwischen  den  Bedingungen  der  Aesthetik  und  der  Perspective 
seinen  erhabenen  Zweck,  die  Schönheit,  erreichen. 

Alle  Abweichungen  von  den  Gresetzen  der  Perspective  sind  künstlerisch 
vollberechtigt  und  nicht  als  Fehler  zu  betrachten,  wenn  diese  Abweichungen 
von  der  Schönheit  des  Bildes  gefordert  werden  und  so  geordnet  sind,  dass 
dieselben  nicht  im  bemerkbaren  Widei*spruoh  mit  unserer  perspectivischen 
Anschauung  stehen,  die  wir  durch  die  Beobachtung  in  der  Wirklichkeit 
empfangen  haben. 

In  dieser  Auffassung  sind  die  Einzeichnungen   und  Erläuterungen   auf 

den  Bildern  zu  betrachten. 

(L.  Burmester.) 

128a,    Historische  Notiz  über  die  Modellsam uilnngr  von  Muret 

Der  Ursprung  der  Modellsammluug  von  Muret,  herausgegeben  von 
Delagrave  geht  auf  etwa  70  Jahre  zurück,  auf  die  Zeit,  in  welcher  Monge 
sein  berühmtes  Work  über  die  descriptive  Geometrie  erscheinen  Hess.  Da- 
mals war  Bardin  Eleve  an  der  Ecole  polytechnique.  Er  wurde  bei  seinem 
Austritt  aus  der  polytechnischen  Schule  zum  Professor  der  Mathematik  an 
der  ^*ole  d'applicatiou  zu  Metz  ernannt  und  erkannte  hier  sofort  die 
Schwierigkeit,  welche  seine  Zuhörer  in  der  räumlichen  Anschauung  fanden 
und  suchte  von  da  ab  durch  die  Herstellung  spocieller  Modelle  ,,das  Lesen 
im  Kaum''  zu  erleichtern. 

Solche  Modelle  erwiesen  sich  im  Unterrichte  wio  in  wissenschaftlicher 
Arbeit  als  ein  wichtiges  Hilfsmittel;  abor  Bardin ^  welcher  unausgesetzt  in 
dieser  Richtung  für  die  grossen  Schulen,  an  denou  er  lehrte,  thätig  war, 
sorgte  nicht  genügend  für  die  Verbreitung  seiner  wichtigen  Arbeit;  dies 
führte  erst  sein  Nachfolger  Muret  aus ,  der  13  Jahre  laug  Schüler  und 
später  Mitarbeiter  Bardins  gewesen  war.  Nach  dem  Tode  Bardins  1Ö68 
begann  Muret  zunächst  damit,  das  beträch tlich(»  Werk  seines  Lehrers  zu 
ordnen,  wieder  herzustellen  und  zu  vei  vollständigen  und  es  den  verschie- 
denen Aufgaben  des  Unterrichtes  anzuschliessen ;  dabei  unterstützte  ihn  ein 
junger  Verleger  Delnqrnvi\,  der  gleich  ihm  mit  vollem  Eifer  für  diese  Neuerung 
eintrat  und  in  der  Folge  sich  in  diesem  Zweige   weithin    bekannt    machte. 


*)  Vergl.  Burmester^  Gruudzüge  der  Reliefperspectivo.    Leipzig  1883. 

4» 
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Die  heutzutage  überall  angewandte  Methode  des  AnBchauungsuntemchtes 
Hess  sich  aber  damals  nicht  ohne  Schwierigkeit  und  äussei-ste  Anstrengung 
einführen.  (Muret.) 


K.  Polyeder,  Polygon-  und  Polyederteilung  von 

Flächen  und  Räumen. 

VSIZa  16  Modelle:   flerstellnng  der  Platonisehen  Körper  ans  Papierst reifen 

von  Privatdozent  H.  Wiener,  Mathematisches  Institut  der  Universität  Halle  a/S. 

1.  Wie  man  in  einem  Blatt  Papier  durch  Zusammenfalten  eine  Gerade 
herstellen  kann,  und  durch  Aufeinanderlegen  der  zwei  Hälften  dieser  Ge- 
raden eine  dazu  senkrechte  Gerade  erhält,  so  lassen  sich  ohne  Hilfe  von 
Zirkel  und  Lineal,  allein  durch  Zusammenfalten  aus  einem  Papierstreifen, 
der  auf  den  Seiten  durch  zwei  parallele  Kanten  begrenzt  ist,  das  Quadrat 
und  das  regelmässige  Dreieck  und  Fünfeck  herstellen ;  und  aus  ihnen  können 
durch  richtiges  Aneinanderfügen  dieser  Vielecke  und  durch  Zusammenkleben 
die  5  Platonischen  Köri)er  gewonnen  worden. 

2.  Das  Quadrat.  Legt  man  den  Papierstreifen  so  zusammen,  dass  jede 
Kante  in  zwei  Hälften  mit  sich  selbst  zui*  Deckung  gelangt,  so  erhält  man 
eine  kurze  Knick-Kante,  die  senkrecht  auf  den  (jetzt  doppelt  liegenden 
Seitenkanten  steht.  Halbirt  man  an  einer  der  Streifenhälften,  die  in  der 
Knickkante  zusammenstossen,  den  rechten  Winkel,  indem  man  seine  beiden 
Schenkel  aufeinanderlegt,  nämlich  die  eine  Seitenkante  auf  die  Knickkante, 
so  erhält  man  ein  gleichschenkeliges  rechtwinkeliges  Dreieck,  über  dem  ein 
congruentes  Dreieck  liegt.  Knickt  man  nun  von  den  beiden  Streifenhälften, 
die  jetzt  einen  rechten  Winkel  bilden,  abwechselnd  die  eine  und  die  andei^ 
um,  indem  mau  stets  die  Längskante  der  einen  als  Knickkante  der  anderen 
benützt,  so  erhält  man  eine  Reihe  von  Quadraten,  deren  mittelstes  aus  den 
beiden  Dreiecken  besteht.     [Nr.  1  u.  2] 

3.  Den  Würfel  erhält  man,  indem  man  die  beiden  Dreiecke  aufeinander 
klebt  und  an  jeder  Streifenhälfte  vier  von  den  angebogenen  Quadraten  zu 
einer  Zone  des  Würfels  verwendet;  das  vieiie  Quadrat  einer  jeden  dieser 
Zonen  klebt  man  auf  das  erste  Quadrat,  das  durch  die  Dreiecke  nur  zur 
Hälfte  ausgebildet  ist.  Die  beiden  Zonen  überkreuzen  sich  noch  in  einer 
Fläche,  in  der  die  beiden  Quadrate  ebenfalls  auf  einander  geklebt  werden, 
[Nr.  7.] 

4.  Um  den  Winkel  von  GO**  —  und  daraus  das  gleichseitige  Dreieck  — 
zu  construiren,  drittele  man  den  gestreckten  Winkel,  indem  man  an  irgend 
einem  Punkte  dos  einen  Streifenrandos  sowohl  die  eine,  wie  die  andere 
Hälfte  dieses  Kandes  umlegt.  Dabei  entstehen  zwei  Knicklinien;  an  die 
ei-ste  wird  die  zweite  Hälfte  des  Kandes,  an  die  zweite  die  crete  Hälfte 
des  Randes  angelegt.  Dadurch  sind  aus  dem  gestreckten  AVintel  drei 
gleiche  Winkel  gemacht,  nämlich  der  zwischen  den  Knicklinien  liegende, 
gleich  denen  zwischen  je  einer  Knicklmio  und  einer  Randhälfte  liegenden 


CjODinetrio.  IC  h)\ 

Winkeln.  Es  bedarf  nur  oini»r  kurzon  f^bunj;,  um  dio  zvuM'st  Ytuillull^  ^;i'- 
wählton  Knicklinien  mit  gorinp»r  Voi'soliiebuiig  in  dio  voiiiin^fto  \m\h^  /.u 
bringen.     [Nr.  3.] 

Aus  dem  Winkel  von  <>()^  entsteht  dur<'li  \V(Mton's  Umknirken  den  StroilouN 
ein  regelmässiges  Dreieck,  und  danius  dann  b(di«d)ig  vioN«.  \h\hv\  U%o 
man  ei*st  das  eine  Endo  des  Streif(»ns  in  solcho  Dreiecke,  und  iiinrauf  iTst 
das  zweite.    [Nr.  4.\ 

5.  Zum  Tetraeder  nehme  maii  fünf  regelmässige  Dreinrke  dos  SfroifonH 
und  klebe  das  letzte  auf  das  orsfe.     [Nr  9.\ 

6.  Zum  Oktaeder  genügen  sieben  sohfhor  Droioek«?,  von  dcnon  dits  bitzio 
auf  das  erste  geklebt  wird,  falls  man  sicii  auf  eirjo  Zon«;  des  OktnodorM  be- 
schränkt, so  dass  zwei  gegenüberliegende  Soitenlläctbiwi  foldon.     |A^r.  H.\ 

Zum  vollen  Oktaeder  bdde  man  zuerst  (aus  7  Dreii'cken;  eine  Zone,  dun 
achte  Dreieck  klappe  man  um,  klebe  es  auf  «ian  vorbergehijnde  und  Iiimho 
eine  zweite  Zone  folgen.  Wo  zwei  Dreioeke  vorH(;biedoner  Zonen  iib«T- 
einander  zu  liegen  kommen,  klebe  man  sie  zusannneri.  Da  hobon  dtw  V(»i'- 
letzte  Dreieck  der  zw(?iten  Zone  auf  ein  Dreieek  der  eiKten  Zone  zu  bej(on 
kommt,  genügen  13  statt  14  Dreiecke  des  Streifens.  Aiiabu'o  nomerkunK"n 
gelten  für  die  folgenden  Körper,  l>ei  denen  ^ieb  durch  ZerHtücken  (Um 
Streifens  die  Zahl  der  notwendig'.-n  Fbiehen  noch  verringern  liiHMt.    (Ar.  JO  | 

7.  Zum  Ikomedt^r  stelle  man  zuernt  eifMj  Zori'-  von  10  Dreiecken  her, 
indem  man  das  elfte  Dreieck  des  .Streifons  auf  da-i  ersti;  klebt.  Dem  zwölfUj 
Dreieck  klappe  man  um  und  kb.'U'  ^.«s  auf  das  errtte  ^;lfte,,  und  la-vH'j  en  aU 
Anfangädreieck  einer  neuen  Zone  dj*-Men.  deren  Enddreieek  'da*»  2^.;  wieder 
über  daä  erste  zu  liegen  kommt.  K;jie  dritte,  in  ^l'-i'.ber  Wei^j  siu^fUiifU' 
Zone,  vollendet  den  Körp»vr.  der  .v>  ..  j-.  'X^.  in  dem  Streifen  aneinander^r/j- 
reihten  Dreiecken  trebiidet  ist.     [AV  Vi.\ 

b.  Am  üb-rrav-h'-nd-tefi  j-t  «Ü«-  Anferti;runjr  de-  rf(ft'lmäHtfi*irn  Funfrtkn 
und  des  rege!nj;i.»-;i::"n  Dvieka<-'i<-f-,  \'ori  «'inern  w/leben  Ponfe/rk  wird 
durch  eine  DiA^^-f/ale  eir*  a.\eri.i'pi";''.I;g»--5  \i*:\t'.\,  '  \i,u\fHrnlU:h>'/r:itutti,  ab* 
geschnitten,  d^^^-u  Wink«:*  ;  ijfj'j  i  'i*-  '/e-,ff«./'Jtt,.i,  WirAel^  hitAv^u,  v/ 
dass  man  zw*-:  ^ArU(:  Vj«:fv^:ke  in  -i-r  W«';-*»  'd,*,i-.*,ixft'U'f\*  y  *,  i-JUtn .  '\h*>. 
die  paralleleij  «i-v-rfjviteL  . -:  \*-rliU)i*'r  .u/t^i,  ,i4f  p;i;an^}'f.  0<'jref*>/';t/^i 
des  ar  :^F.-L  K'i*r'-  —  hiA  'V'.-'O  !>i--/  *\'}.i  '.,f.e  m.';'-»/ /e  Sti/jti/.  </,l':Ut',t 
Vivr^r.ite  JL   -.'--r.  Par;il:el-*'-  f'.'.  a/.-r.f,a.'i  i*-f  i'-'/erj ,    '. ''.    .fit»',  «/f/ere  \*/^>i> 

Kikk*  rr-s.-.    .'.     >.:  iU-r.-    •:>.-    za-v-   '»'    t*"'i     .'r,    ';;e  Ka?.*-     vff*.    r;.h 

^-    i-'^'-vs-^.   •*    .:.*.;       7:   '    :       :.-..».,     .     .•,.••..;       • *- 

ljk:\/  u."'-.     ..n -r    .  :         .    ■    h- ,■'."    ■-'      ■■■•    ' -■•    x'     y  *  '^^  *♦'     • 

»..•V'"  -     v. ■■    •;•.•<•.•    i."      /  r«.       t  ..  ■    -,  .*-  /*<../*   '^'-^    3^^ 'au^ '^ ''.vjr. 
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Auf  das  fertige  Fünfeck  falte  man  zuerst  die  eine  (später  die  andere) 
Hälfte  des  Streifens  zu  solchen  Vierecken  auf,  wie  sie  oben  besch neben 
sind  Dies  geschieht,  indem  man  die  Knickkante  und  die  kürzere  von  den 
parallelen  Gegenkanten  des  Vierecks  mit  zwei  Seiten  des  Künfccks,  die 
breite  Basis  mit  der  Diagonale  zur  Deckung  bringt.     \Nr.  0.] 

0.  Um  nun  das  regelmässige  Dodekaeder  zu  bekommen,  ist  es  nicht 
nötig,  fertige  Fünfecke  zusammenzusetzen,  sondern  die  Reihe  der  Vierecke 
genügt.  Man  bilde  eine  aus  6  Vierecken  bestehende  Zone  dadurch,  dass 
man  das  7.  auf  das  erste  klebt.  Knickt  man  dann  das  8.  Viereck  um,  so 
legt  es  sich  halb  auf  das  I.  (7.)  und  so  entsteht  das  erste  Fünfeck.  Die 
mit  dem  8.  A^'iereck  beginnende  zweite  Zone  schliesst  im  ganzen  vier  Paare 
von  Vierecken  zu  je  einem  Fünfeck  zusammen,  die  ebenso  angefügte  3. 
und  4.  Zone  je  zwei  und  die  5.  Zone  die  4  noch  fehlenden  Fünfecke  und 
damit  ist  das  Dodekaeder  fertig.  Dabei  sind  zum  ersten  Fünfeck  10,  zum 
gegenüberliegenden  5  und  zu  den  übiigen  zehn  je  2  Vierecke  vei-wandt. 
[Nr.  16.] 

10.  Fügt  man  zu  den  35  Vierecken  noch  ein  weiteres  bei,  so  legt  es 
sich  umgeknickt  cougruent  über  das  erste  Viereck,  so  dass  eine  daran  ge- 
hängte 6.  Zone  wieder  die  l.  Zone  überdecken  würde.  Klebt  man  das  3(i. 
auf  das  erste  und  löst  alle  übrigen  Verbindungen  ,  so  erhält  mau  ein  fjc- 
schlossenes  Band^  das  —  weil  im  Streifen  das  36.  ungleiche  Lage  mit  dem 
1.  hat  —  einmal  gedreht  int  (unter  Umständen  auch  3-,  5  mal),  also  im 
AfofctMs'schen  Sinne  eine  einseitige  Flache  darstellt.    [Nr.  14.] 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  beim  Ikosaeder  durch  Zufügen  einer  34. 
Dreiecksfläche  ein  einmal  verdrehtes,  geschlossenes  Band  herstellen.  [Nr.  IL] 

Beim  Oktaeder  ist  noch  eine  dritte  Zone  hinzuzufügen,  dajin  die 
22.  Fläche  auf  die  1.  zu  kleben,  so  erhält  man  ein  ebensolches  Band.  Auch 
der  Würfel  lässt  sich  in  zwei  Zonen  aus  einem  solchen  verdrehten  Bande 
zusammenfalten,  das  aus  10  Quadraten  besteht,  von  denen  das  letzto  auf 
das  ei*ste  geklebt  ist  und  von  denen  zwei  in  je  zwei  iJreiecke  zerlegt  sind. 
Wir  erhalten  das  Ergebnis:  Die  regelmässigen  Körper-:  Würfel j  Oktaeder 
Ikosaeder^  Dodekaeder  lassen  sich  aus  einem  einmal  verdrehten  geschlossenen 
Band  durch  geeignetes  Falten  und  Zusammen klebe^i  herstellen,  wenn  nur 
das  Verhältnis  von  Länge  und  Breite  des  Bandes  für  jeden  dieser  Körper 
richtig  gewählt  ist. 

In  Nr.  12  und  Nr.  15  ist  die  Art  des  Zusammenfaltens  für  Ikosaeder 
und  Dodekaeder  dargestellt. 

Für  das  Tetraeder  bilden  die  5  Dreiecke,  von  denen  das  letzte  auf  das 
erete  geklebt  ist,  von  selbst  ein  geschlossenes,  aber  unverdrehtes  Band. 

(H.  Wiener) 

132b  6  Modelle  hergestellt  aus  llralit  mit  ei n gespannten  Faldeu^  nach  Angabe 
von  Privatdocent  H.  Wiener,  math.  Institut  der  Universität  Halle  a/S.  *) 

a)  Die  geschlossenen  Systeme  vmi  Spiegelaxen  zur  Erzeugung  der  Be- 
wegungsgruppen der  regelmässigen  Körper  (Modell  Nr.  1  und  2).  Nr.  1 
stellt  die  6  Linien  des   regelmässigen  Oktaeders  (Würfels)  dar,    welche  die 

♦)  Schrank  Nr.  (6). 


Geometrie.  K.  65 

Mitten  der  Oegeukanten  veii>itidoD,  während  dieselijen  Linien  des  i*egel- 
niässigen  Ikosaedoi-s  (Dodekaeders)  das  Modt^ll  A>.  2  vorzeigt. 

Diese  J.inien  bieten  ein  gruppentheoretisriu's  Interesse  dar:  in  lieiden 
Fällen  liegt  ein  System  von  (Icraden  vor,  von  denen  jede  au  joder  anderen 
ges[)i«»gelt  wieder  »»ine  (lerade  dt?s  Systems  ergibt;  man  kann  ein  sob-hes 
System  als  ein  geselilossenes  System  von  Spi«'gelaxeu  und  die  Spiogcdungeu 
au  ihnen  als  ein  gcachlossenes  Syatem  von  Spiegelungen  bezeiehnen.  An 
derartigen  Spiegelsysten^en  lassen  sieh  wichtige  Opemtionsgruppeu  in  ein- 
facher Weise  herleiten.  So  erhält  man  alh?  Bew(»gungen  der  ^^Tetraeder- 
gruppe*',  indem  man  die  Spiegelungen  an  j«'n«Mi  (5  Axen  zu  je  zwei(»u  zu- 
sammensetzt, die  der  ^,Oktaedrrgruppe'\  indem  man  hierzu  noch  die 
6  Spiegelungen  selbst  und  die  Kolgen  von  je  dreien  von  ihnen  zufügt. 
Bildet  man  el)enso  die  Folgern  von  je  zwei  Spiegelungen  an  dt;n  in  Nr.  2 
dargestellten  Axen,  so  erhält  man  die  Bewegungen  der  ,^Iko8aedergruppe^\ 

Es  sei  darauf  hingewiesen,  dass  die  gestdilossonen  SpiegeLsyst^me  wich- 
tige Dienste  zur  Aufstellung  der  ,, regelmässigen  Punktsysteme*'  bieten,  das 
sind  unendliche  Punktgruppen,  wie  sie  z.  B.  in  der  geometrischen  Theorie 
der  Krystallstnictur  gefordert  werden.  Siehe  für  die  Darstellung  dieser 
Gruppen  auch  die  Modelle  der  vorigen  Nummer. 

b)  Die  höheren  regelmässigen  Körper  (Nr.  3  bis  6).  Modell  3  stellt 
die  zwei  einem  Würfel  oingeschriel)enen  Tetraeder,  Modell  4  die  5  einem 
Ikosaeder  eingesehriebenen  Würfel  dar.  Die  Modelle  5  und  6  geben  die 
bekannten  vier  Poinsot'schen  Körp(»r  und  zwar  zunächst  Nr  ö  das  ztcanzig- 
eckige  Stemdodekaeder,  ^\\6  das  sterneckige  Dodekaeder^  womit  gleichzeitig 
die  beiden  übrigen,  das  zicölf eckige  Sterndödekaeder  und  das  sterneckige 
Ikosaeder  dargestellt  werden.  (H.  Wiener.) 

137a  Rflumlieher  Winkelspieg el  augefertigt  von  KrQss,  Hamburg,  nach  A  ngabc 
von  Prof.  E.  He88,  T'^niv.  Marburg.     Nachtrag  zu  137. 

Ein  vierter  Winktdspiegel,  welcher  dem  Falb' 

Ai=    °^   ,  A,  .--- A3  =  1K)";  'xi=       ^  »a,=  a,=90":m  =  -4p,(p  =  2,34,..., 

entspricht  und  web'her  von  einem  im  Inneren  der  Eeke  beündlichen  Punkte 
4p  —  1  Bilder  erzeugt,  welche  mit  dem  Punkte  selbst  den  Eckpunkten 
eines  gleicheckigen 

prismatisrhcn  (2  -|-  P  -h  p)-nächigen  2.2p-Ecks 
entsprechen,    ist    ebenfalls    nach    den   Angaben    des    Unterzeichneten    von 
Dr.  Krüss  in  d(M-  Weise  hergestellt  wonien,    dass  zwei   ebene  Spiegel  um 
ihre  Schnittkante  als  Axe  drehbar  eonstruirt  und  mit  einem  dritten  zu  der 
Axe  senkrechten  Spi«»}:«d  verbunden  wurden. 

ji)  Für  p  =  2,  Aj  —  a^  =  iMy*,  ni  =  8  erhält  man  dann  mittelst  einer 
passend  eingelegten  Figur  die  holoedrischen  Formen,  wie  au(rh  die  Com- 
binationsgrstjüten  des  rhombischen  und  die  pentagonal-hemiedrischen^  wie 
auch  die  holoedrischm  Formen  des  regulären  Systems; 

b)  Für  p  =  4,  A 1  =  a,  =  45'^,  m  =  16  resultiren  die  Formen  des  letr.igonalen^ 

v)  Fül  p  =  6,  A 1  =  a,  =  3(/*,  in  =  24  dic^jenigen  des  hexagonctlen  Systems. 
Auch    kaim   dieser  Apparat,    bei  Weglassuug   des  dritten  Spiegels,    zur 
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Darstellung  solcher  Formen,  welchen  zwei  oder  iiiehi-ero  sich  in  eitier  Axe 
schneidende  Symmetrieebenen  zukommen,  z.  B.  der  sphenoidisch-Jtemiedrischen 
Formen  des  tetragonalen^  der  rhomboedriachhemied^-ischen  Fonnen  des 
hexagonalen  Systems  benutzt  werden,  während  endlich  mit  Hilfe  eines  (des 
dritten)  Spiegels  diejenigen  Formen,  welche  nur  eine  Symmetrieebene  be- 
sitzen, z.  B.  die  pyramidal'hemiedrisrhen  Formen  des  tefragonalen  und 
des  hexagonalen  Systems  und  die  Fornien  dos  monoklineu  Systems  dar- 
gestellt   werden    können.     (Vgl.    die    citirte  Abhandlung:     Neues  Jahrb.  f. 

Mineralogie  1889.    Bd.  1  S.  54-65.) 

(E.  Hess.) 

137  b  Drei  Modelle  von  abwickelbaren  Polyedern  in  Gestalt  von  Ziekzaek- 
llilehen.    Von  Prof.  Chr.  Wiener  in  Karlsruhe,  1880. 

Gewöhnliche  Polyeder  sind  selbst  geschlossen  und  besitzen  geschlossene 
Seitenflächen;  sie  sind  nicht  abwickelbar.  Bildet  man  die  Seitenflächen  un- 
geschlossen, indem  man  sie  aus  einem  Paare  Scheitelwinkel  bestehen  lässt 
so  werden  die  Polyeder  abwickelbar.  Man  kann  aber  auch  abwickelbare 
Polyeder  erhalten,  wenn  man  die  Seitenflächen  geschlossen,  aber  das  ganze 
Polyeder  ungeschlossen  bildet.  Dann  müssen  die  Summen  der  Kautenwinkel 
an  jeder  Ecke  =  4  R,  also  die  Ecken  nicht  couvex,  daher  wenigstens  vier- 
flächig sein.  Solche  Polyeder  sind  in  den  Modellen  hergestellt  durch  drei- 
maliges Hin-  imd  Herbiegen  eines  Blattes  Papier  in  jedesmal  gleich  breite 
Streifen,  wobei  die  Biegungskanten  der  zweiten  und  der  diitten  Streifen- 
schaar  sich  unter  gleichen  Winkeln  gegen  die  Kanten  der  ersten  Schaar 
auf  diesen  schneiden  müssen.  Lässt  man  bei  beiderlei  abwickelbai*en  Poly- 
edern die  Seitenflächen  unendlich  klein  werden,  so  erhält  man  als  Grenz- 
gestalten abwickelbare  krumme  Flächen,  und  zwar  im  ersten  Falle  die  ge- 
wöhnlichen mit  unendlich  langen  ebenen  Flächenclementen,  im  zweiten  Falle 
die  bisher  nicht  bekannten  mit  ebenen  Elementen,  die  nach  jeder  Richtung 
unendlich  klein  sind.  Diese  können  mittels  der  durch  eine  unendliche 
Reihe  dargestellten  Weierstrass'scben  Cosinusfunction  gebildet  werden.  Sie 
sind  vorstellbar,  aber  nicht  durch  Zeichnung  oder  Modell  dai-stellbar.  (Vergf. 
Chr.  Wiener,  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie,  2.  Bd.,  S.  28  IT., 
1887.)*)  (Chr.  Wiener.) 

143a  Zwei  Modelle  zur  regulären  £inteilung  des  Raumes  im  Sinne  derNleht- 
euelidiseiien  Massbestimmung  construirt  von  Dr.  C.  Hossfeld  in  Eisenach. 

Beide  Modelle  stellen  die  Schnittlinien  von  Ebenen  und  Kugeln  dar, 
die  den  Kaum  in  eine  endliche  Anzahl  von  Tetraodern  einteilen.  Im  ersten 
Modell  schneiden  sich  sechs  Ebenen  und  vier  Kugeln  und  begrenzen  120  Tc- 

ti-aeder,  deren  Flä<:honwinkel    -^,  -^,   -  -,  -^,   _  ,  -^  sind;  im  zweiten  Mo- 

Z  ^         a         ö         ö         O 

dell  schneiden  sich  neun  Ebenen  und  sieben  Kugeln  und  begrenzen  384  Te- 
traeder, deren  Winkel  -  -,  -^-,  -^,  -^,  4ri   r-  sind.     Diese  Tetraeder  kann 

Z         Z  dS  O  ij  ^ 


•)  Vgl.  hier  ferner  die  Note  von  H.A.  Schwarz  im  Cours  d'analyse 
professe  pendant  le  2.  Sem.  1881/82  von  Hermite,  2.  Aufl.  „Sur  une  de- 
finition  erronee  de  l'aire  d'une  surface  courbe". 
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man  als  oongruent,  bezw.  symmotnsch  bezcichiKjn,  wenn  man  für  den  Raum 
nicht  die  Euolidisoho,  sondern  eine  allgemeinere  und  zwar  elliptische  Massbe- 
stimmung annimmt,  und  wenn  man  fernerden  gewöhnlichen  Begriff  der  Ebene 
auf  alle  Ebenen  und  Kugeln  übertrügt,  welche  die  (hier  als  imaginäre  Kugel 
vorausgesetzte)  Fundamentaltlä(!ho  der  Massbestimmung  oilhogonal  schneiden. 
Die  regulären  EintcMlungen  im  dargelegten  Sinne  lassen  sich  aus  den 
regulärcQ  Körpeni  im  l^ume  von  vier  Dimensionen  ableiten ;  es  entspricht 
dann  das  erste  Modell  einem  Gebilde,  das  von  fünf  regulären  Tetraedern, 
das  zweite  Modell  einem  solchen,  das  von  acht  regulären  Hexaedern  be- 
grenzt wird.  (Hossfeld.) 


L.   Ebene  Curven. 

148a  Curven  vierter  Orclnuni^  mit  zwei  Doppelpunkten.  3  lithogr.  Tafeln,  con- 
struirt  1882  nach  Angabe  von  stud.  H.  Wiener  von  stud.  Chr.  Wolff.  Math. 
Institut  der  techn.  Hochschule  München. 

Erzeugung  aus  2 — 2  deutigeu  (im  Falb*  der  Curve  mit  2  unpaaren 
Zügen  3 — 3  deutigen)  Puuktreihen  auf  einem  Kegelschnitt  b.  Man  nehme 
den  Kegelschnitt  r  hinzu  und  einen  Punkt  1,  dessen  Polare  in  Bezug  auf 
b  diesen  Kegelschnitt  in  den  Punkten  S  und  S'  schneidet.  Legt  man  nun 
durch  ii  einen  Strahl,  der  ,,r'  in  d«'n  Punkten  Q,  (j'  trifft,  nimmt  zu  einem  von 
diesen  die  Polare  in  Bezug  auf  „b'*,  verbindet  deren  Schnittpunkte  K,  R'  mit  b 
je  mit  S  und  S',  so  sind  die  zwei  Schnittpunkte  dieser  Verbindungslinien 
Punkte  der  gesuchten  C4.  S  und  S'  sind  Doppelpunkte  dieser  Curve ,  der 
Punkt  1,  sowie  die  Eckpunkte  X^ ,  I2  7  -3  ^^^  gemeinsamen  Polardreiecks 
der  Kegelschnitte  ,,b''  und  ,,r-^  sind  Schnittpunkte  der  4  Paare  Doppel- 
tangenten, Wülche  die  C4  besitzt,  also  gleichberechtigt,  so  dass  sich  jede  C4 
aus  ihnen  auf  vier  (iudess  nicht  alle  unter  einander  verschiedene)  Arten 
construiren  lässt. 

148b  Aullösung  von  singfiiluren  Punkten  ebener  Curven  in  die  aequivalenten 
elementaren  Singularitäten.  4  lithogr.  Tafeln,  constr.  1883  nach  Prof. 
A.  Brili  von  stud.  Schultheiss.    Math   Inst-  der  techn.  Hochschule  München. 

Zusammenrücken  1)  von  1  Rüokkohrpunkt  und  1  W(3nde|mnkt  (Schnabel- 
spitze); 2}  von  2  Kü('kkelir[ninkten;  3j  von  2  Hückkehrp unkten  u.  1  Wende- 
punkt; 4)  von  2  Kückkohrpunkten  u.2  Wendepunkten;  5)  von  3  Rückkehr- 
punkten ;  6)  von  4  Hückk«Mirpunkten,  mit  den  dualistischen  Uebert ragungen. 

Mail  vgl.  den  Aufsatz  von  A.  Brill.  „Ueber  Singularitäten  ebener  al- 
gebrais('her  Turven.'*    (.Math.  Aiuialen,  Bd.  IG  S.  348  ff.) 

Die  Tafeln  147,  14Ha,  148b  in  lithographischer  Ausführung  (II.  Köhler« 
München)  in  einer  Mappe  vereinigt 


M.  Algebraische  Flächen. 

16:^  (^ypsinodell,  nebst  zui^ehurifen  Photographien  einer  Flaelie  3.  Ordnung 
mit  27  reellen  Geraden.  Von  Chr.  Wiener,  Professor  an  der  Technischen 
Hochschule  in  Karlsruhe,  186Ö. 
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.<nA'n«a  ^es^.hah  mittelst  der  27  Gera^ieu.  Mau  wählt  iintfr 
>^-  ._•  L  «jijp^-lsoch.s  iii  ^2 . . .  a(i,  bibo...he;  jtxie  a  schnoidet  jede  b 
.>«:f  i'TJ^iiisrHii  mit  gleicher  Kennziffer,  und  umgekehrt.  Di?  anderen 
l."*  ivraöt^a  aind  Cj^,  c'ia  .  .  .  e^;*.  j«.*de  c  schneidet  j«Kle  a  und  b  von  gleichen 
■xi:(iuziifem :  z.  B.  schneidet  die  c._,j  die  a2,  aa,  b2,  Ixj.  Man  nimmt  nun  a^ 
*.T:ilkiirÜch  an,  ebenso  die  (icradeu  b2  ba  b^  b-j  b^  derait,  dass  jede  die  aj 
si.uneidet;  dadurch  sind  alle  weiteren  a,  die  bj  und  alle  c  bestimmt.  liCgt 
man  nun  eine  Reihe  von  El>eu<*n  duivh  ai,  so  schneidet  jede  die  Fläche 
noch  in  einem  Kegelschnitte,  der  durch  die  Schnittpunkte  mit  IG  der  Ge- 
raden überschüssig  bestimmt  ist.  Diese  Kegelsc-huitte,  welche  5  mal  aus 
2  Geraden  bestehen,  wunlen  als  Erzeugende  der  Fläche  betrachtet,  und 
wurden  bei  dem  Scheibenmodellr  aus  Carton  ausgeschnitten  und  zusamm«.*n- 
gefügt,  während  die  Geraden  a,  b,  c  als  Sridenräd».'n  von  drei»Tb*i  Farix? 
aufgeh.»gt  wurden.     Nach  dem  Schcib«?nmodell  wurde  das  aus  Gyps  gebiMet. 

(Chr.  Wiener.) 


N.  Raumcurven  und  abwickelbare  Flächen; 

Regelfläehen. 

17d  Die  vier  Gestalten  der  Kaunieiirven  3.  tlrdniiii^.  Vier  Oraiitmodelle  und 
vier  Fadenmodelie  von  Privatdcx-ent  H  Wiener,  Math.  Institut  der  Universität 
Halle  a.  S. 

Vermöge  ihrer  I^go  gegen  die  unendlich  ferne  Ebene  sind  bei  der 
Raumcurve  3.  Ordnung  viererlei  Gestalten  zu  unterscheiden. 

Xr.  l.  Die  c  u  b  i  s  c  h  e  Ellipse.  Es  ist  nur  ein  (reeller)  unendlich 
feiner  Punkt  vorhanden  mit  einer  dun;li  das  Endliche  laufenden  Tangente 
(Asymptote). 

Nr.  2.  Die  c  u  b  i  s  c  h  e  Parabel.  Die  Curve  hat  drei  zusammenfallende 
unendlich  ferne  Punkte,  d.  h.  einen  Punkt  nebst  seiner  Tangente  und 
Schmieguugsebene  im  Unendlichen  liegen. 

Nr.  3.  Die  cubische  hyperbolische  Parabel.  Von  den  drei  un- 
endlich fernen  Punkten  falb-n  zwei  zusamm^'u,  so  dass  ein  Punkt  mit  einer 
durch  das  Endliche  laufenden  Tangente  (.Asymptote)  und  ein  Pimkt  mit 
einer  unendlich  fernen  Taugente,  aber  mit  einer  dun-h  das  Endliche  gehenden 
Schmiegungscbene  (Asymptotenebene)  vorhanden  ist. 

Nr.  4.  Die  cubische  Hyperbel.  Drei  getrennte  unendlich  ferne 
Punkte  besitzen  drei  durch  das  Eudlieiie  laufende  Tangenten  (Asymptoten). 

Bei  den  Di*ahtinodelI«*u  sind  die  Curven  durch  Silberdriihte.  ihre  Asymp- 
toten durch  schwarze  Drilhte  dargestellt.  In  Nr  S  gibt  es  ausser  der  geraden 
Asymptote  nueh  tfine  krumme  Anymptotenlinie^  nämlich  eine  in  der  Asymp- 
toteuebene  liegende  Parabel. 

Bei  den  Fad»'nmodelb'n  sin«!  di«;  abwickelbaren  Tangenten  flächen  dieser 
Curven  zur  Anschauung  gebracht.  Als  Begrenzungen  dieser  geradlinigen 
Fliu.'hen  sind  ausser  Ebenen  in  Nr.  1,  wo  die  Curve  auf  einem  Kreiscylinder 
liegt,  der  Schnitt  der  Fläche  mit  einem  dazu  glei<-haxigeu  Cylinder  gewählt,  in 
Nr.  2  und  3,    wo  die  Curve  auf  parabolischen  Cyliudorn   liegt,   sind  para- 
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bolische  Cylinder  genommen,  die  mit  jenon  die  Spio^elebcno  gemein  haben. 
Zu  Nr.  4  ist  zu  bemerken,  dass  diejenige  Curve  zur  l)ai*stellung  gewählt 
wurde,  die  auf  drei  congruenten  rechtwinkhgon  hyperbolischen  Cylindern 
liegt,  so  dass  es  eine  Gruppe  von  G  Bewegungen  gibt,  die  die  Curve  in 
sich  überführen  (Doppelpyramidongruppe).  (H.Wiener) 

17:1  a  Die  verscliicdoiicii  Typen  der  Ke^el  dritter  Ordiinnir.     7  Padenmodollc 

von  Privatdoccnt  H.  Wiener;  Matli.  Inst,  der  Univ.  Halle  a.  S. 

!>ei  den  rationalen  Curven  3.  Ordnung,  d.  h.  denjenigen,  die  einen 
Doppelpunkt  besitzen,  lassen  sich  dreierlei  Gestalten  unterscheiden,  je  nach- 
dem der  Doppelpunkt  ein  Knotenpunkt,  ein  Rückkehrpunkt  oder  ein 
isolirter  Punkt  ist.  Je  zwei  Curven,  die  <lie  gleiche  Gestalt  haben, 
lassen  sich  durch  eine  CoUineation  ihrer  Ebenen  auf  einander  beziehen 
{Nr.  i,  2,  4.) 

Bei  den  Curven  3.  Ordnung  vom  Geschlecht  eins  unterscheidet  Möbitis 
viererlei  Gestalten,  je  nach  ihrem  Verlauf  in  den  Feldern  eines  Vierseits, 
das  von  der  Weudepimktsgeraden  und  den  Tangenten  der  drei  reellen 
Wendepunkte  gebildet  wird.  Ein  Sonderfall  ist  es,  wenn  diese  drei  Tan- 
genten sich  in  demselben  Punkte  treffen  (A'r  ö),  geschieht  dies  nicht,  so 
kann  die  Curve  entweder  zivei  Zü'je  haben  (Nr.  .3),  oder  einen  einzigen 
Zug,  der  sich  entweder  durch  drei  von  den  vier  Dreiecken  hindurchschlängelt, 
welche  von  jenem  Vierseit  gebildet  werden  (Deltaform,  Nr  5),  oder  durch 
die  drei  Vierecke  [Omegaform,  Nr  7). 

Wie  man  in  den  ebenen  Schnitten  eines  Kegels  2.  Ordnung  die  in  ihrer 
Lage  zur  unendlich  fernen  Geraden  verschiedenen,  aber  projwtiv  gleich- 
wertigen Curven  2.  Ordnung  Ellipse,  Parabel,  Hyperbel  erhält,  so  kann 
man  auch  aus  den  Kegeln  3.  Ordnung  die  durch  ilir  N'erhalten  gegen  das 
unendlich  Ferne  verschiedenst  gestalteten  Formen  von  Curven  3.  Ordnung 
gewinnen.  Diese  Curven  an  den  Modellen  wirklich  sichtbar  zu  machen, 
gelingt  durch  grelle  Beleuchtung  des  Modells  und  Beschattung  eines  Teiles 
dun^h  eine  geradlinig  begrenzte  Fläche, 


Die  Nr.  173  u.  173a  haben  insbesondere  den  Zweck,  ein  neues  einfaches  Ver- 
fahren zu  zeigen,  um  hadenmodelle  herzustellen.  Die  einfachste  bisher  ange- 
wandte Methode,  die  Fäden  in  Holzrahraeu  einzuziehen,  die  mit  Laubsäge  und 
Drill l)ohrer  leicht  zu  bearbeiten  sind,  hat  den  Nachteil,  dass  sie  auf  ebene 
Begrenzungen  beschränkt  ist,  während  oft  eine  krumme  Begrenzung  ge- 
boten erscheint,  um  Brüche  in  den  Linien  zu  venneiden,  besonders  da  wo 
eine  krummlinige  liCgrenzimg  in  den  Eigenschaften  der  dargestellten  Fläche 
begründet  ist,  wie  z.B.  die  Begrenzung  der  SchraubenHäche  durch  Schrauben- 
linien. Setzt  man  aber  an  Stelle  der  Holzl)ekleidung  Metall  streifen  oder 
Drähte»,  die  sich  jeder  Form  anschmiegen,  so  wird  die  Bearbeitung  des 
Materials  insbesondere  das  Bohren  der  Löcher  so  schwierig,  dass  man  einen 
geschickten  Mechaniker  «lamit  beauftragen  rauss.  Bei  Modellen,  die  zu- 
Vervielläitigung    und    zur  Verbreitung  im  Handel    bestimmt   sind,    hat  das 
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keinen  Nachteil,  für  Modelle  aber,  die  sich  der  Einzelne  rasch  und  ohne 
grosse  Kosten  zum  Studium  einer  Fläche  herstellen  will,  ist  ein  anderes 
Verfahren  erwünscht. 

Das  hier  vorgeführte  Verfahren  bleibt  wie  das  der  durchbohrten 
Driihte  auch  bei  den  complicirtesten  Begrenzungen  anwendbar  und  bietet 
keinerlei  technische  Schwierigkeiten.  Das  wesentlich  neue  daran  ist,  dass 
zur  Herstellung  der  <Jrenzlinie,  in  der  die  Fäden  enden,  zwei  parallel 
laufende  Drähte  verwendet  werden,  die  mit  einer  wachsartigen  Masse  aus- 
gestrichen werden,  so  dass  das  Bohren  der  Löcher  einfach  durch  Einstechen 
mit  einer  heissen  Nadel  geschehen  kann,  also  leichter  und  ebenso  genau 
bewirkt  wird,  wie  das  Bohren  durch  Holz. 

Im  einzelnen  vorfahre  man  so:  Um  die  Paralleldrähte  zu  biegen,  lasse 
man  sich  aus  hartem  Holz  die  Ifläche  modelliren,  auf  der  die  Grenzlinie 
verlaufen  soll.  Es  ist  dies  in  unserem  Falle  ein  Kreiscylinder ;  ebenso  leicht 
kann  auch  etwa  ein  parabolischer  Cyünder,  eine  Kugel  oder  irgend  eine 
andere  Fläche  angewandt  werden.  Die  Anschaffung  eines  solchen  Holz- 
körpei*s  kommt  wenig  in  Betracht,  da  derselbe  Körper  immer  wieder  für 
alle  gleichartigen  Begrenzungen  benutzt  werden  kann.  Auf  dem  Holzkörper 
wird  die  zur  Begrenzung  der  Fäden  dienende  Curve  aufgezeichnet,  und 
parallel  dazu  in  einer  Entfernung  von  etwa  1  nun  zu  beiden  Seiten  werden 
die  Drähte  gebogen.  Dies  geschieht,  wo  eine  grössere  Genauigkeit  ge- 
wünscht wird,  indem  man  im  richtigen  Abstand  von  der  vorgezeichneten 
Linie  parallele  Linien  in  das  Holz  eiiireisst;  bei  Cylindern  (allgemein  ab- 
wickelbaren Begrenzungen)  ist  es  vorteilhaft  (wie  es  im  vorliegenden  Falle 
auch  geschah)  sich  genaue  Pappschablonen  herzustellen  und  diese  auf  den 
Holzkörper  aufzunageln  un<l  längs  ihnen  die  Drähte  zu  biegen. 

Die  Enden  der  gebogenen  Drähte  werden  dann  zusammengelötet  und 
hierauf  die  beiden  Paralleldrähte  mit  dem  richtigen  Zwischenraum  an  so 
viel  Stellen  aneinander  gelötet,  dass  ein  gegenseitiges  Schwanken  nicht 
möglich  ist.  Das  so  gefertigte  Gestell  wird  dann  etwas  erwärmt  und  mit 
der  durch  Erwärmen  fast  flüssig  gemachten  Masse  (wir  wählten  ein  üe- 
menge  von  Wachs  und  Kolophonium)  mit  einem  heissen  Messer  gut  aus- 
gestrichen. Dabei  müssen  alle  noch  über  die  Drähte  hervorstehenden  Teile 
der  Masse  mit  d(^m  heissen  Messer  abgeschmolzen  werden.  Das  Einstechen 
der  Lik'her  mit  der  heissen  Nadtd  und  das  Einziehen  <lor  Fäden  bietet 
keinerlei  Schwierigkeit. 

(IL  Wiener.) 

173  b  Regclflächen  zweiter  und  dritter  Ordnung.    5  Fadenmodelle  von  Privat- 
docent  H.  Wiener,  Math.  Institut  der  Univ.  Haue  a.  S. 

Nr.  1.  Bewegliches  Fadcnmoddl  des  ümdrchungshyperboloids  mit  zwei 
Scharen  von  Erzeugenden, 

Das  Modell  besteht  aus  drei  Ringen,  in  welche  Fäden  von  zweierlei 
Farben  eingezogen  sind,  und  zwar  aus  einem  einzelnen  King,  durch  den 
die  Fäden  beider  Art  gehen  und  ausserdem  noch  drei  einzelne  in  der  Mitte 
zusammengeknüpfte  „Aufhängefäden*',  und  aus  zwei  aufeinander  passenden 
Kiugou,  deren  jeder  nur  einerlei  Fäden  trägt. 


Geometrie.     N.  61 

Gebrauch  des  Modells:  Man  fasse  don  Knotoii,  in  dcni  die  3  Aufliüngc^, 
faden  verknüpft  sind,  und  lassi?  diis  Ganze  aushängen,  so  dass  ein  Kn'is- 
(jylinder  entsteht.  Dann  drehe  inan  es  um,  bringe  au  den  AufhUngefäden 
ein  Gewichtchen  au  und  umspanne  die  beiden  aufeinander  passenden 
Ringe  mit  der  einen  Hand.  Dreht  man  dann  mit  beiden  Händen  diese 
beiden  jetzt  oberen  Ringe  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  stellen  sich  die 
Fäden  von  selbst  in  die  beiden  Ö(;haren  eines  Umdreh-Hyperboloids  ein, 
das  sich  beim  \Veiterdrehen  dem  XJmdrehkeg«d  nähert. 

Aufstellung  des  Modells:  Man  befestige  die  beiden  aufeinander  passen- 
den Ringe  in  dieser  gedrehten  Lage  mit  Hilfe  der  beiden  beigegebenen 
Klammern  an  einand«4\  drehe  das  Modell  wieder  um  und  stecke  durch 
das  Innere  die  oben  gegabelte  Stange  des  beigegcbeuen  Ständers  und  hänge 
den  Knoten  der  drei  Aufhängefädeu  in  die  Gabel  des  Ständei"s. 

Xr.  2  üiü  4.  Wenn  man  um  einen  Kreiscvliuder  so  eine  Sinuslinie  auf- 
wickelt,  dass  sie  nach  zwL^i  vollen  Wellen  in  sich  zui'ückkehrt,  so  legt  sie 
sich  in  eine  rationale  Kaumcurve  4.  Ordnung,  welche  in  dem  unendlich 
fernen  Cylindeii)unkt,  diu*  als  Spitze  des  in  den  Cylinder  übergegangenen 
Kegels  zu  betrachten  ist,  einen  isolirten  Doppelpunkt  hat. 

In  demKreiscylinder  fallen  zwei  von  den  4  Kegeln  zu.sammen,  die  durch  jede 
Raumcurve  hindurchgehen,  w'elche  den  Schnitt  aller  Flächen  2.  Ordnung  eines 
Büschels  bildet.  Die  zwei  feh banden  Kegel  berühren  sich,  wie  alle  anderen 
Flächen  des  Büschels,  in  d(»m  (unendlich  fernen)  isolirten  Doppelpunkt  der 
Curve,  es  sind  zwei  congruente  parabolisdie  Cylinder.  {Nr.  2.) 

Unter  den  Flächen  d<»s  Büschels  findet  sich  auch  ein  rechtwinkliges 
Paraboloid.   {Nr.  3.) 

Die  Raumcurve  4.  Ordnung  mit  Doppcdpunkt  ist  als  Übergang  einer 
solchen  Curve  1.  Art  und  2.  Art  aufzufassen,  und  muss  deshalb  auch  als 
teiiweiser  Schnitt  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  construirt  werden  können,  nämlich  mit  irgend  ein<'r  Fläche  des 
Büschels.  Die  Fläche  3.  0.  ist  in  unserem  Falle  das  durch  seine  geo- 
metris(;hen  wie  kinematischen  Eigenschaften  gleich  wichtige  Cylindroid.  {Nr.  4.) 

Nr.  5  zeigt  die  gegenseitige  liage  eines  rechtwinkligen  Paraboloids.,  das  als  Ort 
der  Punkte  zu  betrachten  ist,  die  von  zwei  gegebenen  Geraden  gleich  weit  abstehen 
und  des  Cylindroids,  welches  alle  diejenigen  Geradenpaare  enthält,  zu  denen  das- 
selbe rechtwinklige  Paraboloid  gehört .  Dabei  bildt^t  jede  Gm-ade  des Cylindroids 
ein  Paar  zusammen  mit  derjenigen  Geraden,  in  welche  die  ei-ste  an  jeder  der  auf 
einander  senkrecht  stehenden  Mittelerzeugenden  des  Cylindroids  gespiegelt  wird. 

(H.  Wiener.) 

l?7a.    (jypsmoüelley  spezielle   Durehdringung^en  von  Fluehen   zweiter  Ord- 
niuig.    Prof.  B.  v.  Töt'össy  und  Prof.  M.  Balog,  Budapest. 

a)  Kugel   und   Rotationskegel;    Raumcurve   vierter  Ordnung  erster  Art   mit 
Spitze. 

b)  Dasselbe,  mit  Woglassung  des  Kegels. 

o)  Kugel  und  Rotationscylinder;  Raumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art  mit 

Doppolpunkt, 
d)  Kugel. 

NB.    Siehe  die  Beschreibung  des  Apparates  sub  Nr.  177  b.        (Tötössy.) 
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177b.  Zwei  photograpliische  Ansichten  eines  A|#pttrates  zur  Herstellung  von 
Kotationsflslclien  aus  ^^yps.  Von  Prof.  B.  v.  Tötössy,  an  clor  techuischeu 
Ilochscliuie  und  Prof.  Moritz  Balog,  au   dor  Realschule  Budapest. 

Ein  verticai  gelagerter  Zapfen  trägt  an  seinem  oberen  Ende  eine  Kurbel, 
au  seinem  unteren  Ende  einen  zuerst  horizontal  vorlaufenden,  dann  verticai 
nach  abwärts  gebogenen  starken  Arm,  an  welchem  die,  den  Meridian  dar- 
stellende Schablone  mittelst  Flügelschrauben  befestigt  wird.  —  Das  Zapfen- 
lager hat  drei  horizontale,  ein  T  bildende  starke  Arme.  Dieselben  rücken 
mit  ihren  Enden  auf  drei  Säulen,  die  ihrei-scits  auf  eine  quadratische  Platte 
aufgeschraubt  sind.  Die  Platte  ist  an  mehreren  Stellen  durchbohrt ,  um 
von  unten  kleine  Cylinderstifte  einschrauben  zu  können,  die  dazu 
dienen,  während  der  Arbeit  ein  Gleiten  der  weichen  Gipsmasse  zu  ver- 
hindern. Die  Kugel  zusammen  mit  dem  Postamente,  der  Kegel  und  der 
Cylinder  in  den  Modellen  sub  Nr.  177a)— d)  sind  mit  dem  Apparat  herge- 
stellt worden,  spetuell  N^r.  177a)  ist  das  Originalmodell,  wie  es  in  einem 
Stück,  direct  aus  dem  Apparat  hervorgegangen  ist,  ohne  auch  nur  die  ge- 
ringste Correctur  anzuwenden. 

Der  Apparat  wurde  in  der  mechanischen  Werkstatte,  die  beiden 
Aufnahmen  in  dem  photogra|)hisch(m  Atelier  des  königl.  ungarischen  Josephs- 
Polytechnikums  zu  Budapest  hergestellt.  (Tötössy.) 

185a.  Fadenmodell  einer  speziellen  Kegelfliiehe  vierter  Ordnung:.  Von  Bela 
V.  Tötössy,  Prof.  techn.  Hochschule  Budapest. 

Setzt  man  in  der  (Jleichung  ü*  —  p^q  =  o  der  allgemeinen  Fläche 
vierter  Oi"dnuug  mit  Cuspidalkegelschnitt 

U  ^  X'i  X3  -  X2  X'i  ,  p  =  X4  ,  q-z  Xi  , 
so  erhält  man  die  Gleichung 

R  -:  (Xi  X3  —  X2  x^)'^  —  Xi  X4''  =  0 
der  durch  das  Modell  dargestellten  Regelflücho.  —  Der  Cuspidalkegelschnitt 
Up  und  der  Kegelschnitt  üq  ,  längs  welchem  die  Ebene  q  die  Fläche  be- 
rührt, zerfallen  in  die  Geradenpaare  dr,  respective  d  s.  —  d  ist  Selbstbe- 
rührungsgorade.  r  Rückkehrerzeugende  und  s  ein  developpables  Element  der 
Fläche  mit  der  Ebene  d  s  als  Berührungsobene. 

Bezieht  man  die  Punktepaare  einer  hyperbolischen  Involution  eines  Kegel- 
schnittes k  und  die  Punkte  einer  Geraden  d,  welche  durch  den  Pol  Aj  der 
Involution  hindurchgeht  und  nicht  in  der  Ebene  von  k  liegt,  in  solcher  Weise 
projectivisch  aufeinander,  da,ss  dem  einen  Doppelpunkt  Aj  der  Involution  der  Pol 
derselben  als  Punkt  von  d  entspricht,  so  ist  das  Erzeugniss  dieser  Projec- 
tivität  die  dargestellte  Regelfläche.  —  Die  Gerade  d  wird  Selbstborühioings- 
gerade,  die  Gerade  A^  A2  wird  Rückkehrerzeugende  und  die  Verbindungs- 
linie des  zweiten  Doppelpunktes  A4  der  Involution  auf  k  mit  seinem  Ent- 
sprechenden A3  auf  d  wird  das  doveloppable  Element. 

Das  ausgestellte  Modell  wurde  vom  Ausstoller  im  Winter  1882/Ö3  in 
Budapest  angefertigt  und  ist  Eigenthum  der  mathematischen  Sammlung  des 
königl.  ungarischen  Josephs- Polytechnicums.  Ein  genau  gleiches  Modell 
wurde  vom  Aussteller  im  März  1882  für  die  mathematische  Sammlung  des 
Züricher  Polytechnicums  angefertigt.  (Tötössy.) 


N.    Analysis  situs. 

Vu.    Ffluf  Holzrah mcn  mit  Eiscnslilbeii  iinU  ScMenschiiDrcn  zmu  SlHiliuiii 
iler  Verkeilung«!!.     Viu  Privatdouent  H.  Bruno,  Uuiv,  Mütiolian. 

Diu   aiisziolihareu  Eiscnstnl«  in  den  Uolzrohmcn   sind   in  Gudonkon  zu 
vri'vullstüudigeii   7.a   in   siuli   zuriicklaufüiideu  Kiogca  und  ntiirdsonüroQ  die 


Hinge  Ai,  .\g,  A«.  A^  Ag  in  den  Figuren  (>,  7,  8,  9  meines  Aufsatzes  über 
VorkcttuDg.  Die  Seide nHclmur  ist  entsprechend  di>m  Verlauf  des  ßingüs 
A,  iu  diesen  Figuren  in  die  Eisenstiilie  zu  vci'Bchlingon.  Iler  Holzrahinen 
dient  zu  gleieher  Zeit  dazu,  die  Eisenstiibe  zu  fassen  und  deren  mongeludo 
Teile  zu  ersetzen.  Um  gleich  das  coniplicirteste  Beit'picl  dor  Anwendung 
der  Modelle  zu  wählen,  so  seblinge  man  <Iie  SL'idenscIinur  nach  Massgabe 
von  Figur  9,  weiche  auf  der  vor.  Seite  rojiroduzin  ist'],  dui'ch  die  5  Stiibo 
und  zwar  bei  allen  5  Rahmen.  Die  Schnur  ist  dann  ohne  Herauszichea 
eines  Stabi-a  nii'ht  von  dem  Ralimen  zu  trennen.  Nun  ziehe  man  beim 
ersten  liahmen  li'w  obei'sto,  l>eim  zweiten  die  zweite,  beim  dritten  die  dritte 
etc.,  heim  letzten  Kahjucn  die  unterste  Kisenstange  heraus:  dann  ist  hei 
allen  fünf  Kahrnen  die  Huhnur  mit  LelohtigLeit  ganz  frei  zu  machen.  Man 
kijiinte  dii>  5  £v|H'i'imeiito  suci-essivo  an  ein  und  demselben  Rahmen  vor- 
nebiiien.  Ulc  VernintTaeliung  des  Bahmens  ist  abei'  vorgeuoinnien.  um  diu 
Lösharkeit  der  Silmiir  liiii  Hcransziehen  eines  beliebigen  der  >Stäbo 
meglJclist  schnell  und  gleiehzeitig  dcmonstviren  zu  kiiuncn,  ohne  durch 
das  etwas  langwierige  Wii'derhiiieinschlingen  der  Schnur  aufgehalten  zu  sein. 
(Abgedr.  aus  dem  Katalug  der  Math.  Ausstellung;  Deutsche  Univeibituls- 
AussteQung  iu  Chicago )  (Bruno.) 


*)    Abgesehen    von   uiueiu    Fehler,    den    diese  Figur  der  Ahh.  enthält;  die 
oberste  Cbarkreuznng  rechts  ist  doit  in  die  eitgegeagesetztu  zu  verwandein. 
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189  b.  Sieben  Modelle  mit  der  Darstellung^  von  ,,Naehbargrebleten'<  auf 
Fhlchen  vom  (Jesehlechte  1  und  Z.  Von  Privatdozent  H.  Brunn,  Univ. 
Müüchen. 

Die  wichtigsten  Förderunt^en  in  der  Ijelire  von  den  Nach  bargebieten 
(„spatia  confinia")  auf  Flächen  vei*schiedeuen  (>« »schlechtes  verdankt  man 
den  beiden  Aufsätzen  von  Heawood:  „Map-Colour-Theorem^*  (Quarterly 
Journ.  of  Math.  Nr.  96,  1800)  und  von  Beffter:  „Über  das  Pi-oblein  der 
Na<'libargebiete*'  (Math.  Ann.  Bd.  38  S.  477  u.  flp.).  Der  letztere  hat  zur  An- 
fertigung der  vorliegenden  Modelle  augeregt;  dort  findet  man  auch  die  übrige 
einschl.  Literatur  angegeben. 

Als  n  Nachbai'gebiete  oder  spatia  confinia  auf  einer  Flüche  bezeichnen 
wir  solche  n  Gobi«'te  auf  derselben,  von  denen  jedes  an  jedes  andere  längs 
einer  Linie  anst(>sst.  In  einer  Ebene  und  auf  der  Kugel  sii.d  bekanntlich 
nur  4  solcher  spatia  conlinia  möglich,  und  umgekehrt,  um  vier  spatia  con- 
finia herzustellen,  braucht  man  keine  Flüche  von  höherem  Geschlecht*)  als 
die  Ebene.  Um  dag(»gen  n  {>•  4)  spatia  confiuia  zu  erhalten,  benötigt  man 
Flächen  von  höherem  (.ieschlecht.  Es  ergibt  sich  das  l*roblem  :  Welches 
ist  das  niedrigste  Geschlecht,  das  eine  Fläche  haben  kann,  wenn  auf  ihr 
n  spatia  co'hfinia  möglich  sein  sollen  V  Die  bisher  gelieferten  Untersuchuugon 
beschränken  sich  hiobei  auf  „Flächen  mit  nicht  umkehrbarer  Indicatrix."**) 

Heffter  a.  a.  0.  hat  na<ihge wiesen,  dass  sicher  für  n  <  12  diese  niedrigste 

Oeschlechtszahl  p„  gleich         .    '- v       _  ^   '  "  ".  jj^t.    Hiebei  bedeutet  a  die 

kleinste  positive  ganze  Zahl,  welche  den  Zähler  des  Bruches  durch  12  teilbar 
macht.  Helfter  zeigt,  dass  man  die  —  auch  bei  unseren  Modellen  einge- 
haltene —  Beschränkung  maclien  kann,  es  solle  jedes  Ciebiet  nur  längs 
einer  Linie  an  jedes  andere  anstossen,  dass  ferner  die  Gebiete  einfach  zu- 
sammenhängende Flächenteile  sein  können  und  gibt  für  jedes  p  bis  pi2  eine 
Einteilung  wirklich  an 

Der  Unterzeichnote  hat  sich  die  Aufgabe  gestallt,  die  Einteilung  eines 
Kreisringes  in  5,  6  und  7  Nachbargobiete  am  körperlichen  Modell  aus- 
zuführen und  dabei  dio  Anordnung  der  Gebiete  zu  einer  möglichst  regel- 
mässigen und  übei*sichtlich(?n  zu  gestalten.  Die  in  Helfter's  Aufsatz  ge- 
zeichneten oder  in  Ziffern  dai'gestellten  Schemata,  so  grosse  Vorzüge  sie 
haben,  geben  doch  nicht  ohne  weiteres  ein  Hild,  wie  nun  die  spatia  confmia 
auf  der  geschlossenen  Fläche  sitzen.  Es  sind  ferner  durch  die  Modelle  alle 
wesenthch  verschiedenen  Fälle  erschöpft,  die  oben  angeführten  Beschränk- 
ungen vorausgesetzt.     Als  wesentlich   gleiche  Anordnungen    bezeichnen  wir 

hier  solche,    für  welche  die  den  Zahlen  03,  04,  ej e,,  beizulegenden 

Wertreihen  gleich  sind,  unter  Oi  die  Anzahl  der  Punkte  („Ecken'*)  auf  der 
Fläche  verstanden,  in  denen  i  verschiedene  spatia  confinia  zusammenstossen.*) 


*)  Definition  s.  bei  lieffter  a.  a.  0.  Seite  480. 

**;  S.  W.  Dyck,  Beiträge  z.  Anal.  sit.  Math.  Ann.  Bd.  32,  p.  437  und  462. 

•)  Zwei  solche  „wesentlich  gleiche''  Anordnungen,  auf  ein  und  derselben 
Fläche  ausgeführt,  brauchen  noch  nicht  ineinander  überführbai*  zu  sein 
durch  blosse  Verschiebung  und  Zerrung  längs  der  Fläche.  Man  denke  au 
zwei  symmetrisch,  wie  Bild  und  Spiegelbild  sich  verhaltende  ADordaungea. 
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Diose  Zahlen  befriedigen  in  unserem  Falle,  wenn  k  die  Anzahl  der 
Oi-enzlinien  („Kauten"),  n  die  der  Gebiete  auf  der  geteilten  Ringfläche  be- 
zeichnet, die  Gleichungen: 

eg  +  04  4- . . .  +  e„  =  k— n ;  3eg  +  4e4  +  . . .  +  n  ep  =  2  k 

Die  durch  die  gerade  Rotationsaxe  eines  Kroisiinges  gelegten  Ebenen 
schneiden  die  Fläche  nach  Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  einem  Kn'iso 
liegen,  welchen  wir  im  Folgenden  alsRundaxc  des  Ringes  bezeichnen  wollen. 

Die  Nummeru  1—6  bestehen  aus  Kreisringen,  Modell  Nr.  7  eine  Fläche 
mit  zwei  Durchgängen,  bezeichnet  die  Richtung,  nach  welcher  die  Modell- 
leihe  fortzusetzen  ist. 

Fünf  Nachbargebiete  auf  einem  Kreisring. 

Modell  Nr.  1 :  Eine  in  sich  zurückkehrende  Schraubenlinie  windet  sich 
i'inmal  um  die  Rundaxe,  während  sie  zweimal  die  gerade  Axe  umkreist. 
Diese  Linie  als  Schnitt  gedacht,  macht  aus  der  Fläche  em  zweirandiges  in 
sieb  zu^icklauf^^ndes  Band.  Das  Band  wird  durch  eine  zweite  Schrauben- 
linie, welche  sich  zweimal  um  die  Rundaxe  windet,  während  sie  die  gerade 
Axe  einmal  umkreist,  in  die  5  spatia  confinia  zerlegt.     Es  ist 

03  =  0;  64  =  5;  Cj,  =  0  (reguläre  Einteilung.) 
Siehe  übrigens  bei  Heffter  das  Zahlenscheraa  für  n  =  5,  pg.  490  u.  Fig.  2. 

Modell  Nr.  2:  Statt  der  l^}schroibung  dieser  bei  Heffter  nicht  behan- 
delten und  schwerer  in  Woiie  zu  kleidenden  Anordnung  folge  hier  ihr 
Zahlenschema  und  das  Netz  der  Flächeneinteiluug  (Sinn  wie  b«?!  ttefTt»>r) ; 
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4 
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5 

1 

3 

4 
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Hier  ist :  03  =  2 ;  e4  =  1 ;  Cj,  =  2. 

Andere    wesentlich    verschiedene   Anordnungen    von   5  Nachbargebioten 
auf  einem  Ringe  gibt  es  nicht,  denn  die  Configuration : 

^'3  =  1;  64  =  3-,  eö=  1; 
welche  den  beiden  Gleichungen  noch  Genüge  leisten  würde,  ist  unausführbar, 
wenn  jedes  Gebiet  an  jedes  andere  nur  längs  einer  I^inie  anstosson  soll. 

Sechs  Nachbargebiete  auf  einem  Kreisring. 

Modell  Ni".  3:  Einer  der  erzeugenden  Kreise  K  des  Ringes  werde  in 
3  gleiche  Teile  geteilt.  Von  den  Teilpunkten  aus  winden  sich  drei  Schrauben- 
linien mit  einer  halben  Drehung  um  die  Rundaxe,  während  sie  die  gerade 
Axe  einmal  umkreisen ,  so  dass  sie  zurückkommend  zu  K  gerade  mitten 
zwischen  den  3  ersten  Teilpunkten  auftreffen.  Di<»  entstehenden  drei  band- 
artigen Gebiete  werden  durch  den  K  diametral  gegenüberliegenden  Erzeug- 
ungskreis K'  in  die  6  spatia  confinia  zerlegt. 


Auoli  für  dieso  KmteiluDg  sei  Schema  utid  Netz  gegelwo. 
boi  HcfFtcr  nicht  Badet. 


113    3    4    5    6 


31  1     5    4    2    r> 


Hjpr  ist:  gj  ^  6;  ej  ==3;  ii6=;o, 

MoiJi'll  Hr.  4:  EntsU'lit  ans  Modell  Nr.  2,  wPiiii  an  Stcllo  cincH  d<T 
iinicti',  wii  nllc  filnf  KlSi-lien  ziiB.imn.eiis(os.iiin,  i>in  Fünrnf^k  i-iiipnfiifrt  wird, 
i.!   Aiifüiifislu-iiu-rkiiMf:  für  M<"trll  Nr.  2  !,'iit  fuirli  lii,.r. 


3    1     2    &    6    4 
4|  1     3    6    S    ö 


0  2 


ni«iv  ist:  Oä  =  7;  e(  =  ];  01  =  1;  c,  =  o. 

Modoll  Nr.  b:  Entapridit  dem  Sciiftna  für  n^6  boi  Keffter  und  fnt- 
stelit  ans  dein  folgcndi'ii  Modoll,  indom  inaij  eine  der  sieben  Fliicbou  auf 
eiucn  I'uiikt  zusam  mensch  rümpfen  tässt,  so  dass  auch  aem  Netz  dureh 
Scbrumpfunj;  der  iiiittelsfeu  Flüche  aus  Figur  3  bei  Hcflter  in  BymmctriHeher 
Form  zu  erhalten  ist.  Die  Anordnung  der  Gebiete  ist  symmetriBuh  zu  dem 
Ringdurehnresscr,  welcher  durch  den   sechsfachen  Eclipunlit  IJiufL     Hier  ist 


e,  =  8;  e,  =  o;  6^  = 

Sieben  Naehbargebtet e  a 

Mciell  Nr.  6:    Entspricht  dem  Soh< 


=  1. 


ring. 


I  =  7  und  der  Figar  3  bei 

llefTtcr.  Eine  üehrnubenlinie  windet  sieh  einmal  um  die  Kundaxe,  wftbread 
■  gerade  Axe  divimal  umkreist.  Eh  fiitstehi  dadurch  auf  der  Piaoba 
I  sieh  ziiriiekiaufcudes  Band,  das  in  7  Teile  poteÜt  ist,  wehih"  vin 
\e  aus  in  gleicher  Breite  erscheinen. 


Einzig  I 
Kreisrinj;»  : 


^  14; 

iiglicilie  .\nonlriiir 
r.^ht  niii^dich. 


Hulir   als  7  spatia   confmia  Rind  nut  dem 
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Modell  Nr. 
Znlilou  ei  iiiiisW' 
iiiiRou  crtülieii 
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es 

Intspr 

i'-ht  <li!ii!  ät^licm»  Tür   ii  - 
}    na<:l|.;    VOJII  Gfischl-iclit 

+ +  c.  =  k-n-2 

=  8 

b.n    Hofftor.     [ 

4-4e* 


=  21: 


ilor  voi'gi'fiilirtnii  Eiii- 
rji-li  dii'  Fiirm 


licl  utisr^rom  M<>d.-Il  ist: 

(.■s  =  lÜ;  Oi  =  2;  65  =  ^^  =  .',  =  .-, 

Killt'  uutoi-  den  gegebonon  Voroasset/iingon  " 

tMiliiiiK  wasi^utliph  vurscliiodixii',  wi'lcbi'  hiKjhsti^nü 

11,=  17;  Ot  =  o;  01=  1;  0,  =  e,  =  ea  =  ii 
liabi'D  kutiDlc,  gibt  i«  uicht  und  muhr  als  8  sjiatia  ixiiifluin  sind  nur  t'iii'T 
Kläi'lir.'  vom  (St^uhlPuLte  zwei  uicht  müftlich. 

lAligodmckt  ans  dem  Katalog  der  Math.  Äiisslollimg;  Ih-utsiiho  ünivor- 
Kitiits-Ansstellmig  in  Chirnfj'o.l 

Nachtrag, 
Im  Vorstehendi'n  sind  fiir  N'achbargi-biele  auf  Flik'heo  vom  G'-scIili'i'lit 
nins  die  Gleichungen: 

ej  +  ,.4  +  ..,-f.H„  =  k  —  n;     Soj  +  le,  +  .  ..  +  ue.  =  2k 
für  sob^lie  auf  Flacht;»  viim  Geschlecht  zwei  die  Gleichuogeu: 

B3  +  e4  +  ...+e.  =  k-n-->     Soj -|-.to, +. .  .  +  ne.  =  2k 
niigegobeo.    Itidom  in  diesou  Gleich ungen  dem  Index  von  0  hot:hstous  die 
(irüsso  u  erteilt  ist,  werdeu  solche  Einteilungeu  ausgeschlossen,  bei  welchi-n 
in  einer  Flliehenockn  zwei  oder  mehrere  ß'kon  des  nämlichen  EiiituiluO):«- 
gebioti'K  zusammenalosseu.     IJisst  iiinu  dagegen  DebictseiLtelluagea  tu.  h'> 
denen  in  eiiici'  Flücheuecko  ein  Ocliiet  aurh  au  sich  seihst  aiistosseii  dar    - 
und  e«  ist  eififeetlieh  kein  (Jruud  viirliaiidon,  clies  niiszuschliessen  —  >•'  *** 
ijleichungoD  helleblg  hohe  Whw  ••* 
n  Vorsatz  gemäss  die  iiiöj^irk'  ^^* 
JÜuiiKou  ^u    ersehÖpfeD,  niüscea  i»  ••^^^ 
[izuijofiitrt  V  ~~ 


i 
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(1.11  sechsfachen  Eckpunkt  diametral  gegenüberliegenden  erzeugenden  Kreises 
K  des  Ringes.  Die  Einteilung  ist  symmetrisch  in  bezug  auf  den  Ring- 
durchmesser, welcher  durch  den  sechsfachen  Eckpunkt  läuft.  Netz  und 
Schema  sind: 


1 

2  3  4  5 

2 

13  5  4 

3 

14  2  5 

4 

13  2  5 

5 

14  2  3 

Modell  Nr.  9.     Hier  ist: 

n  =  5 ;  63  =  3 ;  64  =  1 ;  67  =  1. 

Die  Einteilung  wird  vermittelt  durch  drei  geschlossene  Curven,  welche 
je  einmal  durch  den  siebenfachen  Eckpunkt  gehen.  Die  erste  umkreist  die 
gerade  und  die  Rundaxe  je  einmal.  Die  zwoite  umkreist  die  gerade  Axe 
einmal,  die  Rundaxe  keinmal;  die  diitte  umkreist  die  gerade  Axe  einmal, 
die  Rundaxe  zweimal.  Ausserdem  ist,  um  die  Einteilung  zu  vollenden,  noch 
ein  vom  siebenfachen  Eckpunkt  ausgehendes  Stück  desjenigen  erzeugenden 
Kreises  K  verwendet,  welcher  einen  von  der  dritten  geschlossenen  Curve 
frei  bleibenden  Winkelraum  der  beiden  ersten  halbirt  Statt  durch  den 
Scheitelwinkelraum  zum  siebenfachen  Eckpunkt  zurückzuführen,  gabelt  sich 
diese  Cur\'o  in  zweiJAeste,  so  dass  in  dem  Scheitelwinkelraum  ein  Viereck 
entsteht,  von  dem  das  fehlende  Kreisstück  eine  Diagonale  bilden  würde. 
Die  geschlossenen  drei  Linien  sind  symmeti'isoh  in  bezug  auf  den  durch 
den  siebenfachen  Eckpunkt  laufenden  Ringdurchmesser,  der  Kreis  mit  der 
Gabelung  in  bezug  auf  eine  durch  diesen  Durchmesser  und  die  gerade  Ax'o 
gehende  Ebene. 


Netz  imd  Schema  sind: 


1 
2 
3 
4 
5 


2 
1 
l 
1 
1 


3 
5 
5 
3 
4 


4  5 
3  4 


2 

2 
3 


4 
5 
2 


Fig.  8. 


Fi«,  i). 


Modell  Nr.  10  und  Nr.  11. 
Hier  ist 

n  =  5;  6;,  =  4;  e^ 


2 

/ 

\ 

2 

s 

& 

1 

3 

& 

S 

»«         I» 


Fig.  10. 


1. 
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Die  beiden  Modelle  sind  nicht  wesentlich  von  einander  unterschieden, 
onr  dass  der  achtfache  Eckpunkt  in  beiden  Fällen  etwas  andoi-s  con- 
stituirt  ist. 

Bei  Modell  Nr.  10  winl  die  Einteilung  bewirkt  durch  den  orzougondou 
Kreis  K,  welcher  den  achtfachen  Eckpunkt  enthält,  eine  doppelt  durch 
diesen  Eckpunkt  gehende  Curve,  welche  die  gerade  Axe  keinmal,  die  Rund- 
axe  zweimal  symmetrisch  zu  der  Ebene  von  K  und  dem  Riugdurchmessor 
des  achtfachen  Eckpunk-tes  umkreist,  und  eine  Curve,  welche  ebenfalls  durch 
jenen  Eckpunkt  gehend  die  gerade  Axe  dreimal,  die  Rundaxe  einmal  um- 
kreist. Von  dieser  letzten  Curve,  welche  die  vorhergehende  in  vier  Punkten 
schneiden  würde,  kommen  nur  zwei  Stücke  zur  Verwendung,  welche  beide 
ausserhalb  des  nämlichen  von  der  zweiten  Curve  begrenzten  Flächen  Stückes 
liegen.  Diese  dritte  Curve  ist  ebenfalls  symmetrisch  zu  dem  Ringdurch- 
messer durch  den  achtfachen  Eckpunkt. 

Netz  und  Schema  sind: 

1  I  2  3  4  5 

2  :  1  5  3  4 
a     12  5  4 

4  13  2  5 

5  14  8  2 

Modell  Nr.  11  entsteht  aus  dem  vorigen,  wenn  sich  das  Gebiet  l  vom 
achtfachen  Eckpunkt  zurückzieht,  und  dafür  das  Gebiet  5  mit  einer  weitern 
Polygonecke  an  jenen  Punkt  herantritt.  Bei  der  Einteilung  fungiren  die 
beiden  beim  vorigen  Modell  zuerst  genannten  Cunon  ebenfalls  wieder,  an 
Stelle  der  dritten  treten  3  Kreise  um  die  gerade  Axe,  ein  Aequatorialkreis 
und  zwei  dazu  parallele,  welche  nicht  ganz  vollständig  benötigt  werden. 
Wir  setzen  nur  das  Schema  her: 


1 

2  3  4  5 

2 

15  4  3 

3 

12  5  4 

4 

13  2  5 

5 

14  3  2 

(Brunn.) 

189  c«    Carton-Modelle   von   symmetrischen   RIemann'schen  Flächen   nach 
Angabe  von  Prof.  Dyck,  technische  Hochschule  München. 

Herr  Klein  hat  in  seiner  Schrift  über  „Riemanns  Theorie  der  alge- 
bi-aischen  Functionen^^  und  in  zwei  Noten  „Ueber  die  con forme  Abbildung 
von  Flächen"  und  „Ueber  eindeutige  Functionen  mit  linearen  Transforma- 
tionen in  sich"  Annalen  XIX.  p.  159  und  565, '  auf  die  Classification  der 
symmetrischen  Riemann 'sehen  Flächen  nach  ihren  „Symmetrie- 
liuien"  hingewiesen  und  gezeigt,  dass  orthosym metrische  Flächen 
vom  „Geschlechte  p"  stets 

X  =  1,  3,  5  .  .  .  p  +  1 
Symmetrielinien,  wenn  p  gerade,  und 

X  =  2,  4,  6  .  .  .  p  +  1 
Symmetrielinien,      wenn    p     ungerade,      besitzen.     Herr      Weicfiold    hat 
in    seiner     Dissertation     „Ueber    symmetrische     Riemannsche    Flächen" 
{Schlämilch'8  Zeitschr.  Bd.  28)  typibche  Gestalten  für  diese  Flächen  aufge- 
stellt,   in   denen   jene  Symmetrielinien    für    eine    Orthogonalprojection    als 
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Umrisse  auftreten,  aber  so,  dass  ausser  diesen  die  Fläche  noch  weitere 
(zu  oinandor  synimetrisch  gelegene)  ümrisscurven  besitzt.  Es  liegt  die 
Frage  nahe,  ob  es  nicht  gelingt,  derartige  typische  Gestalten  aufzustellen, 
für  welche  jene  Synunetrielinion  als  der  alleinige  ümriss  auftreten,  so 
also,  dass  alle  jene  Flächen    wieder    durch    doppelte    Ueberdeckung   eines 


/t-*,A-/  A-Är^-»  A-*.      ^-» 

mehrfach  zusammenhängenden  ebenen  Flächenstücks  vorgestellt  werden 
könuen.  Dies  gelingt  in  der  That  auf  die  einfachste  Weise.  Die  Figuren 
zeigen  die  extremsten  Fälle,  in  denen  also  die  Anzahl  der  ümrisscurven 
X  =  1  bezw.  \  =  2  ist,  für  Flächen  vom  Geschlochte  2,  3,  4,  aus 
welchen  sich  sofort  alle  ül)rigen  analogen  Darstellungen  ergeben.  Fig.  1 
ist  dabei  die  schon  von  Riefnann  in  der  Theorie  der  AbeV sehen  Functionen 
(Werke  pag.  89)  angewandte  Figur.  (Dyck.) 

180  d.    Mosaikanordnungen  von  24  grleichschenkligr-rechtwinkligren  Drei- 
ecken von  P.  A.  Mao  Mahon,  F.  R.  S.  London. 

Mosaikanordnungen  gebildet  aus  den  24  gleichschenklig- i'echt^nnkligen 
Dreiecken,  welche  man  erhält,  wenn  man  vier  Farben  auf  alle  Weisen  je 
längs  der  drei  Seiten  verteilt.  (Zwei  Tafeln  und  ein  Satz  zugehöriger 
Steine.)  (Mac  Mahon.) 


0.   Modelle  zur  Liniengeometrie. 

190a.  Modell  Yon  Seidenfäden  in  Drahtgrestell  Ober  das  Cylindroid  oder 
das  Plflcker'selie  Conoid.  Cousbuirt  und  ausgeführt  in  dem  Seminar  für 
darstellende  Geometrie  an  der  Technischen  Hochschule  in  Karlsruhe  unter 
Leitung  des  Prof.  Chr.  Wiener  von  dem  Studirenden  imd  Assistenten  Tesch,  1 890. 

Diese  Fläche  ist  eine  windschiefe  Fläche  3.  Grades,  deren  3  Leitlinien 
sind :  1.  Die  Axe  eiucs  Umdrehungscylindere,  2.  die  unendlich  ferne  Gerade 
einer  auf  dieser  Axe  senkrechten  Ebene,  3.  eine  Curve  auf  diesem  Cylinder, 
welche  durch  die  Abwicklung  des  Cylindei*s  zu  den  2  Gängen  einer  Cosinus- 
iinie  wird,  deren  (durch  die  W^endepunkte  gehende)  Axe  senkrecht  auf  den 
Erzeugenden  des  Oy linders  steht.  Diese  krumme  I>eitlinie  ist  durch  einen 
Draht  dargestellt  und  jede  Erzeugende  durch  einen  Faden,  welcher  2  gegen- 
überstehende Punkte  der  krummen  Ijoitlinie  verbindet  und  die  Axe  des 
C^linders  senkrecht  schneidet.  Die  Axe  des  Cylinders  ist  eine  Doppellinie 
der  Fläche.  Die  krumme  Leitlinie  ist  eine  Curve  4.  Ordnung,  durch 
welche  ausser  dem  doppelt  zu  zählenden  Umdrehungscylinder  2  congmcnte 
parabolische  Cylinder  gehen,  deren  Erzeugende  mit  den  aufeinander  senk- 
rechten (am  weitesten  von  einander  entfernton)  Scheitelerzeugenden  der 
Flüche  parallel  sind.  (Chr.  Wiener.) 
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P,  Modelle  und  Zeichnungen  zur  Krüminungs- 

theorie. 

Geodätische  Linien. 

214a.  Kine  Kotationsflilehe  4.  (Jrades,  deren  geodfltisehe  Linien  ali^ebniiseh 
8ind,  Ausgeführt  von  Assistent  G.  Diem  im  Matli.  Institut  der  teolinlsclien 
Hoolisoliale  Münclien. 

Jules   Tannery    discutirt   in    den   Melanges   des    „Bulletin  des    Suiencfs 
Matliematiques"  1892  I.  Teil,  p.  IDO  die  Rotationsfläche  4.  Grades: 
16  a*  (x*  4"  >"*)  =  z*  ("2  a*  —  z*),  die  er  aus  der  Note  XV  von  Darboux  über 
geodätische  Linien  in  dem  Traitede  Mecanique  von  Despeyroux  ableitet. 

Die  Fläche  liegt  symmetrisch  gegen  die  XY-Ebeno,  der  eine  Teil  der- 
selben ist  durch  das  biruförmige  Modell  dargestellt.  Die  geodätischen 
Linien  auf  der  Fläche  sind  geschlossen,  algebraisch  und  von  gleicher  Länge. 
Sie  haben  die  Form  einer  8.  Im  Gronzfall  gehen  sie  in  den  Meridian,  i*es|>. 
grössten  Parallelkreis  über,  dessen  Umfang  also  halb  so  gross  ist  als  der 
Meridian  d<T  dargestellten  Fläche. 

Die  Fläche  hat  in  Parameterform  die  Gleichung: 

a  -  a  .    ^  /.  u    .     .    u\ 

X  =    -  <'()s  u  cos  o-     y  =  -  cos  u  sm  «•    z  =  a  ^^1  —  cos  —  +  sm  ^J 

Für  die  geodätischen  Linien  besteht  folgende  Beziehung  zwischen  ^  und  u. 

.     /A  __    »  __  1  ^^^*  *  —  '***"'  u      2  sin  u  —  sin'  a  (1  -h  sin  u) 

sin'  a  '  cos  u  (1  —  sin  u) 

wobei  a  der  Winkel  ist,  unter  welchem  die  geodätische  Linie  den 
grössten  Parallelkreis  schneidet. 

Legt  man  einen  Papierstreifen  von  nicht  zu  grosser  Breite  so  auf  die 
Flüche,  dass  er  sic^h  ihr  ohne  Widerstand  mciglichst  anschmiegt,  so  nimmt 
er  die  Form  einer  geodätischen  Linie  der  Fläche  an. 

(G.  Diem.) 

Abwickelung  zweier  Flächen  auf  einander. 

!!loa.  Sciiraiibenflflclie  und  drei  darauf  und  auf  einander  abrollbare 
Kotationshyperboloide.  Hergestellt  im  Matli.  Institut  der  teclin.  Hocli- 
scliale  Mlinchen.    (Prof.  Dyol(.) 

Die  „windschiefe  Schraubenflüche'*  z  =  c  .  arc.  tg   -"      und   die    Hy- 

X«  4-   v'  z' 

perboloide    —     j- -j    —1=0    haben  in  den  Punkten   ihrer  go- 

a  c 

rjideu  Erzeugenden,    welche    gleich  weit    von  der  \xe  bez.  vom  Kehlkreis 

absteht'n.  gleiches  Kriimmungsmass.     Sie    lassen    sich    daher   auf  einander 

abrollen  —  aber,  wegen  der  Verschiedenheit  der  Winkel    der    auf    beiden 

Flächen    correspondirenden  Systeme    der  Erzeugenden  und  Schraubenlinien 

bez.  Erzeugenden  und  Parallelkreise,  nicht  ineinander  verbiegen. 
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215  b.  Zwei  Modolle  yoii  Hjperboloidscliraubenrädern.  Angefertigt  im 
mcchauiscbon  Institut  von  J.  Schröder  iu  Darmstadt;  aus  der  Kinematitohen 
Sammlung  der  technischen  Hochechule  München. 

Die  Modolle  stellen  das  Abrollen  je  zweier  Hyperboloide,  (für  welche 
die  Constante  c  der  obigen  Gleichung  (215a)  auf  einander  dar.  Beim  ersten 
Modell  sind  die  Zahnräder  je  im  Keblkreis  der  Hyperboloide  eingesetzt, 
beim  zweiten  auf  zwei  beliebigen  Pai'allelkreisen.  Die  Modelle  lassen  ins- 
besondere deutlich  erkennen,  wie  bei  derAbwickolung  stets  correspondironde 
Punkte  der  beiden  Flächen  dadurch  zur  Deckung  konimen,  dass  die  beiden 
Kehlkreise,  (welche  in  diesem  Falle  die  Strictionslinie  bilden)  auf  einander 
rollen;  so  wird  ein  Abrollen  um,  und  ein  gleichzeitig  Verschieben  längs 
der  Erzeugenden  („Schroten")  bewirkt. 

Minimalflächen. 

225.  Mlnlmalfläche  fünfter  Classe,  1880  modellirt  von  Schilling. 

Zu  den  auf  pag.  297  des  Hauptkataloges  gemachten  Angaben  ist  noch 
nachzutragen,  dass  die  modellirte  Fläche  gerade  die  von  Henn^erg  (inau- 
guraldissei*tation)  zuerst  aufgestellte  Fläche  ist. 

Q.  Singulare  Vorkommnisse  bei  Curven  und 

Flächen. 

*^32.  10  Tafeln  Ober  die  gestaltliehen  Verhältnisse  der  dureh  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variuheln  deflnirten  Curven- 
Systeme.     Von  Prof.  W.  Dyck,  techn.  Hochschule  München. 

Übersichtstabelle. 
Die  Tafeln  geben  die  verschiedenen  Typen  der  singulären  Stellen    nach 
der  in  Tafel  I  enthaltenen  Übersicht. 

Singulare  Stellen  für  F  (x,  y,  y')  =  U. 

Tafel  IT:  Typen  der  wesentlich  singulären  Stollen  von  F  (x,  y,  y')=i  0. 

F  =  0,     Fi  +  y'F2  =  0,     F3  =  0 


M  = 


Fii  +  2y'Fj2  +  y'2F22    F.a  +  y^s  +  F^ 

^13  +  y'^2'i  F33 


M     N 


+   + 


Po 
P* 

Pa 


N  =  4M  — Fa* 

Diese  3  Typen  können  aus  den  in  den  oberen  Figuren  dargestellten 
singuliircn  Stellen  für  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  durch 
quadratische  Transformation  erhalten  werden. 

Tafel  III :  Aussenveseutlich  singulare  Stellen  von  F  (x,  y,  y')  =  0,  bez. 
<I>  (x,  y,  c)  =  0. 

F  =  0,  F3  ==  O,  F38  =  0  ;  ^  =  0,  %  =  O,  4>33  =  O. 

Übergangs  formen   für  F  (x,   y,  y')  —  k  =  0. 

Diese  Tafeln  zeigen  die  Veränderungen,  welche  ein  durch  eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  definirtes  Curvensjstem  erleidet  bei  Aenderung 
der  Constanten  der  Differentialgleichung. 
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Tafel  IV — VI :  Zusammcurückeu  wesentlich  singuläror  Stolleo  : 
F  (X,  y,  y')  -  k  =  0;  Fi  =  0,  F,  =  0,  h\  =  O 

M     F^alF.ki; 


+        +      I     Tafel  IV  Fig.  1 

-  —      }     Tafel  IV     „     2  a  b  c 
-f        —      !     Tafel  V      „        a  b  c 

—  -  Tafel  VI     „        ab  c 

Tafel  VII  und  VIII:  Zusammenrücken  wesentlich  und   ausserwosontlich 
siugulärcr  Stellen : 

F  (X,  y,  y')  -  k  ==  0;  V,  +  y'  F^  =  0;  F3  ..  0;  F33  =  0 

M      N   I 


+    —      (Po. )  Tafel  vn 
—    -      [l\)    Tafel  VIII 
Tafel  IX  und  X:  Zusammenrücken  ausserwesentlich  singularer  Stellen 
Tafel  IX :  F  (x,  y,  y')  -  k  =  0;  F3  =  0;    F33  =  0;  Fgaa  =  0 
Tafel  X:  F  (x,  y.  y')  -  k  =  0;  F3  =  0;  F33  =  U;  F^  F32  ~  F^  F31  =  0. 
Der  genaue  Verfolg  aller  dieser  verschiedenen  Übergangsformen  für  eine  vor- 
gelegte Differentialgleichung  erster  Ordnung,  in  welche  ein  zweckmässiger  Para- 
meter einzuführen  ist,  gestattet,  die gestaltlicho  Anordnung  der  Integrale ui*ven 
für  eine  solche  Gleichung  im  allmählichen  Entstehen  anschaulich  zu  verfolgen. 
Vorgl.  Dyck,  öitzungsber.  der  math.  phys.  Cl.  d.  k.  b.  Akad.  d.W.  1891,92. 

(Dyck.) 

^2a.    Zwei  Cartonmodelle  zur  Theorie  der  Differentialgrleichungren  von 

Privatdocent  H.  Brunn,  Univ.  München. 

Die  Modelle  veranschaulichen  in  möglichst  einfacher  Weise  das 
geometrische  Datum  einer  Differentialgleichung  von  der  Form 

1)  P  dx  +  Q  dy  +  R  dz  =  o. 

Vergl.  für  die  weiteren  Beziehungen  die  Aufsätze  von  Vo88j  Math. 
Annalen  16  und  23. 

Die  vorliegenden  Anordnungen  der  durch  die  Differentialgleichung 
gegebenen  Punkt-Ebenen-Elemente  beziehen  sich  speciell  auf  die  Dif- 
ferentialgleichung 

2)  y  dx  —  X  dy  4"  k  dz  =  o 

und  lassen  erkennen  (die  linke  Seite  von  2)  ist  kein  totales  Differential), 
wieso  die  Elemente  dieses  Nullsvstems  nicht  zu  Flächen  zusammen- 
gefasst  werden  können. 


111.  Abteilung. 

AngtuatuUc  Mafhtmatih. 


Erster  Abschnitt,     MechaniL 

li.  Apparate  und  Modelle  zur  Demonstration 

von  Sätzen  der  Dynamik. 

!^3a.  Modell  zur  Erklilrung  des  Pairallelogramms  der  Winkelgeseh windig- 
lieiten^  von  Prof.  H.  HartI  in  Reichoiiherg  (Deutscbböhmou.) 

Dor  Apparat  vorsinuli(^ht  dio  Componenten  uud  die  Resultante  für  die 
Zusammensetzung  zweier  Winkelj^esuhwindigkeiteu  in  der  bekannten  Weise 
durcb  die  Zusammcusotzung  von  Strecken  nach  Grösse  und  Richtung. 

*^3b.  Zwei  Apparate  zum  Nachweise  der  Keil-Wirkung  von  Prof.  H.  HartI 
in  Reichenberg  (Deutschböhmeu),  ausgeführt  und  ausgestellt  vou  M.  Kohl, 
Werkstätto  für  Prä<;isiousmechanik,  Chemnitz  in  8. 

Die  Apparate  bezwecken  die  Drucke,  welche  beide  Seiten  eines  Keiles 
auf  die  Widcrstaudstlächon  ausüben,  zu  demonstriren. 

Bei  dein  ersten  der  Apparate  wird  der  Keil  zwiscshen  zwei  mit  Rollen 
und  Gegeugewiclitcn  vei*seheiicu  Winkelhebolu  im  (ileicligewicht  gehalten, 
bei  dem  zweiten  zwischen  zwei  Stahlfedern,  deren  Spannung  an  geteilten 
Bügen  abgelesen  werden  kann.  Nähere  Beschreibung  in  der  Zeitschrift 
für  Instrumentenkunde  Bd.  5.  1892. 

!333c.  Bewegliches  Dynamometer,  von  Prof.  H.  HartI.  Reichen berg,  ausgeführt 
und  ausgestellt  von  M.  Kohl,  Werkstiitte  für  Prä«.'isionsmechanik,  Chemnitz  i.  S. 

Das  Dynamometer  dient  zu  messenden  Versuchen  mit  coustanten  uud 
vanablen  Kräften,  insbesouder«*  zu  V« 'rauchen  an  einfachen  Maschinen,  über 
die  verachiedenen  Arten  der  Reihunjr,  über  Stabilität  etc.  Beschreibung 
und  schematische  i^ai  Stellung  des  Apparates  liegt  bei. 
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S33d.  Apparat  zur  Demonstration  von  Grundgesetzen  der  Mechanik»  nach 
Prof.  Weinliold's  Demonstrationen,   ausgeführt  von  G.  Lorenz,   Obomnitz  i.  S. 

Dio  Apparate  beziehen  sich  auf  die  Darstellung  der  Bewegung  materi- 
eller Pendel,  die  Erläuterung  des  Begriffes  des  Ti-ägheitsniomentes,  endlich 
des  stabilen  und  labilen  Gleichgewichtes. 

384a.  Apparat  für  graphische  Darstellung  der  parabolischen  Bewegung  ge- 
worfener Körper  aus   dem  mechanischen  Insitut  von  Dr.  Sttthrer  und  Sohn. 

An  einer  80  cm  breiten  und  70  cm  hohen,  geschwärzten  Holztafel  ist 
eine  gebogene,  bewegliche  Röhre,  sowie  am  untern  Teile  eine  ebenfalls  ver- 
stellbare Röhre  mit  federndem  Kolben  angebracht.  Der  fallende  oder  ge- 
worfene Körper  besteht  aus  einer  Kugel  von  Kreide,  welche  die  durch- 
laufende Parabel  auf  der  Tafel  sichtbar  hinterlässt. 

236a.    Apparat  zur  Erklilrung  des  stabilen  und  labilen  Gleichgewichts  aus 

dem  mechanischen  Institut  von  Dr.  Sttthrer  und  Sohn. 

Die  Kugeln  sind  verstellbar  und  können  beide  nach  unten,  in  gleiche 
Axe  mit  dem  Unterstützungspunkt,  nach  oben,  oder  auch  einseitig  nach  oben 
oder  unten  gerichtet  werden.  Die  Aonderung  des  Gleichgewichts- Verhält- 
nisses je  nach  der  I^e  des  Unterstützungspunktes  zum  Schwerpunkt  kann 
mit  diesem  Apparate  ei"schöpfend  demonstriii;  werden. 

239a.  Apparat  zur  Ableitung  des  Begriffs  des  Traigheilsniomcntes.  construirt 
nacli  .\ii«;abc  von  OlM»rlchror  M.  Koppe  in  H«;rliii,  verfertigt  und  ausgestellt 
von    Mechaniker  A.  Herbst  in  Berlin. 

Ein  hölzernes  Lineal  von  1  m  Länge  schwebt  ähnlich  einer  Compassnadel 
mittelst  eines  Hütchens  horizontal  auf  einer  Stalilspitze  und  kann  in  eine 
gleichförmig  l)eschleunigte  rotirende  Bewegung  um  die  Verticale  des  Auf- 
hängepunktes versetzt  werden.  Zu  dem  Zweck  ist  der  das  Stahlhütchen 
aufnehmende,  in  der  Mitte  dos  Lineals  über  einer  Durchbohrung  befestigte 
Cylinder,  von  1  cm  äusserem  Radius,  in  seinem  oberen  Teile  mit  einem 
Faden  mehrmals  umwunden,  der  wagerecht  zu  einer  Rolle  geführt  und 
jenseits  derselben  mit  einem  (Jewicht  von  1  gr  gespannt  wird.  Der  untere 
Teil  jenes  Cylinders  ist  von  vielen,  auf  das  Lineal  geschichteten,  ringförmigen 
Gewichten  centrisch  umgeben,  die  zusammen  400 gr  betragen.  Mau  bestimmt 
die  Zahl  der  Secunden,  in  der  das  Lineal  seinen  ersten  Umlauf  vollendet, 
und  wiederholt  diese  Bestimmung,  nachdem  man  von  den  in  der  Mitte 
aufgeschichteten  Massen  entweder  100  gr  zu  gleichen  Teilen  nach  den  beiden 
Endpunkten  oder  alle  400  gr  nach  den  Mitten  der  beiden  Arme  verschoben 
bat.  Die  Uinlaufszeit  ergibt  sich  in  diesen  beiden  Fällen  gleich  gro.ss  und 
zwar  viel  gröss^^r  als  zuerst,  alfo  ist  der  verzögernde  Einfluss  der  blasse 
m  in  der  Entfernung  r  so  gross  als  der  der  Masse  mr'  in  der  Entfernung  1. 
Die  Reihung  ist  hier  nicht  störend,  weil  sie  bei  allen  Versuchen  gleich 
gross  ist.  Ferner  ist  das  Trägheitsmoment  eines  zu  verschiebenden  Ringes 
zwai-  nicht  dasselbe  wie  das  seiner  im  Mittelpunkte  vereinigton  Masse,  doch 
begründet  dies  keinen  Einwand  gegen  die  theoretische  Grundlage  des 
Apparates,  denn  der  Unterschied  ist  eine  Constante,  die  mit  in  das  Träg- 
heitsmoment des  Lineals  eingeht,  da  immer  alle  Ringe  an  der  Bewegung 
teilnehmen.    (Genaueres  s.  in  der  Ztschr.  f.  pbys.  u.  ehem.  Unterr.,  V.  S.  Ö) 

(M.  Koppe.) 
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239b.  Pendel  Vorrichtung   zur  Bestimmung    der  Trägheitsmomente  ebener 

Figuren  oach  Angabe  vou  Prof.  F.  Kreuter  aus  dorn  mathematischen  Institut 

von  A.  Ott  in  Kempten.    (1885.) 

Die   Bestimmung  dos   Trägheitsmomentes    beruht   auf    den    bokauuton 

Sätzen:  Das  Trägheitsmoment  eines  Körpers  T  für  eine  bestimmte  Rotatioos- 

axe  ist: 

T  =  M  (a«  +  r\ 

wo  a  den  Abstand  dos  Schwerpunktes  von  der  Axe,  r  den  Trägheitsradius 
des  Körpere  für  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  und  zur  ersten  pa- 
rallele Axe  bezeichnet.  Weiter  steht  r  in  Beziehung  zur  Länge  1  eines 
einfachen  Pendels,  welches  mit  dem  zusammengesetzten  die  gleichen 
Schwingungen  ausführt,  durch  die  Formel 

r* 

l  =  a-f  — 
a 

Bestimmt   mau  also  die    Schwingungsdauer  des  Köi'pei's,   indem  man  eine 

grössere  Zahl  kleinerer  Schwingungen    desselben    beobachtet,  so  lässt  sich 

zunächst    die   Länge    1    des    entsprechenden   einfachen    Pendels   (nach   der 

Formel :    Schwingungsdauer  t  =  1/  — )  bestimmen  und  hieraus  nach  Ermitt- 

luug  dos  Abstandas  a  und  der  Masse  M  die  Grösse  des  gesuchten  Träg- 
heitsmomentes T. 

Die  Vorrichtung  ist  specioll  für  die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten 
ebener  Figuren  bestimmt,  welche  in  Blechschablonen  sich  genau  herstellen 
lassen  und  für  welche  die  Ermittelung  des  Flächeninhaltes  am  einfachsten 
durch  Wügung  erfolgt,  während  die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  durch 
Ausbalanciren  auf  zwei  Zirkelspitzen  mit  genügender  Genauigkeit  vor- 
geuomnion  werden  kann.  Für  die  Bestimmung  der  Schwingungsdauer 
werden  die  Schablonen  in  einer  kleinen  Klammer  befestigt,  welche  auf  zwei 
Schneiden  schwingt.  Hiebei  ist  also  noch  die  Aufhängevorrichtung  bei  der 
Bestimmung  des  Trägheitsmomentes  in  entsprechender  Weise  zu  berück- 
sichtigen*). Man  kann  dies  umgehen,  wenn  man,  wie  Ingenieur  K.  Presset 
angibt,  die  Schablonen  einfach  auf  zwei  Nadelspitzen  schwingen  lässt.  Der 
Apparat  lässt  dann  an  Einfachheit  nic^lits  zu  wünschen  übrig. 

Die  Genauigkeit  des  Verfahrens  steht  nach  angestellten  Versuchsreihen 
mit  der  graphisclion  .Methode  auf  gleicher  Stufe ;  dagegen  erfordern  sowohl 
die  rechnerische,  wie  die  graphis(^.he  Bestimmung  wesentlich  mehr«  Zeit- 
aufwand, was  bei  häutig  zu  wiederholenden  Vei-suchsreihon  (\vie  etwa  bei 
der  Prüfung  verschiedener  ELsenbahnbauartou  oder  Schieneniiuerschnitte) 
nicht  unwesentlich  ist.  Der  Zeitaufwand  entspricht  etwa  dem  für  die  Be- 
stimmung durch  das  Momontenplanimoter  erforderlichen.  (Bezüglich  weiterer 
Angaben  vergleiche  man  die  Zeitschrift  des  Vereins  deutscher  Ingenieure 
Band  29.) 

239c.  Eisenlohr's  Appairat  zur  Erklilrung  des  Foiieaalt*scken  Pendels,  ausgestellt 
von  Oberlehrer  M.  Koppe  in  Berlin. 

Der  Apparat  zeigt,   dass  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die  Schwing- 
ungsebene des  Foucault'schen  Pendels  dreht,  dem  Sinus  der  geographischen 

•)  Jedem  Apparat  sind  die  hiezu  nötigen  Constanten  beigegeben. 
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Breite  [»roportional  sein  mus,s.  Die  Erde  wird  durch  einen  Meridianring 
(larRpBtellt ,  längs  eines  Durchinessers  ist  eino  gespannte  Spiralfeder  aoge- 
liradit,  diu  in  der  Mitte  eine  Kugel  trügt,  Wübreud  auf  eine  wirkliche 
Pcndelkugel  nur  nach  obeti  diu  S]ianniiDg  eines  Fadous,  nach  unten  aber 
dif>  Schwere  wirkt,  sind  hier  beide  Krafto  durch  elastische  Spannungen 
ersetzt.  Zur  Seite  gozogoii  führt  die  Kuf;el  Pendclsoliwiiigungon  z.  B.  in 
der  Ebene  des  Meridiaiis  aus.  Der  Meridinnring  kann  iti  einer  ihn  atii- 
schliesseuden  Führung  boliobig  festgestellt  nud  mit  letzterer  leiuht  utn  eine 
vorticale  durch  das  tlentruin  gehende  Axe  gedreht  werden,  Ist  die  fileich- 
gewiehlslagc  der  xchwiagenden  Spiraie  vertical  gestellt,  so  bleibt  die 
Schwiogiingaebeuo  absolat  fest,  wahrend  man  den  Meridianring  dreht.  Ist 
die  SpiiBlii  wagoreclit,  so  bleibt  die  Lage  der  Scbwingnogsubene  zu  der  des 
Meridians  unvenlndert.  Bildet  die  Spirale  mit  der  Wagurechtcn  den  Winkel 
f  =  30°,  so  dreht  siiih  die  Scbwingungseliene  um  je  49*  in  Bezug  auf  die 
Ebene  des  Kinges,  wenn  mau  letzteren  um  ,je  90°  drrht.  Für  f  =  52'Ji^ 
(Breite  vou  Beriinl  entspricht  einer  Ilndinng  des  Ringes  um  5  Bochto  eine 
solche  der  Schwint'ungsebene  um  4  Recliti',  sii  da-js  nai'h  vollzogener  Drehung 
die  Sehwingniigcn  \vicd<.>r  in  die  Ebene  des  MeridiatJS  fallen.  (Genauere  An- 
gaben 1u  der  Zeitschrift  für  i^hys.  u.  ehem.  llnterr.,1,  S.  18). 

(M.  Koppe.) 

S:ifld,  Mecbnolsche  Wippe  (MeelmnivRl.  Kaehcr)  nach  Angalie  vod  Prof. Th- Ale- 
xander, Trinity  Cvllege  Dabltn,  und  Prof.  A.  Thomson.  Science  College  Pooni. 

Ein  Rftlimcu  <.T)  (vergl.  dio  Figur)  wiegt  an  zwei  Doppolstüben  AD 
und  BC  bin  und  hör.  Die  Drehpunkte  A  uud  B  liegeij  horizontal  und  es 
ist  AB  =  l'D.  In  dem  ausgestellten  Modell  ist  ferner  BD  <  BA,  Das 
Gleichgewicht  ist  stabil,    wenn  t.'D  horizontal    liegt,    und    der  Mechanismus 
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wiegt  sich  um  diese  Gleichgewichtslage  mit  einer  Schwingungsdauer  von 
ungefähr  1".  Verschiebt  man  den  Apparat  so,  da*is  der  <);  DEO>Kwird 
so  kippt  der  Apparat  um. 

Die  Periode  für  kleine  Schwingungen  hat  Prof.  Sarlodon,  Univei-sity  of 
Dublin,  untersucht  Der  Me^-hanismus  wird  angewendet  für  Beleuchtungs- 
gerüste und  als  Rettungsleiter.  Da  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Mechanis- 
mus sich  nahezu  in  gerader  Linie  (genauer  einem  Stücke  der  Fusspunkts- 
curve  einer  Ellipse)  bewegt,  so  ist  die  zum  Hinaufbefördern  von  Menschen 
und  Material  aufzuwendende  Arbeit  ein  Minimum.  Durch  eine  geeignete 
Verbindung  mit  einer  Kette  ohne  Ende  und  einer  \Vinde  kann  ein  Mann 
sich  selbst  hinauf-  und  herablassen.  Eine  andeie  Form  der  AVippo  lässt 
sich  zur  Bestimmung  d»»r  Erschütterung  bei  Erdstössen  verwenden.  Eine 
Anzalil  kleiner  Wippen  von  vei-schiedenor  Schwingungsdauer  wird  auf  einem 
steinernen  Pfeiler  aufgestellt;  die  Schwingungen  derjenigen  Wippen,  für 
welche  die  Amjditnde  mit  d«'n  Erschütt« »Hingen  d<M'  Erd.stösse  zusammen- 
Tällt,  werden  vergrössert,  die  anderen  schwanken  nur  wenig  wegen  der  ein- 
tretenden Interferenzen.  Noch  eine  andere  Form  für  die  labile  Gleich- 
gewichtslage kann  als  Aublöseapparat  dienen.  Der  (^isto  Stoss  bewirkt  die 
Bewegung  d<?s  Apparates  und  kann  so  einen  elektrischen  Contact  oder  eine 
Selbstrogistrirmaschiue  auslösen.  (Die  ausgestellten  Modelle  sind  Eigcuitum 
der  kgl.  irischen  Akademie,  die  ausführli(;he  Beschreibung  findet  sich  in  den 
Transactions  dei-selben,  Band  29,  Teil  19.) 

(Th.  Alexander  und  A.  Thomson.) 

289e.  Zwei  Kreisel  mit  Glastafel  und  Zeich envorriehtang  znr  Dnrstellang: 
der  Nntation  von  Solimidt  in  Dresden,  ausgestellt  von  G.  Lorenz,  Chcnuiitz. 

289f.  Ginfaehes  und  doppeltes  Uarogyroscop  zur  Denioiislration  der  Erd- 
dreliiing  von  Th.  Gilbert,  weiland  Professor  an  der  Univei-sität  Li'iwon,  ansge- 
stellt  von  der  Universität  Löwen. 

Das  Gyroscop  besteht  aus  einem  Ringe  D  (vergl.  die  Figur)  aus 
Bronze;  die  Stahlaxe  a  desselben  ist  mit  konischen  Spitzen  in  zwei 
Schrauben  v,  v*  eingüset;tt,  welche  ihrerseits  ic  den  aus  englischem  Stahl 
hergestellten  Ralunen  C  C  eingelassen  sind.  Der  Rahmen  C  C  ruht  mit 
zwei  Schneiden  A,  A*  in  der  Höhlung  zweier  cylindrischer  Flächen  aus 
gehärtetem  Stahl.  Das  System  DC  ist  mit  möglichster  Genauigkeit  sym- 
metrisch zur  Hauptebene  des  Ringes,  welche  gleir-hzeitig  durch  die  Kanten 
der  beiden  Schneiden  hindurchgeht,  hergestellt;  seine  Beweglichkeit  um  die 
8(;hn(»iden  ist  so  gross,  dass  ein  leiser  Hauch  genügt,  van  Oscillationen 
hervorzurufen.  Durch  V^erstellen  der  Schraul)en  v,  v'  und  der  kleinen 
beweglichen  Massen  u,  u'  lilsst  sich  durch  successives  Probiren  erreichen, 
dass  der  Schwerpunkt  des  Ringes  und  des  Rahmens  sich  auf  der  Aufliän- 
gungsaxe  (der  Linie  der  Schneiden)  belindet,  so  dass  das  System  sich  njög- 
lichst  nahe  in  indifferentem  Gleichgewichte  um  diese  Axo  befindet. 
Mit  Hilfe  des  kleinen  Ivaufgewichtes  p,  welches  mit  starker  Reibung  Lings 
einer  in  den  Koi)f  der  unteren  Schraube  v'  eingesetzten  Nadel  gleitet,  wini 
sodann  erreicht,  da.'^s  diese  Nadel  und  die  Ringaxe  in  verticaler  I^e  in 
stabilem  lileichgewicht  sich  befindet,  solange  der  Ring  D  in  Buhe  ist,  wo- 


von  man  sich  dadmch  uber/eugt   dass  man  daiS\<itoni  um  dio  Aafhängaxe 
pendeln  lat<st 

Die  Ijigör  S  für  die  Schnoidiu  werden  d  rart  auf  einen  Fu<.')  H  aufge 
setzt  dass  SIC  sich  mit  starLtr  Reibung  um  eine  Terticole  A\e  diehen 
lassen,  so  dahs  man  di  Tprtical  benc  durch  die  \ufhanga\e  suc(.easi\e  m 
joüon  Meridian  einstnUea  kann  Lnilli  h  sini  auf  d  m  Träger  S  znn 
iiabelo  F  F  angobia  ht  um  die  Sibneilen  aufzulegen  und  lano  genau 
m  ihre  Lager  einsetzen  zu  L  nnen  Auf  dti  Ä\e  des  Riutc*  ist  em 
stehlerues  Z^nrad  E  eiogesitzt,  welihis  in  \erbindnQg  mit  omein  Rader 
meehaDismu«  oder  einem  Foucault->  bea  Tnebwerk  dazu  diunt  den  Ring 
lu  eme  muglichst  ra.s(.he  R  tat  n  (ungeftbr  150  Umdiebni  gen  |>ro  Setunde) 
711  \  ersetzen 

Hat  man  Hilfe  der  bteltsibraubcu  \  \ 
gestellt,    so  nimmt    man  den  Riog  mii  seine: 
und  sotzt  den  Gin^  in  bestimmtem  Sinn    mit 
m  BeuLgung     Hierauf  bnngt  man  das  biRte 
auf  stme  l>agei  und  überliest  es  sich  selbst 


die  Aufhangeaxe  horizontal 
Rahmen  \om  Apparat  wog 
Hilfe  des  RotatiOQBapparates 
(mit  Hilfe  Ifs  dabelfubrers) 
&•  /(.Igt  sich  dann  daas  im 
Aügomein  n  die  !Nndel  des  Gyioscopes  lon  ihier  vorticalen  Lage  abgelenkt 
wird  Die  theoretische  DiSLUvJion  der  Anordnurif,  ergiel  i  die  folgende 
Formel  fui  den  Ablonkungsnmkel  F  dot  Nidel  (Ri  btung  der  Ringaxe)  von 
der  Veitioalen 

[jia  n  cos  L  cos  a 

dabtM  bedeutet  C  das  Triigheilsiiimnent  dos  Ringes  mit.  llpzug  auf  die  Aio 
(i  die  Masse  doK  kleinen   Laufgew iL-htes,  o  dessen  Eutfornutig  vom  Schwer- 
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punkto  0  von  Ring  und  Rahmen,  a>  die  Rotationsgeschwindigkeit  des 
Pianeteu,  n  die  Rotationsgeschwindigkeit  (les  Ringes,  L  die  Polhöho  des 
Ortos ,  a  den  Winkel  der  liinio  der  Schneide  mit  der  Meridiauebene  im 
Sinne  des  Uhrzeigers  gezählt.  Man  erkennt  die  in  dieser  Formel  liegenden 
Resultate  durch  folgende  Erscheinungen  am  Instrument: 

1)  Die  Gleichgewichtslage  von  Ring  und  Rahmen  entspricht  nicht  mehr 
im  allgemeinen  einer  verticalen  Nadelstellung,  wie  bei  ruhendem  Ringo, 
vielmehr  hat  das  Maximum  der  Abweichung  statt,  wenn  die  ^chvringungs- 
ebene  der  Nadel  mit  der  Meridianebeue  zusammenfällt  Die  Nadel  wird 
sich  mit  abnehmender  Schwingung  gegen  Norden  oder  Süden  drehen,  je 
nachdem  der  Ring  von  oben  betrachtet  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  ent- 
gogeugesetzt  rotirt;  dabei  ist  unter  gleichen  Umständen  di&  Nadelablenkung 
im  zweiten  Falle  geringer  als  im  ersten,  wie  sich  auch  aas  der  obigen 
Formel  ergibt,  in  welcher  der  Nenner  für  den  ersten  Fall  eine  Differenz, 
für  den  zweiten  Fall  eine  Summe  ist. 

2)  Steht  die  Schwingungsebane  der  Ringaxe  senkrecht  auf  der  Meridian- 
ebene, dann  ist  dio  Gleichgewichtslage  der  Nadel  wieder  vertical  wie  bei 
ruhendem  Ring,  gleichviel  in  welchem  Sinae  dereelbe  rotirt.  Man  bewerk- 
stelligt diese  Wechsel  des  Azimutes  'für  die  Schwingungsebene  auch  wälirend 
des  Versuches,  indem  man  diis  Lager  S  auf  seinem  Fusse  dreht.  Dabei 
muss  man  sich  aber  hüten,  die  Schneide  zu  verschieben  und  vor  allem 
darf  man  das  Lager  nicht  im  entgegengesetzten  Sinne  der 
Rotation  des  Ringes  drehen,  was  unmittelbar  das  ganze  System  zum 
Kippen  bringen  würde! 

3)  In  den  ZAvischen liegenden  Azimuten  stellt  sich  die  Nadel  in  eine 
zwischen  den  Extremen  liegonde  Gleichgewichtslage. 

4)  Die  Neigung  der  Nadel  wird,  wie  aus  dei*  obigen  Formol  folgt,  um 
so  stärker,  je  geschwinder  der  Ring  rotirt,  je  grösser  sein  Durchmesser 
ist,  je  kleiner  die  Polhöhe  des  Ortes,  je  geringer  die  Distanz  8  des  LÄuf- 
gewichtes  vom  Schwerpunkt  0. 

5)  Wie  aus  der  Formel  folgt,  ist  die  Nadelablenkung  gegen  dio  Verti- 
cale  unabhängig  von  der  Masse  des  E^hmens,  aber  die  Schwingungsdauer 
der  Nadel  ist  davon  beeinflusst.  Diese  Schwingungsdauer  muss  soviel  wie 
möglich  abgekürzt  werden,  um  den  Apparat  möglichst  empfindlich  zu 
machen.  Man  muss  daher  1)  das  System  so  beweglich  wie  möglich  um 
die  Schwingungsaxo  machen  ,  was  durch  die  Schneidenaufhängung  am 
besten  hergestellt  wird.  2)  Ist  der  Rahmen  möglichst  leicht  herzustellen 
und  möglichst  die  Zufügung  weiterer  von  der  Aufhängungsaxe  entfernter 
Massen  zu  vermeiden.  3)  Der  Ring  muss  einen  möglichst  grossen  Durch- 
messer erhalten  und  die  Rotationsgeschwindigkeitoo  n  so  gross  wie  möglich 
gemacht  werden. 

Durch  allmähliche  Versuche  erhält  man  die  günstigsten  Anordnungen 
und  so  wurde  auch  bei  der  Construction  des  vorliegenden  Appamtes  vor- 
fahren.    Als  Beispiel  sei  angeführt  (Längeneinheit  in  dm): 

Ring :  Radius  des  erzeugenden  Kreises  =  0,1 ;  Entfernung  seines 
Mittelpunktes  von  der  Ringaxe  =  0,35;  Dicke  der  eingeschalteten  Mittel- 
ebene  =  0,04;  Radius  der  Axe  =  0,03;  liingn  der  Axe  =  0,6; 
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Rahmen:  Diagonale  =  0,8;  1,2;  Dimonsionen  im  Querschnitt  = 
0,07;  0,04; 

Laufgewicht:  Durchmesser  =  0,08;  Höhe  0,02;  o  =  0,5; 
Dichtigkeitsverhältnis    zwischen    Stahl   und  Bronce  0,8965;    n  =  1256.637 
(200  Touren  in  1" ;  a>  =  0,000073 ;  L  =  48050'39" . 

Resultat:  Ablenkung  E  =  7W10";  Schwingungsdauer  der  Nadel 
I  =  3",76. 

Das  zweite  der  Instrumente  ist  die  Verdoj)pelung  des  ersten.  Die  binden 
auf  einem  Rahmen  aufgesetzten  Ringe  lassen  sich  durch  die  Antriebsvor- 
ri(;htung  in  gleicher  Richtung  mit  gleicher  (lesch windigkeit  in  Rotation 
versetzen. 

Die  ausgestellten  Instrumente  sind  vom  Mechaniker  E.  Ducretet  &  Co. 
in  Paiis  construirt  und  gestatten  mit  ziemliclier  Kxactheit  die  Beobachtung 
der  angegebenen  Ei'scheinungen. 

(Auszug  aus  dem  Aufsatze:  „Mtunoire  sur  Papplication  de  la  methodo 
de  I^ngrange  ä  divers  Problemes  de  mouvement  relatif  par  Ph.  Gilbert 
Professeur  ä  l'universite  catholique  de  Louvaiu'^  in  „Annales  de  la  societe 
sciontifique  de  Bruxelles"  7.  Jahrgang  1882-83,  pag.  66,  77  u.  ff.) 

339  g.  Vorrichtung  zur  pbotographisehen  Wiedergabe  der  Präeessionsbe- 
wcgung,  insbesondere  bei  der  Geschossbewegnng.  Von  Prof.  Neesen, 
Artillerieschule  Berlin. 


In  dem  letzten  Ringe  des  Bohnenbergerschen  Apparates  ist  eine  Axe 
a  gelagert^  durch  welche,  drehbar  in  ihr  gelagert,  die  Axe  b  der  photogra- 
phischen Einrichtung  hindurchgeht.  Auf  b  ist  ausser  einer  Schnurrolle  c, 
die  zur  Drehung  von  b  mittelst  Schnurabziehen  dient,  eine  Platte  g  befe- 
stigt. Ein  kegelförmiger  Dc»ckel  d  mit  einer  kleinen  ()ffnung  i  in  der  Spitze 
wird  auf  g  gesetzt  und  hält  eine  photographische  Platte  p  (aus  Bromsilber- 
Oelatine)  fest.  An  der  anderen  Seite  der  Axe  ist  eine  Trommel  e  mit  zwei 
diametral  gegenüberliegenden  Öffnungen  o  angebracht.  Ein  Deckel  n  ver- 
schliesst  die  Trommel.     Auf  einem  Stifte  f  im  Innern  der  Trommel  ist  lose 
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gela^^Mt  oino  zweite  Trommel  t  bestehend  aus  einem  Rahmen  r,  auf  welchen 
durch  3  Schrauben  bolzen  zwei  cylindrische  Kappen  k  befestigt  werden.  Jode 
dieser  Kappen  hat  eine  kleine  Öffnung  i.  Durch  das  Aufsetzen  der  Kappen  k 
werden  gleichzeitig  zwei  photographische  Platten  auf  r  festgeklemmt.  Die 
Trommel  t  ist  möglichst  leicht  und  ihr  Schwerpunkt  durch  seitliche  Belast- 
ung möglichst  weit  aus  der  I^ge  der  Axe  f  herausgerückt.  Durch  eine 
besondere  Vorrichtung  lässt  sich  die  Trommel  t  mit  der  umgebenden  Trommel 
kuppeln  Wird  nun  die  Axe  b  in  Kotation  gesetzt  und  der  Apparat  so  ge- 
stellt, dass  die  Sonnenstrahlen  durch  i  auf  die  Platte  p  fallen,  so  bildet 
sich,  wenn  die  Axe  keine  Präcessionsbewegung  macht,  ein  Kreis.  Schwankt 
die  Axe  aber  hin  und  her,  so  entsteht  statt  des  Kreises  eine  Spirale.  Lässt 
man  die  Sonnenstrahlen  seitlich  auf  die  Öffnungen  o  fallen,  so  entstehen, 
wenn  die  beiden  Trommeln  t  und  e  gekuppelt  sind,  auf  jeder  der  beiden,  den 

Öffnungen  i  gegenüberliegenden   photo- 
graphischen  Platten  eine  Ellipse,  wenn 
Axe    b  nicht    schwankt.      Schwankt    b 
hin  und  her,    so  entstehen   eine  Reibe 
conaxialer    Ellipsenzüge.      Wird    nun 
die   Kuppelung   zwischen    den    beiden 
Trommeln  gelöst,  so  dass  die  Trommel 
t  nicht   mit   rotirt,    und  lässt  man  die 
Sonnenstrahlen  wieder  seitlich   durch  i 
fallen,    so    wird   auf  der  einen    Platte 
p  nichts  gezeichnet  zum  Beweise,  dass 
Trommel    t    wirklich     nicht    an    der 
Auf    der   den  Sonnenstrahlen    zugewandten 
Phitte  p  entstehen  Punkte  —  bei  jeder  halben  Umdrehung  einer.  —  Aus 
der  Lage  dieser  Punkte  kann  die  Schwankung   der  Axe    bestimmt  werden. 
P^ino  ähnliche  Einrichtung  im  Innern  eines  Geschosses  angebracht,  er- 
laubt die  konische  Pendelung  der  Geschossaxe  zu  verfolgen. 

Vergl.  hiezu  den  Aufsatz  „Photographische  Aufzeichnung  und  Theorie 
der  Geschosspendelung",  und  Ai'chiv  für  Artillerie-  und  Ingenieuroffiziore 
1889,  S.  68.  (Neeson.) 


Drehung    teilgenommen    liat. 


240a.  Apparat  zur  Yeranüchaulicliung:  der  Erhaltung:  des  Schwerpunktes^ 
beziehun|ir*4weise  des  Beschleiinitfuuijrsdriickes.  Kinematische  Sammlung 
der  techniechen  Hochschule  München. 

Ein  Wagen  bewegt  sich  frei  auf  einem  Geleiso;  auf  dem  Wagen  ist 
ein  Schubkurbelgetriebo  angebracht,  an  dessen  Triebstange  sich  grosse 
Massen  befinden.  Das  Schubkurbelgetriebe  kann  mittelst  einer  Radübor- 
tragung  von  einem  feston  Rade  aus  in  Bewegung  gesetzt  werden.  Dabei 
gerät  der  Wagen  in  eine  oscillirende  Bewegung,  der  durch  die  Bewegung 
.des  Kurbelgetriebes  bewirkten  Vei-schiebung  des  Schwerpunktes  entsprechend. 
Durch  Festhalten  des  Wagens  lässt  sich  der  Beschleunigungsdruck 
demonstriren.  Auf  dem  Schwungrade  des  Kurbelgetriebes  können  Bleiseg- 
mente angebracht  werden ,  welche  die  Verschiebung  des  Schwerpunktes 
aufheben. 


240b.    A,  Toepler'8  Torleenng'SBpiiarat  znr  Statik  und  Djnamlk  sUrrer 

Körper,  '■onstruirt  von   Mochaniker  Leuner,    lecliniMulic  Houlischulo  Dresden. 

Die  Coastruotioii  dii:äcs  Apparates  ist  aus  d(<m  Bedürfnis  oacb  oiaem 
einzigen,  bc<[Uonieu  Hilrsmiltel  entstanden,  wolühos  eine  ausgiebigere  ex- 
pcrimoDtcIle  Behandlung  einzelner  Abschnitte  der  Mechanik  ermiigliubl,  aln 
die  hierzu  gowä)inlich  gebrikiiuh liehen  Apiiarafe  gestalten.  Die  nachfulgeode 
Bosebreibang  des  roeplir'schon  Vorlesnnj'wipparHtea ,  welcher  die  Aut- 
ziibluug  einer  Reihe  der  damit  ausfülirbai'en  wicbtigsten  Experimeato  an- 
gefügt ist.  lehnt  ^icli  an  die  von  Dr.  R,  Hmnig,  in  der  Zeitschrift  für 
physikalischen  und  chomisclien  Unterricht,  Jahrgang  1888,  Seite  137  —  148 
gegebene,  mit  vielen  Figuren  ausgestattete ,  an.  Dieser  Arbeit  auf  welche 
zur  wcilercii  Orientlrnng  ausdrücklich  vorwiesen  wird,   sind  auch  die  hier 


Fig    1 

beigegebeneu  fünf  1  Linien  entnommen  worden  Von  dipson  gibt  Fig  1 
eine  porsiMictiMsrhe  Ansicht  des  ganzen  fiir  <iiipd  beitimniten  Versuch 
ciiigestoUteii  Apfarates  Fig  2  i-inen  Vorti  als  hnitt  luruh  iio  Hauptbestand 
teile  desselben  die  Fig  3—5  zeigen  ^ersuchsauo'  Inuugen  in  achematiBcher 
Darstelluiig.  Die  der  folgenden  Bescbreibimg  eingefugten  Buchstaben  be 
ziehen  sieb  auf  Fig.  2. 
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Fig2. 

Der  Apparat  besteht  im  Wesentlichen  aus  einer  schweren,  gasseisernen 
Kreissclioibe  (a,  Fig.  2),  die  vermittelst  dreier,  genau  gleich  grosser  Hart- 
bronzekugoln,  von  denen  in  der  Figur  nur  zwei  (b)  sichtbar  sind,  auf  einer 
horizontalen  ünterlagsplatte  (d  e  d)  ruht  und  auf  ihr  beliebig  bewegt  wer- 
den kann. 

Die  Kreisscheibe  von  grosser  Masse  (etwa  14  kg)  enth«ält  an  ihrer  Ober- 
lläche,  wie  aus  Fig.  1  zu  ersehen  ist,  oiae  grosso  Anzahl  geeignet  angeord- 
neter und  nummerirter  conischer  Locher,  in  denen  durch  Gewichte  ge- 
spannte Faden  befestigt  werden  können,  welche  die  auf  die  Scheibe  wirken- 
den Kräfte  darstellen.  Die  Befestigung  geschieht  rasch  und  sicher  mit- 
telst kleiner,  conischer  Stöpsel,  von  denen  einer  bei  i  unter  Fig.  2  etwas 
grösser  abgebildet  ist.  Um  den  veijüngten  Hals  •  dos  Stöpsels  wird  eine 
aus  der  Ferne  gut  sichtbare,  genügend  starke,  weiche,  weisse  Seidenschnur 
(k)  mit  einer  Schlinge  gelegt  und  mittelst  Leitrolle  (h)  und  Gewicht  ge- 
spannt. Ein  besonderer  stärkerer  Stöpsel  ist  für  das  Centrum  der  Guss- 
eisenscheibe bestimmt.  Diese  ist  daselbst  durchbohrt;  durch  die  Oeffnung 
kann  ein  Centrirungsstift  (f)  in  die  gleichfalls  durchbohrte  Mitte  der  Unter- 
lagsplatte eingesteckt  werden,  so  dass  die  Scheibe  nur  noch  Drehbewegungen 
um  ihren  Mittelpunkt  auszuführen  vermag.  Um  der  frei  beweglichen 
Scheibe  constanto  Drehmomente  erteilen  zu  können,  enthält  deren  Rand 
zwei  eingedrehte  rechtwinklige  Rillen,  in  welche  belastete  Fäden  einzu- 
legen sind. 

Die  Unterkgsplatte  ist  gleichfalls  aus  Gusseisen  hergestellt  und  besteht 
aus  zwei  durch  Schrauben  verbundenen  concentrischen  Teilen,  deren  innerer 
—  gleichwie  die  Kreisscheibo  an  ihrer  unteren  Seite  —  eine  eingekittete 
Spiegelglasscheibe  besitzt,  um  die  Beweglichkeit  der  !»ugeln  durch  Ver- 
minderung dos  Reibungs Widerstandes  möglichst  gross  zu  machen.  In  der 
Mitte  (bei  e,  Fig.  2)  ist  ein  cunisoh  ausgebohrter  Messingcylinder  einge- 
schraubt, der  als  Lager  für  den  Oentrirstift  (f)  dient,  und  dessen  oberer  Teil 
trichterförmig  ausgeweitet  ist,  um  ein  leichteres  Centriren  der  Kreisscheibe 
zu  gestatten.  Die  ünterlagsplatte  ist  mit  einer  geländerartigen  Umrandung 
(c)  versehen,  welche  die  Bewegung  der  Kreisscheibe  begrenzt,  aber  den 
Zwischenraum  zwischen  Scheibe  und  Platte  ber^uem  zugänglich  lässt.  Die 
Obeiiläche  dieser  Umrandung  tiiigt  eine  von  5^  zu  ö^  fortschreitende  Kreis- 
teilung,  das  untere  Ende   läuft  in  eine  horizontale  Flansche  (d)  aus.     Drei 
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durch  die  lotztero  goführte  Fussschrauben  ermr)jrlichen  es  schliesslich,  auf 
fester  Unterlage  die  Oberfläche  der  eingesetzten  Si)iegolglasschi»ibe  mit  Hilfe 
einer  foinen  Libelle  ji^enau  honzoutal  7.\i  stellen  und  so  die  bewegliche 
Scheibe  der  directeu  Einwirkung  der  Schwerkraft-  zu  entziehen.  Ausser 
den  beiden  llauptteilen  gehören  zum  be«[uemen  und  vielseitigen  Gebrauche 
des  Apparates  verschiedene  Nebcnbestandteile.    Als  solch«»  sind  zu  nennen: 

1.  Ein  Va  Dutzend  zur  Führung  der  bobasteti^n  Fäden  dienende  Loit- 
rollen  (h,  Fig.  2),  die  vermittelst  Schraubzwingen  (g)  auf  der  Flansche  (d) 
der  Unterlagsplatte  befestigt  werden.  Die  aus  Rotguss  leichtgearbeiteten 
Kollon  sind  frei  um  eine  horizontale  Ax(\  ausserdem  aber  auch  nach  Lüftung 
einer  Schraube  um  eine  verticale  Axe  in  der  Schraubzwinge  (g)  bewegbar, 
und  lassen  sich  im  Bedarfsfalle  vermittelst  in  die  Schraubzwingen  einge- 
fügter veiiicaler  Verlängerungsstangen  in  beliebiger  Höhe,  sowie  mit  Hilfe 
horizontaler  eiserner  Schienen,  die  dann  ihrerseits  am  Rande  der  ünterlags- 
platte  festgeschraubt  werden,  in  grösserem  Horizontalabstaude  am  Apparate 
befestigen. 

2.  Zwei  Klammern  aus  Messing,  die  am  Geländer  des  Apparate.s  (o,  Fig.  2) 
festgeschraubt  werden  können  und  deren  hervorragendes  Ende  mit  einem 
Stifte  in  ein  Loch  der  Kreisscheibe  eingreift.  Durch  X'erwenduug  von  zwei 
solchen  Klammern  wird  die  starre  Verbindung  der  Scheibe  mit  der  ünter- 
lagsplatto  bewirkt,  die  zur  Vorbereitung  der  meisten  Versuche  notwendig 
oder  doch  zweckmässig  ist. 

3.  Zwei  eiserne  Lenkerstangen,  die  den  Zweck  haben,  der  Kreisscheibe 
Zwangsfühnmgen  zu  erteilen,  so  dass  dieselbe  nur  noch  ganz  bestimmte 
Bewegungen  auszuführen  vermag.  Diese  mit  Löchern  versehenen  Lenker- 
stangen sind  an  einem  Ende  um  verti  .ale  Axen  drehbar,  die  mit  Schraub- 
zwingen am  Rande  der  Unterlagsplatte  zu  befestigen  sind;  das  andere  Ende 
greift  mit  einem  drehbaren  Stifte  in  ein  Loch  der  Kreisscheibe  ein. 

4.  Zwei  Kreisscheiben  verschiedenen  Durchmessers  aus  hai-tem  Holze, 
mit  Nuten  am  Rande  zur  Aufnahme  von  zu  belastenden  Fäden.  Diese 
Holzs<'heiben  sind  in  der  Mitte  durchbohrt,  um  den  Centrirungsstift  durch- 
zulas.sen;  sie  sind  in  horizontaler  T^age  auf  die  Kreisscheibe  aufzustecken 
und  gestatten  dann  leicht  die  Anbringung  von  Kräftopaaron  mit  constintom 
Drehmomente. 

5.  Eine  grosse  Anzahl  Gewichtsstücke,  von  denen  jedes,  wie  aus  Fig.  1 
zu  ersehen,  zwei  Haken  besitzt ,  so  dass  dieselben  an  einander  angehakt 
und  in  beliebigen  Grupiion  gemeinschaftlich  an  die  Fäden  gehängt  werden  können. 

6.  Eine  hölzerne  zangenartige  Stellvorric^htung,  mit  deren  Hilfe  die  drei 
Bronzekugeln  zweckmässig  so  angeordnet  werden  können,  dass  sie   die  Eck 
punkte  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Durchbohrun  S 
der  Unterlagsplatte  liegt,  bilden. 

7.  Kin  Parallel lineal,  um  die  durch  Gewichte  gespannten  Fäden  eventuell 
schnell  parallel  stellen  zu  köimen. 

Dem  ganzen  Apparate  werden  zur  Demonstration  bestimmter  Sätze 
i\ov  Mechanik  nocii  besondere  Nebenapi)arate  beigegeben,  die  auf  einer 
eisernen  l'latte  montirt  sind  und  mit  zwei  an  derselben  befindlichen  Stiften 
in  zwei  der  eoiiischen  Lö(;her  der  Kroisscheibo  passen,  wodurch  die  Ver- 
bindung mit  der  Kreisscheibe  hergestellt  wird.  Als  solche  sind  zu  nennen 
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1.  Ein  eiserner  Aufsatz  zur  Demonstration  der  rHunilichen  Zusammen- 
setzung von  Kräftepaaren.  Dieser  in  Figur  1  in  Verbindung  mit  dorn 
ganzen  Apparat  abgebildete  Aufsatz  ist  im  Wesentlichen  ein  Parallelogramm 
aus  quadratischen  Eiseostäben,  auf  dessen  Seiten  sich  gleichgrosse  Kreis- 
scheiben aus  Hartgummi  vorschieben  lassen,  um  die  Ebenen  der  wirkenden 
Kräftopaare  parallel  vorrücken  zu  kcmuen.  Eine  cbeusogrosse  dritte  IJart- 
gummischeibe  ist  unten  an  der  Aufsatzscheibo  senkrecht  zur  Diagonale  des 
Parallelogramms  äuge  bracht. 

2.  Ein  Apparat  zur  Demonstration  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
Flächen. 

In  das  Ceutrum  der  eisernen,  mit  der  Kreisscheibe  eine  stirr  zusammen- 
hängende Masse  bildenden  runden  Uuterlagsscheibe  dieses  Nebenapparates 
ist  ein  massiver  Zapfen  eingelassen  ,  auf  dem  oben  mit  Spitze,  fast  ohne 
Reibung,  ein  eisernes  Schwungrad  horizontal  gelagert  ist.  Diese  letzteie 
leicht  bewegbare  Masse  ist  mit  der  der  Kreisscheibo  durch  eine  am  Zapfen 
der  Aufsatzscheibe  befestigte  Spiralfeder  verbunden,  durch  welche  sie  gegen 
die  untere  Masse  der  Kreisscheibe  relativ  in  Bewegung  gesetzt  werden  kann. 
Die  Kreisscheibe  enthält  alsdann  immer  die  entgegengesetzto  Drehung,  wie 
dies  nach  dem  Flächongesetz  geschehen  muss. 

3.  Ein  Apparat  zur  Demonstration  des  Satzes  von  der  Erhaltung  des 
Schwerpunktes.  Die  eiserne  ünterlagsplatte  desselben  besitzt  zwei  parallele 
Schienen,  auf  denen  längs  eines  Durchmessers  der  Kreisscheihe  eine  mit 
vier  Röllchen  versehene  schwere  Eisenmasse,  die  an  vier  verticalen  federn- 
den Stahlfedern  aufgehängt  ist,  sich  bewegen  kann.  Die  Spannung  der 
Federn  ist  leicht  regulirbar;  sie  ist  so  zu  bemessen,  dass  die  Masse  fast 
gänzlich  entlastet  ist,  worauf  letztere  unter  alleinigem  Einflüsse  der  Feder- 
kräfte eine  schwingende  Bewegung  um  die  Mittellage  auszuführen  vermag. 
Die  hierbei  parallel  geführte  Kreisscheibe  und  die  schwingende  Masse  nehmen 
alsdann  entgegengesetzte  Bewegungsrichtung  an.  Zwei  in  einer  Vertical- 
ebene  der  schwingenden  Bewegung  liegende,  durch  Stiftchen  markirto  Punkte 
der  bewegten  Ma.ssen  sind  durch  ein  leichtes  Schienchen  verbunden,  das  um 
den  Punkt  der  einen  Masse  drehbar,  mittelst  Sclilitzführung  längs  des 
Punktes  der  anderen  Masse  verschiebbar  ist.  Der  bei  der  entgegengesetzten 
Bewegung  der  Massen  in  Ruhe  bleibende  Punkt  des  eine  verticale  Dreh- 
bewegung ausführenden  Verbindung.sschienchens  ist  auf  demselben  durch 
ein  Papiei-scheibchen  kenntlich  gemacht  und  wird  durch  eine,  vom  schwingen- 
den System  ganz  unabhängig  an  der  Umrandung  der  festen  Unterlagsplatte 
angebrachte  Kugel  im  Raum  vor  demselben  markirt. 

Die  Vielseitigkeit  der  Verwendung  des  vorgeschriebenen  wahren  üni- 
versalapi)arates  für  die  Mechanik  starrer  Körper  mag  aus  der  Aufführung 
einer  Anzahl  lehrreicher  Experimente,  die  damit  anstellbar  sind,  erkannt 
werden. 

Der  Apparat  gestattet  zunächst  die  Demonstration  der  Gleich- 
gewichtsbedingungen bei  freier  und  erz  wung  e  ner  Beweglich- 
keit der  Kreisscheibe  in  der  Ebene.  Boi  ei-sterer  lässt  sich  zunächst  der 
wichtige  Satz  vom  ebenen  Kräftt'polygon  demonstriren  und  dab<.>i  zeigen, 
dass  ohne  Störung  des  bcstehiMiden  (»eichgowichts  am  starren  Körper  der 
Angriffspunkt  einer  Kraft  in  der  Kraftrichtung  b(.'liebig  verlegt  werden  kann, 
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feiner  das  Gleichgewicht  paralleler  Kräfte,  wobei  zu  orkeuuen  ist,  dass  mit 
Bezug  auf  iigcnd  einen  Punkt  der  Kreisscheibe  das  Moment  der  Rosultiron- 
den  gleich  der  Summe  der  Momente  der  Compouentou  ist.  Hieran  an- 
schliessend kann  v»?raii schaulicht  werden  die  characteristische  Eigenschaft 
dt's  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte,  sodann  die  mannigfachen  Bedingungen, 
von  denen  die  drehende  Wirkung  eines  Kräftopaares  in  der  Ebene  beein- 
flusst  wird  otler  nicht,  ferner  die  Zusammensetzung  der  Kräftepaare  in  der 
Ebene  und  im  Räume,  sowie  die  (ileichgewichtsbedingung  für  Kräftepaaro 
im  R^ume.  Der  Apparat  ermöglicht  die  allgemeinste  Bedingung  zu  de- 
monstriren,  unter  welcher  ein  in  der  Ebene  frei  beweglicher  Köq>or  unter 
dem  Eintlusse  beliebig  gerichteter,  in  beliebigen  Punkten  angreifender  räum- 
licher Kräfte  im  Gleichgewicht  ist.  Au  der  frei  beweglichen  Knnsscheibe 
lässt  sicli  auch  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bequem  ver- 
anschaulichon. 


Fig.  3.  Fig.  4. 

Von  den  der  Statik  angehörenden  Demonstrationen  mit  zwang- 
läufiger Kreisscheibe  sei  zuei'st  erwähnt  die  des  Gleichgewichts  beliebig 
im  Räume  gelegener  Kräfte,  die  an  einem  um  eine  feste  Axe  drehbaren 
Körper  angreifen  (allgemeines  Hebelgesetz;  Fig.  4),  sodann  die  des  Gleich- 
gewichts zweier  Kräfte  an  einem  nur  in  einer  festen  Richtung  verschieb- 
lichen Körper  (schiefe  Ebene),  endlich  die  der  chaiacteristischen  Eigenschaft 
des  Momentancentrums  der  Bewegung,  falls  zwei  Punkten  der  Kreisschoibe 
bestimmte,  nicht  parallele  Bahnen  vorgeschri(;ben  sind. 

Der  Apparat  erlaubt  endlich  auch  mehrfach  Bewegungserscheinungen 
eines  starren  Kcn-pers  zu  veranschaulichen  ,  so  z.  B.  die  reine  Progressiv- 
bewegung desselben  beim  Angriffe  einer  Kraft  im  Schwerpunkte,  die  mit 
einer  Drehung  gepaarte  Verschiebung   desselben  bei  excentrischem  Augriffe 


Fig.  5. 
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derselben,  die  blosse  Drehung  um  den  Schwerpunkt  des  Körpers  durch  ein 
Kräftepaar.  Femer  dient  der  Apparat  zur  Demonstration  der  gleichföraiig 
beschleunigten  Drohbewegung  (Analogie  der  Fallmaschino ;  Fig.  5),  sowie 
zu  der  der  schwingenden  Drehbewegung  (horizontal  schwingendes  physischc^s 
Pendel)  und  zur  Bestätigung  der  hier  geltenden  Gesetze  unter  mannigfacher 
Variation  der  Experimente.  Vermittelst  der  Nobonappamte  lässt  sich  auch 
das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Flächen,  wie  das  von  der  Erhaltung  des 
Schwerpunktes  bequem  demonstriren. 

(J.  Freyberg.) 

2iO€.  Apparat  zum  Nachweis  der  Zusammensetzung  und  Zerlegung  vonKrAften 
und  der  Demonstration  der  Gesetze  der  Drehung,  von  Prof.  Töpler  ver- 
einfacht V.  P.  Szymansici.  Construirt  und  ausgestellt  von  Mechaniker  A> 
Herbst.  Berlin. 

ZiZsL.  Probestücke  aus  Stahl,  auf  Zug  und  Druck  geprQft  im  Mechanisch- 
technischen  Lahoraiorium  der  techn.  Hochschule  München.  Vorstand  Prof. 
J.  Bauschinger 

2i2aa.  ProbestOcke  ans  Sandstein,  auf  Druck  geprttft  im  Mechanisch- 
technischen  Laboratorium  der  techn.  Hochschule  München. 

2i2b*  Apparat  zur  Demonstration  und  Messung  der  Dehnung  und  Elastieitüt 
Tersehiedener   Drahte   durch   Druck   (Zugkraft)   und    WArme    aus   dem 

mechanischen  Institut  von  Dr.  StShrer  und  Sohn. 

Der  Apparat  besteht  aus  einem  meterlangen  Stativ,  an  welchem  Drähte 
verschiedenster  Länge  und  Stärke  festgespannt  werden  können.  An  der  Säule 
des  Statives  ist  ein  Gradbogen  mit  Zeiger  befestigt.  Ueber  eine  Scheibe 
der  leicht  beweglichen  Zeigerwelle  läuft  ein  Faden,  der  mittelst  einer 
Klemme  am  untera  Ende  des  gespaimten  Drahtes  befestigt  wiixi.  Unten  ist 
der  Draht  mit  einer  angebogenen  Oose  in  dem  Ilackon  t^ines  geteilten  Holz- 
hebels befestigt.  Durch  Gewichtsverscbiebung  kann  die  Hebelwirkung  be- 
liebig verändert  werden. 

Jede  geringste  Dehnung  des  eingespannten  Drahtes  wird  durch  die  Zeiger- 
bewegung deutlich  sichtbar,  und  lässt  sich  damit  die  Bestimmung  des  Elasti- 
citätscoefficienten,  sowie  der  Versuch  über  das  Deh nun gs vermögen  klar  aus- 
führen. (Es  zeigt  z.  B.  Zinkdraht  äusserst  geringe  Elasticität,  aber  grosses 
Dehnungsvermögen.) 

Um  die  Dehnung  durch  Wärme  und  das  Zusammenziehen  beim  Er- 
kalten zeigen  zu  können,  sind  an  beiden  Drahthalteru  (siehe  Bild:  a  und  b) 
Zuleitungsklemmen  für  galvanischen  Strom  angebracht.  Je  nach  dem  Lei- 
tungsvermögen der  einzelnen  Drähte  wird  die  Ausdehnung  durch  Zeiger- 
ablenkuug  sichtbar  worden  und  so  der  Apparat  recht  gut  auch  zu  gal- 
vanischen Widerstands -Demonstrationen  brauchbar  sein.  4  Drähte  je  0,5  mm 
stark  und  gleichlang  aus  Neusilber,  luson,  Kupfer,  Zink  und  eine  aus 
Stahldraht  gewundene  Spiralfeder,  sowie  zwei  Gewichte,  7«  und  1  kg  schwer, 
sind  dem  Apparate  beigegeben.  Bei  Benutzung  dünner  Drähte  von  starker 
Dehnung  (Zink)  ist  es  nötig,  das  Eigengewicht  des  Holzhebels  durch  die 
am  hintern  Hebelai'm  stellbare  Kugel  nabezu  auszugleichen. 
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242e.  Dchnuni^zeichner  von  Prof.  Fränkel,  techoischo  Hochschule  Dresden,  aus- 
geführt im  mechanischen  Institut  von  0.  Leuner  in  Dresden;  aus  der  Samm- 
lung fflr  Ingenieurwissenschaflen  der  technischen  Hochschule  zu  München. 

242d.  DurehbleiBrunirszcicIincr  von  Prof.  FränIceL  technische  Hochschule  Dresden, 
ausgeführt  und  ausgestellt  vom  mechanischen  Institut  von  0.  Leuner  in  Dresden. 

Die  beiden  Apparate  bezwecken  in  Dohnungs-  bezüglich  Durchbiegungs- 
diagrammen das  ganze  Veränderungsgesetz  der  Inanspruchnahme  eines 
Consti*uctionsteiles  für  eine  l>eliebig  veränderliche  Belastung  während  einer 
beliebig  kurzen  oder  langen  Zeit  der  Art  zu  veranschaulichen,  dass  die  Abs- 
cissen  den  Zeiten  und  die  Ordinaten  den  stark  vergrösserten  Längenänderungen 
entsprechen. 

Beim  Dohnungszeichner  werden  zunächst  mittels  zweier  Doppel- 
klammern die  Endpunkte  der  zu  messenden  Länge  festgelegt.  Die  eine 
Klammer  üxirt  den  einen  Endpunkt  eines  pamllol  zu  dem  zu  unterauchen- 
den  Constructionsteile  liegendea  Stabes,  welcher  an  der  Dehnung  nicht  teil 
nimmt;  die  andere  Klammer  bildet  den  Rahmen  für  den  eigentlichen  Deh- 
nungszeichner, eine  mittels  Uhrwerk  drehbare  Papierrolle.  Ueber  diese 
Rolle  bewegt  sich  ein  Schreibstift,  dessen  Stellung  durch  die  Aenderung  der 
Entfernung  der  beiden  Doppelklammern  mit  Hilfe  einer  von  dem  zweiten 
Ende  des  vorerwähnten  Stabes  ausgehenden  Hebelübertragung  reguUrt 
wird.  Das  Uebersetzungsverhältnis  der  Dehnung  des  Objectes  gegenüber 
der  Verschiebung  des  Schieibstiftes  beträgt  etwa  1 :  175. 


Q 


a 


Der  Durch  bie  g  u  ngszeich  ner  soll  die  Durchbiegung  einer  im  Bo- 
triebe beündlichen  eisernen  Brücke  messen  und  dabei  die  Schwierigkeit  der 
Schaffung  eines  hiezu  erforderlichen  festen  Punktes  aufheben.  Als  fester 
Punkt  dient  ein  etwa  15  kg  schweres  Gewicht  G,  welches  an  einem  Dralite 
D  senkrecht  unter  der  Versuchsstelle  auf  den  Flussgnind  zu  liegen  kommt. 
Das   Princip  des  Durciibicgungszeichnei-s   beruht  nun  darin,    die  Aufhebung 
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der  Spannung  des  von  diesoiii  Gewichte  G  ausgehenden  uud  über  eine 
Stufenscheibe  R  gespannten  Drahtes  bei  der  Durchbiegung  zur  Reguliruu^ 
des  Schreihapparates  zu  verwenden.  Zu  dem  Zwecke  vorbindet  ein  Stahl- 
band B  die  Stufeusch(.'ibo  K  mit  (?iner  Federtroramel  F.  Die  im  Inneni 
dieser  Trommel  befindliclio  Fetlor  spannt  mit  oonstanter  Kraft  das  Stahl- 
l»and  B,  welches  also  beim  Nachlassen  der  Spannung  des  Drahtes  D  in  der 
liichtung  von  K  nach  F  geführt  wird.  An  dem  Stalilband  Bist  ein  Seh reil»- 
stift  S  befestigt ,  welcher  diese  Veischiebung  auf  eine  während  des  Ver- 
suches zu  drehende  Papierrolle  P  aufzeichnet. 

Für  die  nähere  Beschreibung  beider  Apparate  vergleiche  man  uoih 
die  den  Apparaten  boigegebenen  Figurentafeln,  sowie  die  Aufsätze  im  Civil- 
ingemeur,  Band  27  und  33.  (Dyck.) 

242e.  Modell  zur  rfluiiiliehen  Durstelliing^  des  Einflusswertes  der  Bie^rungs- 
momeiitc  eines  beiasteten  Balkens  von  Ludwig  FreytaQ)  Ingenieur  bei  der 
obereten  Baabehöixle  in  München. 

An  einem  an  zwei  Stellen  gestützten  homogenen  elastischen  Stab  von 
der  Ijinge  1  hängt  eine  Last  in  der  Entfernung  z  von  einem  Stützpunkt 
des  Stabes.  Die  Biegungsmomente  der  links  und  rechts  von  einem  Quer- 
schnitt in  der  Entfernung  x  von  einem  Stützpunkt  angreifenden  Kräfte  sind 
dann  folgenden  Ausdrücken  proportional: 

Hiebei  ist  x  =  5  . 1  nnd  1  —  z  =  •}  .  1  gesetzt. 

Trägt  man  5,  •}  und  v^^  bezw.  v^  als  rechtwinklige  Coordiuaten  eines 
Punktes  auf,  so  stellen  obige  Gleichungen  zwei  gleichseitige  hyperbolische 
Paraboloide  dar,  welche  längs  einer  Parabel  in  der  Ebene  i -\- ^  =:  l  an- 
einandergnjnzen  uud  in  dem  Modell  durch  Fäd«^n  (Erzeugende)  ei-sichtlich 
gemacht  sind,  soweit  sie  zwis(;heii  den  bei  dem  Problem  nur  in  Beti'acht 
kommenden  Clrenzcii  4  =  0.  ^  =  0,  5  =  1,  '{'  =  1  verlaufen.  Vergleiche 
die  Schrift:  Vereinfachung  in  der  statischen  Bestimmung  elastischer  Balken- 
träger  von  L.  Frey  tag,  Leipzig  1892  b.    Teuhner. 

(Finstorwalder) 

244a  Kinematisches  .\lodell  zur  Illustration  Ton  Kankine*s  Methode  der 
Druckellipse ,  ausgeführt  na<.'h  Angalie  von  Profe.ssor  Alexander,  Trinity 
College,  Dublin,  von  Mrs.  Yeates  and  Son  Grostonst.  Dublin.  Aus  der 
Sammlung  für  lugenieurwissenschafton.  Trinity  College,  Dublin. 

Vorstehende  Figur  stellt  das  ausgestellte  Modell  dar.  Die  Kcisschiene 
ON  links  ist  an  der  Tafel  in  0  befestigt.  MR  ist  ein  flebel,  der  in  M 
mit  der  Reisschiene  verbunden  ist.  Im  Punkt  M  ist  auf  der  Rückseite 
der  Schiene  eine  Rolle  befestigt  und  um  die  Rolle  geht  eine  Kette 
ohne  Ende,  die  ausserdem  um  eine  in  O  befestigte  Rollo  läuft.  Die 
Rolle  in  (.)  hat  einen  doppelt  so  grossen  Durchmesser  als  die  in  M. 
Wenn  daher  die  Reissschiene  rcfthts  herumgedreht  wird,  so  dreht  «ich  der 
Hebel  RM  von  selbst  nach  links,  so  dass  der  <J;  RMX  immer  gleich  2^ 
ist,  wo  PdN  gleich  t>  ist;    oder   mit    anderen  Wollen    die  Ualbieruugslinie 


11t    1        I  t,    d  d  rcl 

(i    d     \     t       1      Fl!  p«c  II 

Itg      J       ^[N  =  '>EbtJ     tÄt 
d      fcl         Gl  Fl  los   g       t       11    itd      k       AA  wil      U 

KON  =  (  d     b^l    r    U      I)      k      t  U  bt     Ilas.  M   i  n        -t  kl 

dl        Kg        }     t     I>n        d     Hc        L  k       LL  {.Kl    It       rd       b 

mtAA.      <)a    m    rilU        hi-vri        I{)j.(wd       d         M 
m  i      U  g        !    It      f  !U       d      rs   t       t,    m  t  Bß  m  t 

d         h       Hü        dxLhtdg  Mm       dig 

b        t       E  1  gt        11        1      .^l  RM  )  ht     w  d  w  d  i 

L  mp        t  HO    LU         M      m  m      d      hles.1  h  gcd    ht 

d    b    <  MKO        KU  ddan       nlRMd&lfJSh 

cm  Maximum.  Die  Htirsli„ui  ^ur  Rochton  den  Diagrammen  beliebt  siüi  auf  dio 
l.iisuugdoaallcomeiiipn  rii>Motns dßS eboiii?n Prnrkea  in  piiiem  fankto,  d.  h. :  Ist 
diT  Druck  na<^h  Tiriisso  uml  Ki''litiiiig  Tür  zwei  Lagen  vdu  CC  gegeben,  an  ist  der 
Drufk  für  irgend  i-irn'  3.  Ijigo  von  OC  m  liridon,  Bei  der  Hilfafigur  sind 
djp  Ki'issrhipncn  in  alli'n  i»tgHn  von  CC  iilii-mnoTidor  gelagert  7.a  denken 
uud  durch    eine  ßeisscJucnc  eittctzt,    welche  iiu  der  Tafi'1  borostigt  ist  uud 
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wobei  sich  nur  dor  Hobol  MR  dreht.  Bei  Lösung  des  Problems  der  Stahi- 
libit  von  Erdarbeiten  weiden  gewisse  liuiare  Dimensionen  in  der  Milfsfigur 
durch  d.TS  bekannte  Tre wicht  eines  Erdprismas  dargestellt,  während  eine 
andere  Dimension  den  verliingoi-fon  Dru(^k  auf  die  Stützmauer  oder  ein 
Fundament  darstellt.  Tm  allgemeinen  sind  also  2  Winkelgrössen  bekannt, 
wie  z.  B.  KON  = 'f ,  der  Maximalwert  von  y>  nämlich  der  Keibungs- 
winkel  lier  lokoreu  Erdmasse,  während  RON  =  7  die  bekannte  Neigung  der 
beiden  Oberllächen  ist.  An  der  anderen  Seite  dor  Tafel  ist  eine  zweite  Reiss- 
sehiene  um  denselben  Punkt  0  befestigt,  wobei  der  einzige  Unterschied  der  i.st, 
dai>s  OM  kürzer  ist  als  der  llebel  MR.  Diese  Anordnung  bezieht  sich  auf 
den  Fall  eines  uueigontliohen  Hauptdruokes  und  dient  dazu,  die  Zusammen- 
setzung verschiedener  Drucke  zu  zeigen,  wie  z.  B.  beim  Zerdrücken  und 
Biegen  einer  Säule  oder  beim  Biegen  und  Drehen  einer  Spiralfeder.  Mit 
Hilfe  der  Nutxjn  an  der  Staffelei  kann  die  Tafel  so  gestellt  werden,  dass 
jeder  beliebige  Vector  der  Ellipse  vertical  steht. 

Das  Modell  war  im  Jahre  1891  in  der  K.  Jriscben  Akademie  ausgestellt 
und  ist  in  der  „Transactions"  zuerst  beschrieben.  Man  vergleiche  auch 
Rankine' 8  '^ Civil  Engineerin(f\  ''Applied  Mechanic8^\  Wüliamson's'^Trea- 
tise  OH  Stre83^\  Für  numerische  Beispiele  vergleiche  Alexander  s  ^'Ele- 
mcntary  Applied  Mechanic8''  1.  Theil,  Howes  ^^Retaining   WalW^ 

(Alexander.) 

244b,     Momeutenzeichner  von  Pro*".  Th.  Alexander,    M.  A.  J. ,  Trinity-CoUege 
Dublin  und  Prof.  A.  M.  Thomson,  Science  College  Poona. 

Das  Modell  dient  zur  Veranschaulich ung  der  Biegungsmomente,  welche 
auf  einen  Balken  ausgeübt  werden,  beim  Darübei laufen  eines  llades  oder 
einer  Locomotive.  Das  Modell  besteht  aus  einem  Brett  (Fig.  1),  auf 
welches  ein  rechteckiger  Baiken  (Brückenträger),  der  auf  beiden  Enden 
aufliegt,  gemalt  ist.  Ein  mit  einer  Nute  versehener  Rahmen  lässt  sich 
vorne  über  die  Tafel  bewegen  mit  Hi'fe  zweier  Räder  Wj,  W2,  welche  auf 
der  oberen  Kante  dor  Tafel  wie  auf  einer  Schiene  laufen.  Sie  stellen  die 
Räder  eines  auf  dem  Balken  bewegten  Wagens  dar;  der  Schwerpunkt  dor 
Belastung  ist  in  G;  W,  und  W^  sind  die  auf  die  Räder  fallenden  Teile 
der  (lesammtlast  G  =  \\\  -h  W^-  LHB  und  LKC  sind  zwei  Stabe ,  (wie 
die  Arme  eines  Zirkels),  zwischen  welchen  sich  quer  der  Stab  HNK 
befindet.  LN  ist  ein  Stab  von  bestimmter  Länge,  welcher  den  Masstab 
des  Diagrammes  fixirt;  die  ►'Spannweite  des  Balkens  (der  Brücke)  ist  BC. 
In  15  und  C  sind  I*>olzon  angebracht,  in  welchen  die  mit  einem  S<?hlitze 
versehenen  Stäbe  LIIB  und  liKO  gleiten.  Die  in  H  und  K  angebrachton 
Bolzen  laufen  durch  drei  mit  Schlitzen  vei'sehene  Stäbe,  während  die  in  L 
und  N  augobi  achten  und  der  Stab  LN  in  dem  mittleren  senkrechten  Stab 
durch  G  gleiten. 

Steht  der  Wagen  in  irgend  einer  I^ge,  wie  in  Fig.  1,  so  misst  das 
kleine  Dreieck  11 LK  seinem  Flächeninhalto  nach  das  Biegungsmoment  der 
Brücke  mit  Bezug  auf  die  Spannweite  der  Räder  von  W^  nach  W^.  Das 
grosse  Droicck  BL(,'  ist,  bezogen  auf  denselben  Masstab,  das  Diagramm  der 
Biegungsmomentt^  der  Brücke  für  die  Bela.siung  W^  -\-  W.^,  sofern  sie 
direkt  auf  die  Brücke  ausgeübt  wird.     Nimmt    man    zur    Einfachheit   an, 


"^'T'-r-r.^-i  I   [  I  I  j_T^i-'T-:i 


dass  dnr  Wagen  kein  Eigeü(;owii:ht  hat,  so  orhält  inan  d(ii  Diagramm  ilns 
wirklichen  Biegungsinionieules  iu  dem  l'olygoti  BHKC  für  die  speoielle 
1-age  der  BolasCun^'.  l>cwo;;t  man  nun  da'«  ^tabn'crk  so,  dass  der  Wagra 
in  uino  aoduro  Lagu  kommt,  g»  kanu  sieb  dor  Hasstab  für  dM  k'  ' 
ecl'  wegen  dos  unveräudfrlichcn    verttcalen  ZwiBcheDsttkokM  ML' 
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(lern  und  ebonsowenig  der  für  das  Polygon  BHKC  ;  dieses  letztere  reprä- 
sentirt  also  stets  das  Diagramm  für  das  momentane  IJiogungsmoment  bei 
der  Bewegung  des  Wagens  über  die  Brücke  und  die  Gerade  HK  umbüllt 
dieses  Polygon  BHKO  und  ergibt  infolgedessen  das  Diagramm  der  Maiimal- 
durthbiegung  der  Brücke  für  die  Bewegung  des  Wagens.  Ebenso  ist  die 
Curve,  welche  der  Punkt  L  beschreibt,  das  Diagramm  der  Maximaldurch- 
biegungsmomente  für  den  Fall,  in  welchen  die  gesamte  Belastung  W^+W^ 
auf  den  Rädern  in  G  koncoutrirt  ist.  Man  erkennt  nun  leicht,  dass  die 
von  L  beschriebene  Curve  ein  Stück  einer  Parabel  bildet,  deren  Axe  ver- 
tical  liegt  und  die  über  BC  steht,  ebenso  sind  auch  die  von  H  und  K  be- 
schriebenen Punkte  Stücke  von  congruenten  Parabeln,  deren  Scheitel  um 
die  Strecke  OS^  =  h^  und  OS;^  =  hj  seitlich  von  der  Mitte  der  Brücke 
liegen  und  zwar  in  der  halben  Entfernung  GW^  bezw.  GWg. 

Man  übersieht  ferner,  dass  der  Stab  HNK  beständig  durch  den  Punkt 
D  hindurchläuft,  in  welchem  sich  die  beiden  Parabeln  der  Puokte  H 
und  K  schneiden.  Man  kann  von  diesem  Umstände  für  das  Modell  Ge- 
brauch machen,  indem  man  einen  Bolzen  in  D  anbringt,  in  welchem  der 
Balken  HNK  zu  gleiten  genötigt  wird.  Man  kann  dann  das  feste  Ver- 
bindungsstück LN  entbehren,  indessen  arbeitet  der  Apparat  gleichmässigor, 
wenn  man  diese  beiden  Verbindungen  belässt. 

Der  Masstab  für  das  Diagi-amm  BHA^DC  der  Maximaldurchbiegungs- 
momente  in  der  Brücke  beim  Passiren  des  Wagens  ist  so  zu  con- 
struiren,  dass  OAo  gemessen  auf  A  gleich  ist  dem  vierton  Teil  des  Pro- 
ductes  der  Gesamtbelastung  Wj    4-  Wj  in  der  Spannweite   130. 

Das  Modell  ist  natürlich  nicht  dazu  bestimmt,  den  Ort  der  Punkte 
wirklich  aufz'izeichuon ,  was  ja  mit  einer  Parabelsch  iblone  aus  IIolz  oder 
Carton  auf  die  einfachste  Weise  geschehen  kann  ;  vielmehr  dient  das  In- 
strument den  Unten ichtsz wecken  und  wird  von  uns  sowohl  im  Trinity 
College,  Dublin  (welchem  wir  auch  die  gütige  Erlaubnis  zur  Ausstellung 
desselben  verdanken),  als  auch  im  Science  College,  Poona,  verwendet. 

Das  Modell  führt  zwei  Beis])iele  vor.  Bei  dem  einen  ist  die  Last  sym- 
metrisch auf  den  Wagen  verteilt.  Auf  dieses  Modell  ist  eine  vei-schieb- 
bare  Stabreihe,  (Fig.  2)  in  den  Punkton  11,  L  und  K  aufzusetzen  ;  auf  der- 
selben sind  die  Goraden  HL  und  KL,  sowie  das  Parabelsegment  H  AK 
gemalt.  Ist  nun  die  Belastung  gleichförmig  vei-tcilt  auf  den  Wagen  von 
W^  bis  Wg  statt  im  Mittelpunkt  G  vereinigt  zu  sein,  dann  ist  das  Dreieck 
HLK  durch  das  Parabelsegment  HAK  zu  ersetzen;  ist  ab  r  die  Belastung 
gleichförmig  direkt  auf  der  Brücke  verteilt  längs  der  Strecke  W^  bis  Wj 
ohne  Vermittlung  des  Wagens,  dann  ist  das  Diagramm  der  Momcntanbiegungs- 
momente  bei  der  Bewegung  d  lese  r  Belastung  über  die  Brücke  stets  durch 
die  gerade  Linie  BH  und  CK  und  den  sie  verbindenden  Parabelabschnitt 
HK  auf  der  Stabroiho  dargestellt;  dieser  Parabelabschuitt  vei-äüdert  sich 
dabei  während  der  Bewegung  des  Apparates  so,  dass  die  Gorade  BH  und 
CK  stets  Tangenten  desselben  bleiben.  Es  ist  dabei  das  Parabelsegment 
immer  Bogen  ein  und  dei-selbon  Parabel.  —  Die  Stabreihe  (Fig.  2)  ist  her- 
gestellt mit  Bülfe  einer  Reihe  von  senkrechten  Stäben  in  geringer  Ent- 
fernung von  einander  und  durch  eine  Nürnberger  Schere  verbunden. 
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Die  analoge  Darstellung  der  ßiegungsmomente  unter  der  Voraussetzung 
von  mehrerou  liäderu  lässt  sich  nur  wegen  ihrer  Coinplicationeu  nicht  aus- 
führen. Mau  hat  für  einen  solchen  Fall  mit  einer  Parabelschablone  nur 
die  der  Radzahl  entsprechendou  Parabeln  aufzuzeiclmeu,  wobei  mau  die 
Schablonen  bei  verlicaler  Axe  stets  so  legt,  dass  sie  durch  die  Punkte  Sj, 
S2  u.  8.  w. ,  die  der  Lage  des  Schwerpunktes  der  Belastung  gegen  die 
Radstellung  eutspretihon,  hindurchgehen.  Man  erkennt  dann  leicht,  dass 
die  Schnittpunkte  Dj,  D^  u.  s.  f.  dieser  Parabelbogen  auf  die  ganze  Spann- 
weite BC  projicirt,  diese  in  Segmente  abteilen,  welche  den  Belastungen  für 
die  Rüder  \Vj ,  Wj  u.  s  f.  proportional  sind.  80  bezieht  sich  jedes  Rad 
auf  ein  Segment  der  Brücke,  welches  zur  gesamten  Spannweite  derselben 
in  demselben  Verhältnis  steht,  wie  das  Gewicht  der  Radbelastung  zur  Ge- 
samtbelastung.  Zur  Herstellung  des  Masstabes  für  das  Diagramm  der 
Ma.\imalbiegungsmomentt'  ist  jetzt  nur  uoch  notwendig,  mit  der  Parabel- 
schablone ein  Parabolsegment  über  der  Spannweite  als  Basis  zu  construiren » 
und  die  Scala  so  festzusetzen,  dass  die  Scheitelhöhe  der  Parabel  gleich  ist 
dem   vierten  Teile   des  Productes   der   Gesamtbelastung   in  die  Spannweite. 

Für  die  analytische  Darstellung  und  weitere  Ausführung  vergleiche 
man  unseren  Aufsatz  im  ,, Engineering  vom  Januar  1879",  weiter  die  Ent- 
wicklungen in  „Alexander  und  Thomson's  Elementary  applied  Mechanics 
Teil  2,  1883." 

Um  den  Gebrauch  einer  Parabelschablone  zu  vermeiden,  sei  noch  eine 
gmphische  Construction  mit  Zirkel  und  Lineal  angeführt,  welche  auf  den 
vorstehenden  Principien  beruht: 

Man  nehme  die  Parabolbogen  in  Fig.  1  und  denke  sich  ein  neues  Dia- 
gramm gezeichnet,  dessen  verticale  Dimensionen  überall  die  Quadratwurzel 
aus  den  in  der  Figur  b«^f  »'achteten  betragen,  dann  werden  alle  Parabeln  gleich- 
zeitig in  Jlalbellipseu  mit  gemeinschaftlicher  Excentricität  ül)ergehen  und, 
wenn  man  sie  mit  einem  geeigneten  Factor  vei-sieht,  in  Halbkreise.  Man 
hat  also  die: 

Aufgabe:  Oegebeu  ist  ein  Balken  (IJrücke),  über  welche  ein  Wagen 
fälirt.  Man  construire  das  Diagramm  der  Quadratwurzeln  aus  den  Maximal- 
biegungsmomenten. 

Graphische  Lösung:  Mau  teile  die  Spannweite  in  so  viele  Ab- 
schnitte, als  man  Räder  hat  und  mache  dieselben  propoi-tional  den  l'elasi- 
ungen  auf  diese  Uiider.  Hierauf  errichtet  man  Senkrechte  in  diesem 
Punkte.  Der  Verteilung  der  Räder  gegen  den  Schwerpunkt  des  Wagens 
entsprechend ,  verteilen  sich  dann  auch  die  Contra  von  Kreisen  auf  der 
Spannweite,  die  immer  zwischen  je  zwei  Verticale  einzuzeichnen  sin«!.  Da- 
mit ist  der  bezeichnete  Ort  gefunden  und  handelt  es  sich  noch  um  die 
Construction  d«^s  Masstabes.  Zu  dem  Ende  errichtet  man  einen  Halbkreis 
über  der  Spannweite;  es  misst  dann  die  Höhe  des  Halbkreises  (die  halbe 
Spannweite)  die  Quadratwurzeln  aus  dem  vierten  Teile  des  Productes  der 
Belastung  in  die  Spannweite. 

Wir  freuen  uns  in  Gegenwärtigem  diese  elegante  Lösung  einer  com- 
pliciiten  practischen  Aufgabe  zum  ei-sten  Male  vorzulegen. 

(Th.  Alexander,  A.  W.  Thomson.) 
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244c  Dargtellan^  des  zeitltohen  Terlknfes  Tftn  Stoss  und  RBekgchlo;  ein«« 
Holz|Mrallele|iipodB  auf  eilten  Kautsch akc; linder.  Nach  Augabo  von 
Prof.  Talt,  UniversiUit  Miuburgh. 

Auf  einen  in  Blei  fest  eiogohottoteri  Cyliiider  niis  Kork,  Kautsubuk  t;tc. 
i^tiisst  ein  Parallele pi|Kid  aus  baitctn  HoIü,  wclulins  mau  in  eiaer  Flihruug. 
wie  sie  beim  Block  i-iiier  (luiiluline  aaguwendet  wird,  heiubfallcn  llisst  und 
welches  vom  Cylindor  eiulgciiial  rcficctirt  wird,  bi:i  seine  lebecdige  Kraft 
verzehrt  ist 

Das  Parallel cpiped  trägt  einen  Sehreibstift  von  Stahl,  welcher  durch 
eine  Ubrfedor  an  eine  rasch  rotircnde  ai'lit«i'kigc,  mit  louchter  Buchdrucker- 
achwür^se  beatricheno  Spiegi'l-GiBstafol  angedrückt  wird  und  auf  dei-selbcu 
eine  Curvu  zeichnet,  welche,  sobald  die  lubeudigo  Kraft  des  Parallelepl|)cds 
aufgezehrt  ist,  iu  einen  Kreis  übiTgclit.  Die  kleinen  Her voi  ragungen  der 
t'urvo  über  diesen  Kreis ,  welche  in  einer  der  Tafeln  mit  deu  Zahlen  I 
bis  XII  bowichnet  sind,  la'JBOu  den  zcitlichcu  Verlauf  der  Gescbwindi;;- 
beitsunderung  des  Paiiillelopipeds  crkcnuen.  Auf  die  Ulaütafol  verzeiebnut 
aUNSi-rdera  —  üui  Contrullc  der  (iliMchmässigkuit  der  Ro'ation  dcraelbon 
sowie  zur  absoluten  Zeitmessung  —  eine  Stimmgabel  von  genau  bekannter 
Si-hwingiin^sdaucr  eine  Wcllcneurvc. 

Diese  Zeiclinun^'en  wunicu  iiiillclst  Lichtpause  Verfahrens  auf  jihoto- 
graphischcH  Papier  ul>crtrageu. 

(Vei'gl.  Iiiezu  die  Abbandlung  von  Tait  „On  Impact'  Tranaactinna 
of  Biyal  Soeietj/  of  Edinburj/h.     Vol.  3ii.  part.  I,  1891,  pg.  22b.) 

(L.  Holt/tiiann.j 

S.  Kinematische  Modelle. 

24da.  Polciirveu  fOr  xwol  gegcnUberllegeiide  ijelten  eines  tielenk Vierecks, 
Xinematiache  Sammlung  der  techaischen  Hochsohuls  München. 

Das  Modell  .stellt  die  Curvcn  H.  Ordnung  der  instantanen  DrehuugE- 
centra  für  die  durch  ein  (jelenkvlcreuk  vermittelte  Bewegung  dar,  und  zwar 
in  der  festen  mit  dorn  einen  Stab  verbuiideueii  Ebene  und  In  der  beweg- 
lichen mit  dem  gegenüberliegenden  l^tabo  verbundenen.  Der  Meehanismna 
zeigt  das  Abi'ollen  beidoi'  Folcurvrm  aufeinander. 

250a.  Zusatz,  (MechUHlsmus,  bei  welehem  eine  WechsellaKe  den  Uebcrga^ 
zwischen  einem  zwangliluflicen  und  einem  nichl  zwangiautlgcu  Mecha- 
nismus Termittelt  Von  Prof.  RodenberB,  Hannover.) 

nat  man,  ausgebend  von  der  ge  kenn  zeich  neteu  Wochsellage,  dnrch  Be~^ 
wegung  eine  soIcIjc  Lage  abgeleitet,  in  der  sich  die  drei  Tiillict; 
ebenso  viclo  starre  Systeme  verbaltcn  niiisseu  ,  so  können  djeso ,  wie  li 
zu  sehen,  mittelst  ciucs  neuen  Cielenkes  zu  einem  ewangläu Eigen  Moehiuiisiutl 
(Oelenkvierui'k)  verbunden  werden.  Daraus  kann  man  schlicw 
unter  den  vorhandunen  und  itu  allgomeineii  zur  Erzielung  von  Zwaughia&g-  , 
koit  Kchon  hinreichenden  Gelenken  mindestens  zwei  solche  b'üudeo, 
denen  das  eine  das  andere  überflnssig  macht,  d.  h.  von  denen  maji  daher  ■ 
auch  eins  beseitigen  kann,  ohne  die  Starrheit  der  drei  Glieder  aiifzuhebsn>.fl 
In  der  lliat,  liegen  die  drei  Puukte  56,  34  und  die  Vereinigung  vuu  36  uajj 
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4li  oiobt  in  gerader  Liuie,  so  verbaltoo  sich  »chou  ilte  uutor  3]  und  ^1)  ge- 
nannten Toilketten  ohtio  Zuthun  der  übrigen  (jlieder  wie  starro  Systeme, 
uud  infolgt'  dur  Deckung'  von  13  uud  34  wnd  ^^  und  ^^  uuch  dann  uuch 
starr  mit  i;iiiaiiUer  verbuudcri ,  wi'iin  man  cid«  (jalcnkaxe  der  Ku[)po1 
hcrausnimuit,  wie  ea  bi'im  Mudoll  gosolielien  kann.  lOLeuso  wirkungslos 
Ware  eine  Beseitigung  eines  der  (jolfliike  des  Gostidles,  oder  ein'«  der  fio- 
lenko  13  und  24  gewesen,  (Hodonborg.) 

251a,     l>«ppelts«kreuztc    klnemutls^he    Kette,  nacb     Angale    von   Prof.  Th. 
Alexander,  Trinity  College,  Dublin  uuil  Prof.  A,  Thomson,  Science  College  l'ouna. 


'Iw,  von  (ieii  eiiiieliicn  Punkten  Iw^clirie- 
ivird  aegewiindl  lur  tlewegung  di;r  Sleuer- 
WinkelbeseiLloaniguiigon  Lerzastellun, 

<r>i>.iiiii-.  i\  li-ruiijir^tiicclinnisinus)  Modoll 

^urmester  (aiiK^ ■fertig;!   im   iii.itli.-i.liy.sik. 

lemaiische  Sammlung  der  Teohn Ischen 


t  M  dnem  BrenupuTüit'Uechanlg- 

Gelenkvierock   T  U  V  W 
r  gelenkig  mit  d»u  vier  t>eiten 
t-Meehanisuius  wird  ver- 
Bt'k  T  D  V  W  ein  demselbon 
i  V,  W,    II, 
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in  Fig.  1  nicht  pczeichneton  Anschlussgliedern  resp.  parallel  sind.  •)  Die 
entgegengesetzt  ähnlichen  Vierecke  T  U  V  W,  V^  Wj  Tj  Wj  stehen  während 
der  Bewegung  in  der  Beziehung,  dass  die  Geraden  TT^,  ÜUi,  W^,  WW 
sich  bostilndig  in  dem  Brennpunkt  Fj  schneiden.  Lässt  man  das  Gelenk- 
viereck in  dem  Brennpunkte  Fj  zusammenschrumpfen,  so  erhält  man  aus 
diesem  allgemeinen  Brennpunkt- Mechanisuvis  den  spcciellen  Brennpunkt- 
Mechanismus. 

In  gleicher  Weise  ist  in  Bezug  auf  den  Brennpunjit  Fq  eines  anderen 
das  Oolenk Viereck  T  U  V  W  berührenden  Kegelschnitts  ein  zweites  Oelenk- 
viereck  T2  Ug  V3  Wg  nn  das  Gelenk viereck  T  U  V  W  in  den  Punkten 
9(2  ^j  ^2  ^2  angeschlossen.  Es  kann  dann  ein  Gelenkviereck  T*  U'  V  W', 
welches  dem  Gelcnkvicreck  TUV^W  älmlich  ist,  mit  den  beiden  Gelenk- 
viereokcm  T,  Uj  V,  W^,  T^  U^  V.^  W^  in  den  Punkten  Vl'i  3^'i  %\  3)'i. 
91'2  S3'2  (£'2  ^'2  verbunden  werden.  Dieser  so  erhaltene  übergeschlossene 
Mechanismus  Modell  Nr.  7  wird,  wie  die  schematische  Zeichnung  in  Fig.  2 
anschaulicher  zeigt,  aus  den  vier  Geleukvierecken  T  ü  V  W,  Ti  Ui  Vi  Wj, 
T'  U'  V  W,  T2  U2  Vg  Wg  gebildet,  die  in  geschlossener  Folge  durch  je  viei 
Gelenke  %  33,  CSi  5)i,  %\  53'i  il\  3)'i,  91  2  »'2  ^'2  3)'2,  %  ^2  ^2  ^2  ver- 
bunden sind.  Dieser  Mechanismus  kann  so  in  viererlei  Weisen  als  aus  vier 
in  geschlossener  Folge  verbundenen  Gelenk  Vierecken  bestehend  aufgefasst 
werden,  und  heisst  deshalb  Vieruugsmechanismus.  Aus  demselben 
gehen  die  Modelle  Nr.  4  und  5  Hauptkatalog  S.  334  und  sehr  viele  an- 
dere spccielle  übergescblossene  Meclianismen  hervor.  (L.  Bnrmester.) 


254a.  RridcrniccIiAnisnius  zur  Veranschiiulichiing  des  Chasles'sehcn  Princips 
der  Umkchruug  der  Bewegung  von  Prof.  L.  Burmester  (angefertigt  von  Max  Ott 
in  München).   Kinematische  Sammlung  derTechniechen  Hochschule  In  München. 

Vollzieht  ein  ebenes  System  S  in  einem  anderen  ebenen  System  S  eine 
bestimmte  Bewegunjr  und  sind  A,  A  zwei  in  einer  Lage  coincidirende  Punkte, 
welche  resp.  dem  System  8,  I  angehören ,  dann  beschreibt  der  Punkt  A  im 
SvstcMu  S  eine  Curve  a  und  der  Punkt  A  im  Svstem  S  eine  Curve  a.  Je 
zwei  solche  Curven  a,  a  entsprechen  sich  in  den  Systemen  )^.  S. 

Wird  z.  B.  das  System  S  als  fest  betrachtet,  dann  erzeugt  der  Punkt  A 
des  bewegton  Systems  S  die  Curve  a  in  dem  festen  System  S.     Wird  diese 

*)  /v.  Burmester.  die  P.rennpunkt-Mechanismen.     Zeitschrift  für  Math,  und 
Phys.  1893.     S.  193. 
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Bewegung  umgekehrt,  also  das  System  S  als  fest  angeuomraen,  dann  erzeugt 
der  Punkt  A  des  bewegten  System  S  die  Curve  a  im  feston  System  S.  *) 
Um  die  Curven  a,  a  gleichzeitig  z  B.  durch  einen  Rädermechanismus  zu 
erzeugen ,  wird  bei  demselben  in  Fig.  1  die  Bewegung  des  Systems  S  in 
dem  als  fest  betrachteten  System  S  durch  Rollen  eines  Kreises  p  des 
Systems  S  in  einem  doppelt  so  grossen  Kreis  ic  des  festen  System  5)  bewirkt. 
Dieses  Rollen  wird  durch  den  Eingriff  eines  Zahnrados  p  in  ein  hohles 
Zahnrad  ir  erzeugt;  und  die  Bewegung  des  Zahnrades  p  wird  durch  eine 
Kurbel  hervorgebracht,  auf  deren  Welle  ein  Zahnrad  befestigt  ist.  Dasselbe 
greift  in  ein  Zahnrad,  welches  in  dem  Körper  des  Hohlrades  concontrisch 
ringförmig  gelagert  ist  und  die  rotirende  Axe  P  des  Rades  p  trägt. 

An  dem  Rade  p  ist  ein  Stab  s  befestigt,  auf  dem  ein  feststellbarer 
Schreibstift  A  sich  befindet.  Dieser  Schreibstift  beschreibt  auf  einer  festen 
matten  Glastafel  eine  Ellipse  a  und  zwei  an  diesem  Stabe  befestigte  Stifte  D,  E, 
die  auf  dem  Kreise  p  diametral  liegen,  beschreiben  zwei  rechtwinkelige 
Durchmesser  S,  e  des  Kreises  «.  Anderoreeits  ist  an  dem  Rade  p  eine  matte 
Olastafel  befestigt,  auf  der  ein  am  Gestell  feststellbarer  Schreibstift  A  gleich- 
zeitig eine  allgemeine  Cardioide  {PascaV acho  Curve)  a  beschreibt. 

(L.  Burmestcr.) 

260a.     Kinematische  ModcILe«     Ausgeführt  und  ausgestellt  vom  Polytechnischen 
Arbeiteinetitut  J.  Schröder,  Darmstadt. 

Tafelmodelle  für  die  Bildung  der  Radlinien  und  zwar  :  (359)  Epicycloido, 
(360)  Hypocycloide,  {361)  Evolvente,  (363)  Cydoiden- Verzahnung,  (365) 
Epicycloiden-Verzahnung,  (365)  Hypocycloiden-Vorzahnung,  [366)  Evolventen- 
Verzahnung,  (367  u.  368)  Triebstock- Verzahnung',  (368^  u.  368^)  Gradllanken- 
Verzahnung,  (368^)  Doppelte  Punkt- Verzahnung,  (368^)  Gemischte  Ver- 
zahnung, (368^)  Innere  Evolventen- Verzahnung,  {368f^  u.  368^)  Evolventen- 
Verzahnung,  (369^)  Allgemeine  Verzahnung,  (369*)  Schraube  ohne  Ende. 

Für  die  nähere  Beschreibung  und  Abbildungen  der  einzelnen  Modelle 
sei  auf  den  illustrirten  Katalog  der  Firma  verwiesen. 


*)  ChasleSy  Geschichte  der  Geometrie,  deutsch  von  Sohncke.    1839.     S.  447. 
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264a.  Ein  zweiter  Meehanlsmus  zur  Bestimmunfir  der  Lage  des  Sehwer- 
Punktes  eines  Systems  von  In  beliebiger  Weise  durch  Gelenke  mit 
einander  yerbundcnen  KOrpem,  von  Otto  Fisclier,  Privatdocent,  Universität 
Leipzig. 

Bei  einem  System  von  starren  Körpern ,  welche  in  ganz  beliebiger 
Weise  durch  Gelenke  mit  einander  vorbmiden  sind,  lässt  sich  in  jedem  ein- 
zelneu Körper  Ki  ein  Punkt  angeben,  der  für  das  mechanische  Verhalten 
des  ganzen  Systems  in  mehrfacher  Hinsicht  hervorragende  Bedeutung 
besitzt.  Die  Lage  dieses  Punktes  innerhalb  des  Körpers  Ki  wird  gefunden, 
indem  man  in  den  Mittelpunkten  der  an  K«  befindlichen  Gelenke  die  Massen 
aller  derjenigen  Körper  concentrirt  annimmt,  welche  durch  das  betreffende 
Gelenk  mit  Ki  in  mittelbarer  oder  unmittelbarer  Verbindung  stehen.  Denkt 
man  noch  ausserdem  die  Masse  des  Körpei-s  Ki  selbst  in  seinen  Schwer- 
punkt verlegt,  so  ist  der  in  Frage  stehende  Punkt  der  Schwerpunkt  dieser 
sämtlichen  Masseupunkte.  Da  derselbe  in  die  Mechanik  bisher  noch  nicht 
eingefühlt  wai-,  so  habe  ich  für  diesen  Punkt  den  Namen  „Hauptpunkt 

dos  Körpers  K,''  und  für  die  Strecken  zwischen  dem  Hauptpunkt  und 
den  Mittelpunkten  der  an  Ki  befindlichen  Gelenke  die  Bezeichnung  „Haupt- 
strecken des  Körpers  K/'  vorgeschlagen*).  Der  Hauptpunkt  ist  ein 
.'\usdruck  für  die  Lage  des  Körpers  Ki  innerhalb  des  Systems;  er  verliert 
seine  Bedeutung,  wenn  man  den  Körper  Ki  isolirt,  von  dem  Systeme  los- 
gelöst betrachtet. 

Der  menschliche  Körper  stellt  mit  grosser  Annäherung  ein  derartiges 
System  von  staiTon  Körpern  dar.  Um  in  demselben  beispielsweise  den 
Hauptpunkt  des  rechten  Oberschenkels  zu  bestimmen,  hätte  man  im  Mittel- 
punkte des  rochton  Hüftgelenks  die  Massen  des  Rumpfs,  Kopfes,  des  ganzen 
linken  Beins  und  der  beiden  Arme,  im  Mittelpunkte  des  rechten  Kniegelenks 
dagegen  nur  die  Massen  des  rechton  üntei*schenkels  und  rechten  Fusses, 
und  endlich  im  Schwerpunkte  des  Oberschenkels  die  Masse  des  rechten 
Oberschenkels  selbst  vereinigt  zu  denken.  Der  Schwerpunkt  dieser  drei 
Massenpunkte  ist  dann  der  gesuchte  Hauptpunkt  des  rechten  Oberschenkels. 
Die  Gesamtmasse  dieses  fingirten  Systems  dreier  Masseupunkte  ist,  wie 
man  leicht  einsieht,  gleich  der  Gesamtmasse  des  ganzen  menschlichen 
Körpers. 

Die  Hauptpunkte  eriuöglichen  nun  unter  Anderem  eine  sehr  einfache 
Construction  der  Lage  des  (»esamtschwerpunktes  des  ganzen  Körpersystems. 
Mau  hat  zu  dem  Zwecke  nur  von  dem  Hau})tpunkte  Hi  irgend  eines  Körpoi-s 
Ki  des  Systems  aus  die  gcomeb'isehe  Summe  derjenigen,  zu  allen  übrigen 
Körpern  des  Systems  gehörigen  Hauptstrecken  zu  bilden,  welche  innerhalb 
des  Systems  dem  Hauptpunkte  Hj   zugekehrt  sind. 

Hätte  man  es  z  B.  mit  einem  iiystem  von  drei  hintereinander  durch 
(jcleuke  verbundenen  Körpern  Ki,  K.2,  K3  zu  thun,  bei  welchem  0^,2  (Figur  1) 
den  Mittelpunkt  des  Gelenkes  zwischen  Kj  und  K2,  und  62,3  den  des  Ge- 


•)  Vgl.  meine  Habilitationsschrift:  .,Die Arbeit  dör Muskeln  und  die  le- 
bendige Kraft  des  meuschlichen  Körpers.*'  Abhandlungen  der  Königlich 
Siichsisohen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  Band  XX  Nr.  1  pag.  22,  pag. 
(10  UMd  ff.  Ju  dieser  Schrift  sind  alle  hier  angeführten  EigenschaPtcn  der 
Hauptpunkte  ausführlich  abgeleitet  und  bewiesen  worden. 
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lenkes  zwischen  K^  und  K3  darstellt,  und  hätte  man  in  der  angeriebenen 
Weise  den  Ort  der  drei  Hauptpunkte  Hi,  II2,  II3  bestimmt  (Si,-  S^,  S3  be- 
deuten die  Einzelschwerpunkto  der  drei  Körper),  so  würde  sich  der  (ie- 
sammtschwerpunkt  So  des  Systems  für  jede  beliebige  .St«'llungjder  drei 
Körper  zu  einander  in  folgender  Weise  ergeben. 


'«*/ 


Entweder  bildet  man  von  Hi  aus  die  geometrische  Summe 
[HiJ]-f  (JSol  wo  [HiJ]  =  [Gi„H2]  und  [JSo]  =  [Go^gH-j], 
oder  man  bildet  von  H2  aus  die  geometrische  Summe 

|H,J]  +  [JSo|,  wo  [H,J]  =  fG,,,Hi]  und  [JSo]  =  [Ga.jH^I, 
oder  endlich  man  bildet  von  H3  aus  die  geometrische  Summe 

[H8K]+[KS«|,  wo  [H3K]  =  [G2,3H,]  und  [KSo]  =  [Gi.^Hi], 
nnd  kommt  jedesmal  auf  denselben  Punkt  Sq.     Dieser  ist  der  Schwerpunkt 
des  Systems  der  drei  Körper. 

Die  Reihenfolge  der  einzelnen  Strecken  ist  natürlich  gleichgültig.     So 
könnte  man  z.  B.  von  H2  aus  auch  die  geometrische  Summe 
[H2KJ  -I-  [HSo]  bilden,  wo  [H^K]  =  [G2,3H3]  und  [KSo]  =  [Gi,2Hi]  ist, 
und  würde  zu  demselben  Punkte  S^  gelangen. 

Hierbei  ist  durchaus  nicht  vorausgesetzt,  dass  die  drei  Körper  durch 
Charnirgolenke  mit  parallelen  oder  windschiefen  Axen  verbunden  sind.  Die 
Punkte  Gi,2  und  G2,3  können  ebenso  gut  als  Mittelpunkte  von  Kugelgelenken 
aufgefasst  werden.  Es  ist  ferner  auch  durchaus  nicht  etwa  erforderlich, 
dass  der  Schwerpunkt  S2  und  der  Hauptpunkt  H2  in  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Gelenkmittelpunkte  liegen. 

In  ganz  entsprechender  Weise  gestaltet  sich  die  Construction  des  Ge- 
samtschwerpunktes für  ein  complicirteres  System  von  Körpern,  bei  dem 
ni(;ht  nur  mehr  als  drei  Glieder  vorhanden  sind,  sondern  bei  dem  auch 
einige  Körper  mit  mehr  als  zwei  anderen  durch  Gelenke  in  Verbindung 
stehen,  wie  es  z.  B.  beim  menschlichen  oder  tierischen  Körper  vorkommt. 
Zerlegt  man  den  menschlichen  Körper  in  12  oder  in  14  Abschnitte,  (vgl. 
den  Haupt-Katalog  vom  Jahre  1892  Nr.  262)  so  kommt  die  Con- 
struction des  Gesamtschwerpunkt^s  für  jede  beliebige  Haltung  dos  Körpci*s 
auf  die  Bildung  der  geometrischen  Summe  von  11  oder  von  13  Strecken 
hinaus.  (Genaueres  hierüber  sehe  man  in  der  oben  citirten  Habilitations- 
schrift nach).*)  [ 

Dieses    Resultat    kann    man   für  die  Construction  eines  Schwerpunkts- 


*)  Man  vergleiche  hiezu  auch  die  Apparate  von  J.  Kleiber,  Haupt- 
katalog pap.  320. 
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inechanismiis  vorwonden,  welcher  von  dorn  in  Nr.  262  des  Katalogs  be- 
scliriebenen  vollständig  verschieden  ist. 

Sind  insbesondere  die  drei  Körper  in  Figur  1  dureh  zwei  Cbarnir- 
gelenko  mit  parallelen  Axon  verbunden,   so  erkennt  mau  leicht,    dass  man 

nur  an  Stolh»  der  Strecken  HiJ,  JH2,  H2K,  KH3,  JSq,  und  SoK  Carton- 
streilon  zu  setzen  braucht,  welche  an  den  Stellen  H^,  Hj,  Hg,  J,  K  und  Sq 
in  der  aus  Figur  1  ersichtlichen  Weise  mit  einander  und  mit  den  drei 
Körpern  durch  Chamirgelenke  verbunden  sind,  deren  Axen  den  beiden 
Oelenkaxen  parallel  laufen,  um  für  jede  Stellung  der  drei  Köiper  zu  einander 
auf  mechanischem  Wege  die  richtige  Länge  des  Gesamtschwerpunktes  So 
zu  erhalten. 

Das  ausgestellte  Modell  bezieht  sich  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die 
Massen  der  drei  Körper  gleich  sind  und  der  Schwerpunkt  So  in  die  Mitte 
der  Verbindungslinie  ^f  1.^2 ^2^3  hineinfällt;  es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
dann  der  Hauptpunkt  H2  sich  mit  dem  Schworpunkte  82  deckt,  was  sonst 
im  Allgemeinen  keineswegs  der  Fall  ist. 

Gleichzeitig  versinnlicht  Figur  2  einen  ganz  entsprechenden  (ebenfalls 
ausgestellten)  Mechanismus  für  5  hinter  einander  durch  Chai*nirgelenke 
mit  parallelen  Axen  verbundenen  Körper.  Das  ausgestellte  M<idell  be- 
zieht sich  wieder  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die  Massen  aller  5  Körper 
gleich  siüd,    und    dass    die    Schw^erpunkte  S2,    Sj  und  S4   bezüglich    in  die 

Mitten  der  Verbindungslinien  Gi,2G2,3,  02,3  G3,4  .und  G3,4  U3,5  hinein- 
fallen; daher  fällt  auch  in  diesem  Modell  der  Hauptpunkt  H3  mit  dem 
Schwerpunkte  S3  zusammen.  Nach  dem  oben  Gesagten  ist  ohne  Weiteres 
ersichtlich,  dass  die  Längen  der  einzelnen  Cartonstreifen  folgenden  Be- 
dingungen genügen  müssen: 


JH2  =  KM='LN  =  SoO  =  HiG,,2;  HjJ  =  Gi,2H2; 
MH3  =  NP  =  (5Q  =  H7g^,3  ;  H^M  =  JK  =  Ga^H^; 
PH,  =  QR  =  HsGg,*;  H^P  =  MN  =  KL  =  Ö^^^-, 


RH^  =  H^G^,^  und  H4R  =  PQ  =  NO  =  L  So  =  G,,^  H, ; 

dann    wird   für  jede    beliebige  Stellung    der  5  Körper   zu  einander  So  den 
Ort  des  Gesamtscliwerpunktes  angeben. 

Infolge  der  grossen  Anzahl  der  Glieder,  und  noch  mehr  infolge  des 
Umstandes,  dass  für  die  Endkörper  die  Hauptpunkte  ziemlich  nahe  an  die 
Gelenke  heranrücken,  lässt  sich  dieser  Mechanismus  nur  schwer  bewegen. 
Dei*selbe  dürfte  daher  mehr  theoretisches  als  practisches  Interesse  bean- 
spruchen. Im  Falle  einer  grösseren  Anzahl  von  Abschnitten,  wie  z.  B. 
beim  menschlichen  Körper,  ist  der  früher  angegebene  Schwerpunktsmecha- 
nisnius  (Haupt-Katalog  1892  Nr.  262)  Jedenfalls  einem  nach  dem  soeben  er- 
öi*t(!rten  Princip  coustruirten  Mechanismus  vorzuziehen;  denn  jener  functionirt 
sehr  leicht. 

Für  den  Fall  nur  zweier  Körper  gehen  beide  Arten  von  Schwerpunkts- 
mochanisrnen  in  einander  über.  (Otto  Fischer.) 
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^4b.    Einige  Gelenkmechanismcn  von  Otto  Fischer,    Privatdocent  an  der  Uni- 
versität Leipzig. 

Ein  Teil  dos  unter  Nr.  264  dos  Katalogos  vom  Jahro  1892  beschriehenoo 
Mechanismus  zur  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  verwirklicht  die 
Transformation  durch  rociproke  Radien.  Es  ist  dies  der  .Mechanismas, 
welcher  noch  übrig  bJeibt,  wenn  man  in  der  Figur  zu  Nr.  264  die  Carton- 
streifen  CF,  FE,  EM  und  MF"  fortlässt,  und  welcher  in  der  folgenden 
Figur  1  noch  einmal  gesondert  dargestellt  ist. 

D 


A    " 


Derselbe  besteht  aus  6  durch  Charnirgelenke  mit  einander  verbun- 
denen Cartonstreifen  APi,  PiB,  BOD,  DPg,  P^A  und  AO,  von  denen 
BP|  =  ÄÖ^  =  "^2  =  b;  ÄFi  =  ÄPa  =  d  und  BÖD  =  2d,  und  zwar 
so,  dass  BO  =  OD  =  d  ist. 

Rs  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  die  drei  Punkte  0,  Pi  und  P^  immer 
in  gerader  Linie  liegen   (vgl.  Nr.  264    des  Kataloges  von  1892),   und  dass 

0P7  .  ÖP^  =_const., 
denn  es  ist  OP2  parallel  und  gleich  BA  und,    da    BPjOA    ein   Trapez   mit 
gleichen  nicht  parallelen  Seiten  darstellt,  so  ist 

ÖPi  .  BA  =  d*--b',  also  constant. 

Man  kann  diesem  Mechanismus  auch  die  in  Figur  2  dargestellte  Form 
geben ; 

wobei  BE  =  DP2  =  Wj  =-_b ;  AI\  =  d  und  BOD  =  EÄPa  =  2d,  und 
zwar  so,  dass  BO  =  OD  =  EA  =  APg  =  d  ist. 

Bei  diesen  zwei  Mechanismen  liegen  die  beiden  reciproken  Radien 
von  0  aus  in  entgegengesetzter  Richtung.  Will  man  sie  auf  derselben 
Seite  von  0  haben,  so  kann  man  dies  dadurch  eiTei(;hen,  dass  man  die  aus 
Figur  3  und  4  ersichtlichen  Veränderungen  an  den  in  Figur  1  und  2  ver- 
sinnlichten  Mechanismen  vornimmt. 


Dabei  ist  jetzt  in  Figur  3 
BP7=  Ä0^=  DPa^=  d; 
so,  dass  BO  =  OD  =  b  ist. 


AP, 


=  APa  =  b  und  BOD  ==:  2b,    und  zwar 


In  Figur  4  ist  dagegen  BE  =  DPa  =  BP^  =  d ;  TPi  =  b  und 
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BOl)  =  EAP2  =  2b,  und  zwar  so,  dass  HO  =  OD  =^  EA  =  M\  =  l» 
ist.  Boi  allen  vier  Mochanismen  findet  für  jede  beliebige  Stellung  der- 
selben statt: 

OPi  .  ÜP2  =  const.,   (nämlich  gleich  d'-b*). 

Alle  vier  Invorsoren  haben  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern  wie  der 
Pcauccllier'sohe  Invorsor,  dagegen  zwei  mehr  als  der  Hart'sche  Inversor; 
bei  Verwendung  derselben  für  die  Gei-adführung  dürften  dieselben  in  ge- 
wisser Beziehung  denen  von  Peaucellier  und  Hart  vorzuziehen  sein.  Be- 
kanntlich eignet  sich  z.  B.  der  Pcaucellier'sche  Inversor  in  seiner  ursjirüug- 
liolien  Form  aus  dem  Grunde  nicht  für  diese  practische  Von^'endung,  weil 
derselbe  in  einen  toten  Punkt  gerät,  wenn  die  beiden  reciproken  Radien 
gleich  werden.  Dieser  üebelstand  ist  au  allen  vier  der  oben  angefülirteu 
Mechanismen  vermieden.  Der  Hart'sche  Inversor,  welcher  ebenfalls  von 
diesem  Uebelstande  frei  ist,  lässt  dagegen  anderseits  bei  gleichen  Diujen- 
sionen  der  einzelnen  Teile  des  Mechanismus  geringere  Excursioneu  zu  als 
die  beschriebenen  vier  In^ersoren. 

Endlich  kann  man  durch  Combiuation  mehrerer  dieser  Mechanismen 
die  verschiedenartigsten  Relationen  mechaiiLsch  verwirklichen. 

Als  Beispiel  diene  ein  durch  Figur  5  versinn lichter  Mechanismus, 
welcher  in  gewissem  Sinne  als  eine  Verdoppelung  des  Mechanismus  von 
Figur  4  anzusehen  ist. 

Derselbe  besteht  aus  acht  Cartonsti*eifen 
DP^,  P2AP4,  BP^,  i\Ä,_DP^,  EVÄ^  BP4  und  BÜD.    Dabei  ist_       _ 
DPa  =  DP3  =  BPi  =  BP4  =  d  und  AP^  =  AP3  =  A  P.^  =  AP4  =  ÜB  =T)1)  =  b 

Setzt  man  der  Kürze  halber  ÜPi  =  pi,  OP2  =  P2,  OP3  =  pg  und  0P4=  p4, 
so  hat  man  zunächst: 

P1P2  =  Psp4  =  d«-b». 
Da  p2  und  p4  die  Längen  der  beiden  Diagonalen   des  Parallelogramms 
UAPoD  darstellen  (denn  OP4  =  DA),  so  folgt  ferner  die  Relation 

P2'  +  P4*  =  W  -f  b«) 
und  in  Verbindung  mit  obiger  Relation 

1_         J_  _  2(d»  +  h*) 


Es  kann  also  unter  Anderem    dieser  Mechanismus    zur  Verwirklichung 
der  drei  Relationen  dienen: 

P1P2  =  ?3P4  =  const.;     P2*  +  P4''  =  const.    und   — r    ^ ^  =  const. 

Pi  Pa 

(Otto  Fischer.) 
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T      Appariito  und  Modolle  zur  Veranschuulichung 
der  Gesetze  der  Fortpflauzung  von  Wellen. 

26oa.     Wellen- Apparat  zur  Darstellung  oiiicr  sich  vom  Mittelpunkt  kreisfi'trmig  fort- 
pÜauzenden  Welle  aus  dem  meclianisohen  Institut  von  Dr.  Sttthrer  und  Sohn. 

Der  Apparat  l>esteht  aus  einer  rotirenden  Scheibe  mit  den  outsprechon- 
dcu  AVellencurven  und  zwei  übereinandorstehendou  Lochscheibon.  Natihdem 
diese  Scheiben  ceutrisch  zur  Wellenscheibe  am  Stabe  der  Mascliino  bo" 
festigt,  werden  gleichlango,  mit  roten  Köpfen  versehene  Stahlstäbcheu  in  die 
JjOchreihen  eingesteckt.  Sobald  der  Rotations- Apparat  nun  langsam  in 
Bewegung  versetzt  wird,  bilden  die  Stäbchen  die  sich  kreisförmig  vom 
Mittelpunkt  fortpflanzenden  W^'llen. 

205b.    Pr»Je«tions-Wellenmasi*liine  mit  4  kreisr(3rmigeu  und  2  rochte(;kigen  Glas- 
])latten  aus  dem  mc(-hanischen  Institut  von  Dr.  Stöhrer  und  Sohn. 

Erstoro  bringen  zur  Darstellung:  1)  die  Reflexion  eines  elementaren 
Stosses  in  einer  beiderseits  geschlossenen  Röhre,  2)  eine  fortschreitende 
Jjongitudinalvvelle,  3)  die  Luftbewegung  in  einer  beiderseits  offenen  R^^ihre, 
welche  ihren  Grundton  gibt  und  4)  die  in  einerseits  geschlossener  Röhre, 
welche  den  ei"stcn  Oberton  (die  Duodecimo)  dos  Grundtons  gibt.  Für  die 
Darstellung  der  Reflexion  einer  einzelnen  W'elle  am  geschlossenen  und  offenen 
Ende  einer  Röhre  dienen  die  beiden  rechteckigen  und  für  geradlinige  Be- 
wegung eingerichteten  Platten. 

270a.    Apparat  zur  meehauischen  Versinnliehuni:  der  Ablenkung  der  Liebt- 
strahlen  beim  Durchgang  durch  Paralellplatten,  Prisma  oder  Linse,  aus 

dem  mechanischen  Institut  von  Dr.  Sttthrer  und  Sohn. 

Auf  zwei  langen  Brettern  i;;t  in  der  Mitte  jeder  Seite  der  Quei-schnitt 
einer  planparallolon  Platte,  eines  Prisma's,  einer  biconvexen  und  einer  bi- 
concaven  Linse  aus  schwarzem  Sammet  eingelassen.  Lässt  man  zwei  Räder, 
die  au  einer  Axe  befestigt  sind,  schräg  gegen  die  Fläche  des  Prisma's  oder 
der  Linse,  wie  Fig.  zeigt,  laufen,  so  wird  zunächst  nur  das  eine  Rädchen 
die  Sammetfläche  b<^rühreu  und  durch  deren  Widerstand  in  der  Bewegung 
aufgehalten  werden,  was  eine  Drehung  der  Axe  zur  Folge  hat.  Beim  Ver- 
lassen des  Prismas  wird  die  Drehung  in  entgegengesetzter  Seite  stattfinden. 
Die  Rädchen  durchlaufen  daher  denselben  Weg  wie  die  Lichtstrahlen  in 
einem  Prisma.  Aehnlich  verhält  as  sich  bei  dem  Querschnitt  der  andern 
Figuren. 
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272a.  Modell  der  IiiteiiHltUtsflflclie  der  BeugrungrserHeheiiiiinsren  einer  kreis- 
runden Ooffnuug:.     Von  Prof.  E.  V.  Lommel,  Univeis.  München. 

lu  oiiior  frühorou  Abhandlung*)  habe  ich  die  Theorie  der  Bougungs- 
orschüinun^en  dur<;h  eine  kreisförmige  Oeffnuug  für  Kugelwellen  (FreÄticT- 
sche  Beugungsorscheinnngeu)  aiisfübrlic^h  behandelt  und  gezeigt,  dass  die 
Lichtstärke  x  in  iigoiid  einem  Punkte  des  Auffangschirmes  dargestellt  wird 
durch  den  Ausdruck: 

Darin  ist         x  =  (  ~)  (U*  (y,z)  -f  u''(>',z)). 

2ir/l     ,     1\    ,  2ir     C 

/.   \a    '    b  /  X      b 

wo  a  die  Entfernung  des  beugenden  Schirmes  vom  Lichtpunkt  (den  Radius 
der  einfallenden  Kugelwelle),  b  seine  Entfernung  vom  Auffangschirni  ide 
Bildebene),  r  den  Radius  der  um  den  Pol  der  Kugel  welle  beschriebenen 
kreisförmigen  OefiFnung,  C  die  Entfernung  eines  Punktes  des  Beugungsbildes 

r 
von   der   Bildmitte    (so    <lass    r    die  Tangente  des  Beuguugswjnkels  «l  dar 

stellt)  und  \  die  Wellenlänge  bedeutet. 

Die  Functionen  \\  und  V^  s*"^  speciellc  Fälle  einer  allgemeineren 
Function    U  ,   welche  durch  die   für  alle   Werte  von   v  und  z  stets   con- 

vergente  Reihe : 

/  V  \ "  /  v  \"  -+-*  /  v  \"  +  * 

>-".  (y."/  =  ( ;-)  J„(^i  -  ( ; )     i«  +  ( ;-)     ^i^)  -+■■■ 

dargestellt  werden  kann,  w(>bei  I^  (z)  die  Bessersclie  Function  erster  Art 
vorst<»llt.     Mit  der  FutK^tion  V    st(?ht  die  Fuiirtiun 

u 

V„(y,.)  =   (^■■l..(.,_(l)"-^Vo  +  (|)"  +  'l(z)-+... 
in  innigem  Zusammenhang,  welcher  seinen  Ausdruck  in  der  Gleichung 

II  i"/    vi  u       — »i\ 

(~l)Un~V_.+,  =  ,^|e  +(-  l)    e       j 

V*  +  z« 
findet,  wo  v  =  -        - 

ist.  Die  Functionen  V  spielen  für  die  Beugungsoi"scheinung  eines  kreis- 
förmigen dunklen  Schirmchens  diesellx'  Rolle,  wie  die  Functionen  U  für 
diejenige  der  kreisförmigen  Ocffnung.  Für  das  dunkle  Schirmchen  ist  näm- 
lich di«'  Lichtstärke 


sie  ist  daher  vermöge  vorstehender  Relation  bekannt,  wenn  sie  für  die  kreis- 
förmige OeflfnuQg  berechnet  ist. 

Auch  die  Reihe  V  convergirt  für  alle  Werte  von  y  und  z,  jedoch  sind 
zur  numerischen  Berechnung  für  y  <  z  die  U-Reihen,  für  y  >z  die  V-Reihm 
bequemer.  Für  y  =  z,  d.  i.  an  der  Grenze  des  geometrischen  Schattens, 
hat  man 


*)  J^ommel.  Die  Heugun«:sorseheiiiungen  einer  kreisrunden  OefFnung 
und  eines  kreisrunden  Scliirmchens  theoretiscli  und  experimentell  bearbeitet; 
Abb.  der  k.  bayer.  Ak.  d.  Wiss.  (2,.  15.  i».  229.  Ib84. 
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n   j-l        n  -^4 

hio  nuinorisubo  IJcri'cImuiig  dic?sor  Ausdiüuko  und  soinit  Hiu^li  dvr 
Lichtstärke  x  (und  x')  Iäs«t  siih  unter  Honutzunj;  dnr  hoknnnton  Worte 
d'ir  Bessorschon  F'uhctionon  ohiio  bosoudcn^  Schwi«»rigk«Mt  dutiOiriilinMi.  In 
der  Eingangs  orwähnton  Abhandlung  wind  dio  \V(Ttt3  vcm  U^,  U^,  x; 
V,„  Vj,  x'  für  y  =  (),  t:,  2n. .  .]>i.s  lOir  und  für  alh'  ganz/.ahligon  Worto  dor 
Grosso  z  von  z  =  o  bis  z  =  12  borochnet  und  in  Tabolb?»  zusamnion- 
gcstcllt,  und  aussordoni  für  jc^no  Worte  von  y  dio  Li<.htMtiirken  x  und  x' 
durch  Cur  von  grapbiscrb  veransobauliirht. 

Vorinogo    dor    einfacbon    (Josotzo,    welchen  dio  Fuuetionon  U    und  V 
unterworfen  sind,  nämlich: 


u  -4-  r      = 

I 

ilz 


(;)•■.. 


z 


y 


dV 


..f.-(    y  j 


I 


+ 


dz 


^=       \' 


z 

V 


n  —  I 


<1V„  /z\' 

dV  2       n^.1  a^v/        "-• 


können  übrigens  die  Int^^nsitätsausflrür^k«?  x  und  x'  auch  allgeintMii  dis- 
cutirt  und  die  Gesetze  der  Ers<;heiniingeri  aus  ihnen  f^ntwi^kelt  werden. 
Zur  be«[Uemon  Tebersiclit  b<.'traehten  wir  z  und  y  als  rechtwinklige  f>if>rdi' 
nateo,  und  dio  Lichtstärke  x  als  dritte  <Vjonlinat#;  auf  der  zy- Ebene  ,  s«!nk- 
rF*<;ht  erricht»'t.  So  erhebt  sich  über  diesi-r  gleicbsam  ein  Lichtg*d;irge, 
dess<.*n  Durchschnitt  mit  irg»*nd  »«iner  zur  y-Axe  s«nk rechten  Ebene  die 
jeweilige  zu  dem  betreffenden  Wert  von  y  gehörige  fnt(rnHit>itN<iirvfi  liefert.. 
Der  S;hnitt  dunh  «lie  z-Axe  (y  =  o.  entspricht  der  Kraunbofor'schen 
Beugun|rsorsr-h«*inunir.  für  web -he  -»ich  der  Int/;nsitüf^arisdruck  auf 

zunickziehf.  [»ii.'Hev  Licbtgehirg'*  wird  für  di'- T>-ugung»- 
♦•rv:heinufij<  der  kreisförmigen  Oeffnung  ''auf  der^n  }i*^- 
trachtuni.'  wir  n^.-^  von  nun  an  U^^h ranken,  dunb  das 
in  Ih."]»'  'i.f»-iiMn«le  'iy[)^iiifi'|frll  verans^-haulicht.  we|'li''s 
auf  'inind  d».T  «»U-n  erwäfinten  nnni»*risfhen  Tal;«*ll«'n 
resji.  ''urv»n  h«-rL''nre!lt  wurde,  R^  ist  durch  die  ver- 
riraien  P>j*rnen  v  =  o.  v  --  10 ä.  z  =  o.  /  ^  12  bfj- 
Lorenz:.  Der  Maßstab  ist  -i  gewühlt.  «Uiw  d^-r  h<icli>ti.« 
•  /ij  :Vrl  de8  ('f^.\iir<j-s.  wel' li»-r  sich  über  dem  <.Virdi- 
r.afrnanfan.;  z  =  n,  y  =  -i  »Thebt,  1  m  hn»li  iih>er  die 
zy-Klii-n»'  enij;«»rra'_'''n  wmpI»-.  rh»'ser  «iipfel  ist  jciii^b 
in  l'-r  Il'ihe  von  1*5  «m  .ibg..>„hnirfi;n ;  all«;  uhri-Z'^n 
<ripfel  liegen  unfiT  diesem  Niveau. 

Kür  »^inen  gegel)«nen  Wert  von  y  wird   -li'f  Li«  ht- 
stärke  \    ein  MAximam  oder  Minimum    für  >i:<^;en:gt'n 


Werte  von  x. 


.--  as  a    ist.      M:r  f,'ii«ksHhr 
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auf  die  obigou  Gesetze  für  die  U-Funotioneu  üudet  man  aber 

Die  Lielitstärke  wird  also  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  entweder 
lj(z)  =  ()  oder  wenn  üa(y,  z)  =  o  ist,  also  über  den  diesen  Gleichungen 
entsprechenden  in  der  zy-Ebene  verlaufenden  Linien.  Die  orstere  Gleichiujg 
liefert  eine  Sehaar  von  zur  y-Axe  parallelen  Geraden  (s.  die  beigegobenc 
Figur,  welche  den  Verlauf  der  Linien  1^  =  0  und  üy  =  o  in  der  zy-Ebeno 
und  damit  den  Gruudriss  des  Lichtgebirgos  dai'stellt),  wn^lchc  die  z-Axe  in 
den  Punkten 

z  =  3,8317;  7,015G;  10,1735.  .. 

schneiden,  die  den  lutousitatsminimis  der  Fraunhofer'sohen  entsprechen, 
und  deren  Abstände  sich  mit  wachsendem  z  dem  AVei'te  ir  nahem.  l)ie 
Gleichung  l*^  =  o  dagegen  stellt  eine  transcendente  Curve  von  eigentüm- 
lichem Verlaufe  dar,  deren  Aesto  (s.  Fig.)  in  den  Punkten 

z  =  5,L356;  8,4172;  11,6199. ... 

welche  den  Intensitätsmaximis  der  Fraunhofer'schen  Pirscheinung  entsprechen 
und  der  Gleichung  I2  =  0  genügen,  auf  der  z-Axe  S(?nkrecht  stehen  und 
paarweise  in  den  Punkten  y  =  4::,  Hk,  12i:.  . .  der  y  Axe  zusammenlaufen 
In  diesen  Punkten  der  Bildmitte  herrscht  völlige  Dunkelheit  (x  =  0),  wie 
schon  Poisson  gezeigt  hat.  Diese  Doppelpunkte  der  Curve  V.>  =  0  auf  der 
y-.\xe  sind  nebst  den  Minimis  der  Fraunhofer'schen  Erscheinung  auf  der 
z-Axo  di«.'  einzigen  Punkte,  in  welchen  Uj  und  U2  gleichzeitig  verschwin- 
den und  die  Lichtstärke  x  houach  Null  ist.  An  allen  Stellen,  wo  die  beiden 
Liniensystejne,  I^  =;  <>  und  Uo  =  0  sich  durchschneiden,  springt  djis  Maxi- 
mum (oder  Minimum)  der  Lichtstärke  von  der  einen  Liniengattung  auf  die 
andere  über ;  s«.:hreit(*t  man  uändich  längs  eines  Teiles  der  Linien  Ii  =1  o 
oder  r.j  =  0,  auf  welchem  z.  H.  Intensitätsmax ima  liegen,  über  einen  ihrer 
Durchschnittspuukte  fort,  su  g<»ht  hier  das  Maxii:uini  auf  die  Linie  di?r  an- 
deren (iattung  über .  und  der  Fortsetzung  <ler  bisher  verfolgten  Linie  ge- 
hören von  nun  an  Minima  der  Lichtstärke  zu,  bis  beim  nächsten.  Rcbnitt- 
punkt  ein  neuer  Umtausch  eifolgt.  Ueber  den  Durchschnittspunkten  selbst 
findet  weder  Maxinmm  noch  Minimum  statt,  sondern  hier  zeigt  die  Inten- 
sitätscurve  einen  \Vendepunkt;  andere  Wendepunkte  der  Intensität  ent- 
sprechen den  Gipfeln  der  Ourvenäste,  d.  li.  den  Punkten,  in  welchen  die 
Ordinate  y  der  Curve  lUCy,  z)  =0  ein  Maxinmm  oder  Minimum  ist  (in  der 
Fig.  erkennt  man  vier  solche  Punkte) ;  auch  an  diesen  Punkten  vollzieht 
sich  ein  Wechsel  zwis«^iien  Maximum  und  Minimum. 

Schon  diese  an  die  Projection  auf  die  zy-Ebene  geknüpften  Jk»trachtungen 
geben  eine  deutliche  Voi-stellung  von  den  Gestaltungsverhältnissen  des 
Lichtgebirges.  Geht  man  z.  B.  längs  der  ersten  Geraden  Jj  =  0  (von  dem 
Punkte  z  =  3,8317  der  z-Axe)  voran,  so  steigt  man  von  dem  Niveau  Null 
aus  zunächst  in  gleicb bleibender  Richtung  in  einem  Thale  aufwärts,  feinen 
steilen  Berghang  zur  linken,  einen  Bergkamm  zur  rechten,  d(\ssen  Grat  dem 
ersten  Aste  der  Linie  11^  =  0  entlang  sii-h  von  seinem  höchsten  Punkte  über 
der  Z-Axe  (z  =  5.135G)  herabsenkt,  bis  er  in  dem  ei*st«n  1  ntensitäts- Wende- 
punkt jenem  ansteigend<'u  Thale  begegnet.  V^.)n  hier  an  setzt  sich  das  bis- 
her vorfolgte  Thal  in  einen  in  gerader  Richtung  hin  erstreckten  Bergkamm 
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fort,  währoud  zur  liukeu  läugs  U2  =  0  oin  gekrümmtes  Thal  bis  zum  Niveau 
Null  (im  Punkte  y  =  4ii  der  y-Axo)  sich  hinabsenkt,  u.  s.  f. 

Eine  unmittelbare  Anschauung  der  eigentümlichen  Verflechtung  von 
Berggipfeln  und  Thalmulden  in  unserem  Lichtgebirgo  gewährt  j»>doch  das 
Modell;  auf  demselben  sind  die  Borgkämnu*  durch  rote,  die  Thalwege  durch 
blaue  Linien  angegeben,  welchen  in  dar  Prqjection  (s.  Fig.)  die  s^^hwächor 
und  rosp.  stärker  ausgezogenen  Linien  entsprechen. 

Die  üipfel  der  Berge   uud   die   tiefsten  Punkte  der  Thalmulden  liegen 

über   denjenigen    Punkten  der  zy-Ebene,    deren  Coordinaten    z  und  y  den 

beiden  Gleichungen 

dx  ,      dx 

j-   =  o         und      -  =  0 

dz  dv 

gloiehzeitig  genügen,  d.  i.  über  den  Durchschnittspunkten  der  beiden  Linien- 

svsteme   L  =  o  und   Uo  =  0  mit  der  Gurve     '   =  o. 

dy 

Man  tMiiillt  mit  Rücksicht  auf  die  üben  angeführten  Relationen  für  die 

IT-Function 

-  =  _|(|.)-(.uu:)+(A)-(.„.._|,^+„/|,) 

oder,  da 


ist 


Es  ist  abor 


i'u  + 1 .!  =  J«    «na    r,  +  V.,  =  ^--  Ii ; 

et 


man  hat  daher: 

Da  im  vorliegenden  Fall  I,  IL  =  0  ist,  so  reducii*t  sich  die  Gleichung 
der  ('urve,  welche  mit  den  Union  Ij  =  o  und  lTo-.=  ()  die  gesuchten  Durch- 
schnittspunkte liefert,  auf 

-  lo  ^h  =  X 

y 

oder 

aus  vvcil.ther  in  Gemeinsehaft  mit  der  Gleichung  IjU2  =  o  die  verlangten 
Weite  von  z  und  y  sich  besfimmen.  B'ür  U2  ==  o  vereinfacht  sich  diese 
Gleichung  noch  weiter  auf 

-Ui  =  lo. 

y 

Der  Vi»rlauf  der  Intensität  längs  irgend  eines  Radius  des  Beugungs- 
bildes wird,  wie  bereits  bemerkt,  dargestellt  durch  die  Schuittcurve  des 
Lichtgebirges  mit  einer  Kbene,  welche  bei  dem  zu  den  jeweils  gegebenen 
Grössen   a  und  b  gehörig(^n  Worte  von  y  senkrecht  zur  y-Axe  gelegt  wird. 
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Dio  eigentliche  Intensitätsfläohe  der  Beugungsringe  für  jeden  speciellen 
Wert  von  y  wird  dann  erhalten,  wenn  man  diese  Jntensitätscurve  um  ihre 
der  Bildmitte  entsprechende  Ordinate  rotiren  lässt.  Das  Beuguugshild  bleibt 
liienach  fiir  dieselbe  Oeffnung  (dasselbe  r),  dieselbe  Wellenlänge  und  den- 
selben Beugungswinkel  (tgij  =  — )  unverändert ,  weim  y  sich  nicht  ändert, 
wenn  also 

1-  — -  =  Const. 

a    '    b 

bleibt;  d.   h.   das   Beugungsbild    ändert  sich  nicht,   wenn  man 

den   Lichtpunkt   und    den   Au  ff  an  gsch  irm   aus   irgendeiner 

gegebenen    Lage    gleichzeitig    so    vers(?hiebt,    dass    sie    in 

Bezug    auf    die    beugende    Oeffnung   (als   wenn   diese   eine   Linse 

wäre)    zu    einander    conjugirt    bleiben. 

(E.  v.  Lommel.) 

274a.  Optische  Instrnmente  von  Prof.  N.  Jadanza  an  der  Tnivei-sität  Turin. 
J.Das  Uni  Versal  prisma  .,Jadanza''  ist  ein  gerades  Prisma  von  vier- 
eckigem yüei>4chuitt  mit  den  Winkeln  4n«>,  ifA  157'>i5Ü',  1120  30'.  Man 
kann  damit  Winkel  von  45^,  \W  nud  1<SU*'  abstecken  und  nnzugänglidio 
Distanzen  messen.  Der  Vorteil  ge^enübi-r  aiidiM'on  FrisuK^nc^nstru'.tionen 
z.  B.  der  Bauernfeind'schen  besteht  darin,  dass  nur  4  geschlilTcne  Flächen 
nötig  sind  anstatt  fünf. 

Teorica  di  alcuni  strumenti  topogitifici  a  riflessione  di  X.  .ladanza  Atti 
della  R.  Acad.  d.  Science  di  Torino  V.  XXVII,  1892.  Nonne  pratiche  |»er 
l'uso  del    Prisma    Univei-sale   Jadanza,    Torino,  Vicenzo  Bona  18i>3, 

2.  Verkürztes  terrestrisches  Fernrohr. 

Hen*  Jadanza  hat  bemerkt ,  da.ss  man  die  ]>imensionen  eines  aus 
zwei  Linsen  bestehenden  Systomes  so  wählen  kami,  dass  die  beidi'n  Ebenen, 
welche  ineinander,  gleich  gross  aboi*  verkehrt,  abgebildet  werden,  zusammen- 
fallen.*) Er  bringt  ein  solches  System  so  hinter  die  Objectivlinse  eines 
Fernrohres,  dass  jene  Ebene  mit  der  Brennebene  der  Objectivlinse  zu- 
sammenfällt. In  di(\ser  Ebene  entst<'ht  dann  kein  verkehrtes,  sondern  ein 
aufrec^htes  Bild,  das  mit  dem  Ooular  betrachtet  wird.  Nimmt  man,  ohne 
an  Objectiv  und  Ocular  etwas  zu  ändern,  das  ersterwähnte  zweilinsige 
System  h«*raus ,  so  hat  man  ein  astronomisches  Fernrohr  von  gleicher 
Länge  und  gleicher  Vergrösserung  wie  das  teiTestriscIie. 

Connochiali  Uidotti.  Nota  di  N.  Jadanza  Atti  della  R.  Acad.  di  Torino 
XIX.  II  nuovo  Counochiale.  h'ivista  Scientifico-Industriale  di  Fiivnze  188<». 
Nuovo  metodo  per  accorciaro  i  connochiali  terrestri  R.  Acad.  di  Torino  XXI. 

3.  Das  Plesioteleskop. 

Das  oben  beschriebene  zweilinsige  System  kann  auch  als  Objec^tiv 
eines  iMM'nrohres  vorwendet  werden.  Von  einem  unendlich  fenien  Gi"jen- 
stand  entwirft  die  Vorderlinse  ein  Bild  im  Centrum  der  Hinterlins«>,  das 
demnach  von  dieser  gar  nicht  verändert  wird  und  durch  ein  (><;ular  W- 
trachtct  werden  kann.     Liegt   dfigegen    das  Object  im   vordem  J^rennpunkt 

*)  Es  fiillt  dabei  ein  Brennpunkt  der  jiositivcn  Vorderliose  in  dasCen- 
trum  der  gleichfalls  positiven  aber  stärkeren  llinterlinse. 
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der  Vorderlinse,  so  gibt  diese  Linse  ein  unendlich  fernes  Bild,  das  dann 
im  Brennpunkt  der  Uinterlinse  zu  einem  für  diis  Ocular  brauchbarem  Bild 
umgeformt  wird.  Kommt  das  Object  noch  nähor,  z.  B  in  das  Centrum 
der  Vorderlinse,  so  wirkt  diese  gai*  nicht  mehr,  dagegen  die  uinterlinse 
wie  das  Objcctiv  eines  Mikroskopes.  Mit  einem  Instrument,  das  aus  einem 
solchen  zweilinsigen  System  und  einem  Ocular  besteht,  kann  man  daher 
sowohl  sehr  ferne  als  sehr  nahe  Gegenstände  scharf  sehen. 

4.  Ein  neuer  Apparat  zur  Messung  topographischer  Basen, 

Die  letzterwähnte  Eigenschaft  des  Plasioteleskopes  hat  Herr  Jadanza 
benutzt,  um  einen  neuen  Basismessapparat  zur  Ausführung  derPorzo'schou 
Messmethode  zu  conskruiren.  Bei  dieser  wird  bekanntlich  die  Distanz  einer 
Reihe  in  der  Richtung  der  Basis  hintereinander  aufgestellter  Mikroskope 
an  untergelegten  Masstäbon  gemessen.  Nimmt  man  statt  gewöhnlicher 
Mikroskope  Plesioteleskope ,  so  kann  man  dieselben  auch  zum  optischen 
Abloten  der  Basisendpunkte  benützen ,  wodurch  eine  Vereinfachung  des 
Apparates  erzielt  wird. 

Un  uuovo  apparato  per  misuraro  basi  toi>ografich(»  dcl  Prof.  N.  Ja- 
danza.    Atti  della  R.  Acad.  di  Torino  XX VIT. 

5.  Mikroskop  mit  constanter  Vorgrösserung. 

Nimmt  nmn  als  Objectiv  eines  Mikroskopes  ein  sogenanntes  afocal«\s 
Liusensystem,  d.  h.  ein  solches,  welches  aus  zwei  Linsen  mit  zusammen- 
fallenden Brennpunktou  aber  nach  verseil iedeuen  Richtungen  gekehrton 
Brennweiten  bostoht,  so  ist  die  Objectivvergrösserung  unabhängig  von  der 
Entfernung  dos  Objects  und  blos  abhängig  von  den  beiden  das  afocalo 
Svstom  })ildendon  Lins(^n  bezw.  deren  Brennweiten.  Wird  ein  solches 
Objec^tiv  mit  einem  Ocular  (rombinirt,  so  rosultirt  ein  Mikroskop  von  con- 
stanter Vergrösserung,  das  beim  Ablesen  von  Teilkreisen  Verwendung 
fmd^n  kann. 

Influenza  della  (M-oentricitii  dcir  alidada  sui  veniieri  ed  un  microseopio 
ad  iugrendimento  costanto  Atti   d<'lla  R.  Acad.  di  Torino  XXVf. 

(Finsterwalder.) 


XJ.  Moclollo  zur  Erläuterung  der  Krystallstructun 

276a.  Glftskrystallmodelle  von  C.  Mohn,  Diener  am  mineralogischen  Institut  der 
Universität  Rostock. 

a.  Acht  Modelle    von  einfachen    und    ( 'ombinationsformen    (Glasmodellen    mit 
Axenkreuzen.) 

b.  Sieben  Modolle  von  Flemiednoon  und  Tetartoodrieen.     (Die  IToloedrieen  als 
farbige  Sterne  in  (Jlaskörpein.) 

c.  Sieben  Kryslallnioddle  mit  krystallographischen  und  optischen  Axen. 
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W.Zeichnungen  und  Modelle  zur  Thermodynamik. 

WZtu  Serie  von  Isothermenfliiehen  fOr  die  Gemenge  zweier  und  dreier  miseii- 
barer  Stoffe,  von  Keallehrcr  A.  BlUmcIce  in  Nüniborg. 

(Foilsotznng.) 

7.  Iftothermenfiäche  für  die  Lösungen  eines  Salzes  in  Wasser  {oder 
eines  festen  Stoffs  in  einem  flüssigen  Lösungsmittel)  für  Temperaturen, 
bei  welcheyi  ersteres  nur  fest  und  dampfförmig,  letzteres  nur  flüssig  und 
dampfförmig  sein  kann:  und  wenn  die  Bildung  von  Hydraten  aus- 
geschlossen ist. 

Das  Cooixiinatonsystem  ist  das  gleiche  wir»  in  den  Fällen  1,  2,  3  und  4, 
nur  ist  dor  Antoil  des  Wassei's  im  (lonionge  mit  z  statt  mit  x  Ix^zoichtiot. 
In  der  Elx'ue  z  =  l  liegt  die  Isotherme  dos  Wassei-s,  in  der  Ebene  z  =  0 
diejenige  des  Salzes,  widche  der  Form  nach  mit  jener  übereinstimmt.  Die 
empirische  Fläche  besteht  aus  fünf  Teilen,  der  eröt(?  ist  ein  ebenes  Dreieck 
dessen  eine  Seitr*  die  empirische  Isotherme  des  Salzi.'S  ist,  die  iiir  gegen- 
über liegende  E<"ke  liegt  in  der  tlu'oratisclien  Tsotiiermo  des  Wass<.»rs.  Die 
Ebene  des  Dreiecks  ist  parallid  zur  ZV-Ebene,  eine  Seite  desselben  kann 
man  als  die  Curve  iies  beginnmdiMi  F«»stv/(»rd«'ns  betrachten.  Der  zweite 
Teil  der  empirischen  Fläche  ist  ein  Cono'id,  welclies  sich  an  das  Dreieck 
anschliesst,  seine  Leitourvcn  sind  die  theoretischen  Isothermen  des  Salz<»s 
und  die  des  Wassers.  Au  dieses  Conoid  schliesst  sich  «»in  zweites  Dreieck 
an,  dessen  Ebene  gleichfalls  parallel  zurZV-Ebent^  ist;  es  entspricht  fest(»m 
Salz  flüssiger  lÄ>sung  und  Wasserdampf.  Die  nicht  in  den  theoretischen 
Isothermen  der  Component4.>n  gelegiuie  E<ke  des  Droiccks  ist  ein  Punkt  der 
Curve  vollend(^t<'r  homogener  A^erflüssigung,  welche  von  hier  aus  eineiseits 
zum  Punkte  vfdleud(?ter  Verflüssigung  der  empirischen  Isotherme  des 
Wassers  geht,  auderei^seits  sich  der  theoretisclien  Isotherme  des  Salzes 
asymptotisch  nähei*t. 

An  die  zwei  übrigen  Seiten  d«js  Dreiecks  setzen  sich  zwrn  Cv)noide  an; 
das  «'ine  entspricht  festem  Salz  und  flüssiger  Lösung;  seine  Leitcurven 
sind  die  theoretische  Isothernitj  des  Salzes  und  dor  sich  dieser  asymptotisch 
nähernde  Teil  der  Curve  vollendeter  homogener  Verflüssigung;  das  andere 
entspricht  flüssiger  I/ösung  und  Wasserdampf,  seine  I-icitcurvon  sind  der 
andere  T<.*jl  der  Curve  vollendeter  hc^mogcner  Verflüssigung  und  die  theo- 
retische Jsotlierme  des  Wassere. 

Im  Modell  sind  von  der  tlieoretischcn  Fläche  nur  die  Isothermen  des  Salzes 
und  des  AVasserdampfes  augegeben,  datlie  ü])rigen  Teile  hnvht  zu  ergänzen  sind. 

8.  Isothermen flxiche  für  dir  Lösungen  eines  Salzes  in  Wasser  für  gleiehe 
Temperaturen  ivie  im  vorigen  Fall,  wenn  die  Bildung  eines  Hydrates 
möglieh  ist,  welches  hei  den  bitreff'enden  Tcmperaturefi  nur  fest  und  gas- 
förmig,  nicht  flüssig  sein  kann. 

Die  empirische  Fläche  bestellt  in  diesem  Fall  aus  acht  Teilen:  zunächst 
aus  einem  Dreieck  und  einem  r'onoVd,  welche  dieselbe  H(?deutung  haben, 
wie  im  vorigen  Fall.  An  das  ConuVd  schliesst  sich  ein  Dreieck  an,  dess«»n 
Ebene  wieder  pamUel  zur  ZV-Kbene  ist,  es  entspricht  festem  Sidz,  Hydrat 
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und  Wasserdampf.  Von  den  zwei  nicht  an  das  Conoid  anstossendon  Seiten 
entspricht  die  eine  festem  Salz  und  Hydrat,  die  andere  Hydrat  und  Wasser- 
danipf.  Vom  Schnittpunkt  beider  geht  parallel  zur  PV- Ebene  die  nuninohi* 
nur  einem  Zustand  entsprechende  Isotherme  des  Hydrats  nach  oben.  An 
die  erste  Seite  des  Dreiecks  schliesst  si(;h  (mu  Conoid  an,  dessen  Leitcurven 
di<'  theoretisoho  Isotherme  dos  Salzes  und  diejenige  des  Hydrats  sind.  Auf 
dio  zweite  DreitM;kssoite  folgt  ein  Conoid,  dessen  Leitcurven  die  Isotherme 
d<is  Hydrats  und  die  theoretisc^he  Isotherme  des  Was.sers  sind;  es  entspricht 
Wasserdampf  und  Hydrat  und  hat  eine  ganz  ähnliche  Bedeutung  wie  das 
erste  Conoid  im  vorigen  Fall  (7),  nur  dass  an  die  Stelle  des  Salzes  das 
Hydrat  getreten  ist.  Dasselbe  gilt  für  die  noch  übrigen  Teile  der  empiri- 
S(^hen  Fläche ;  sie  sind  von  derselben  Form  wie  die  entsprechenden  Stücke  im 
vorigen  Fall,  nur  muss  man  bei  der  Erklärung  das  Salz  mit  dem  Hydrat 
vertauschen  und  die  theoretische  Isotherme  des  Salzes  durch  diejenige  des 
Hydrats  ersetzen. 

In»  Modell  sind  von  der  theoretischen  Fläche  nur  die  Isotherme  des 
Salzes,  des  Wassei^s  und  ein  Teil  der  Isotlierme  des  Hydrats  angegeben,  da 
auch  hier  alles  Übrige  leicht  zu  ergänzen  ist. 

9,  Isothermenfläche  für  die  Lösungen  eines  Salzes  in  Wasser^  toenn 
die  Bildung  eines  Hydrates  möglich  ist  für  Temperaturen^  bei  welchen 
das  Salz  nur  fest  und  dampjffm'mig,  das  Wasser  nur  flüssig  und  dampfförmig, 
das  Hydrat  smoohl  fest   als  auch  [labil-)flüssig   und  gasförmig  sein  kann. 

Dio  empirische  Fläche  hat  dieselben  Teile  wie  die  im  vorhergehenden 
Fall  besprochene;  da  aber  die  Isotherme  des  Hydrats  eine  Hebung  und 
Senkung  mehr  hat,  als  im  vorigen  Fall,  deren  einer  Teil  dem  labil  flüssigen 
Zustand  entspricht,  so  entsteht  auf  der  theoretischen  Fläche  eine  Wolle 
mehr,  wodurch  zu  neuen  empirischen  Teilen  Veranlassung  gegeben  wird. 
Diese  bestehen  zunächst  in  einem  Dreieck  parallel  zur  ZV-Ebene,  welches 
zwischen  dem  «Msten  und  zweiten  Dreieck  des  vorigen  Falls  gelegen  ist, 
an  die  eine  Seite  desselben  schlie.sst  sich  ein  Conoid  an,  welches  labiler 
llüssiger  Lösung  und  Wassordanipf  entspricht  und  übergeht  in  jenes,  wel- 
ches auf  die  empirische  isotherme  des  Wassers  ausläuft.  Seine  Leitcurven 
sind  ein  Teil  der  Curve  vollendeter  homogener  Vei-flüssigung,  welche  in 
diesem  Falle  sich  in  zwei  Aste  gabelt,  sowie  di«'  theoretische  Isotherme 
des  Wassers.  An  die  andere  Seite  des  Dreiecks  schliesst  sich  ein  Conoid 
an,  welches  labiler  flüssiger  Lösung  in  Berührung  mit  festem  Salz  ent- 
spricht. Seine  Leitcurven  sind  die  theoretische  Isotherme  des  Salzes  und 
deijenige  Teil  der  Curve  vollendeter  homogener  Verflüssigung,  welcher  von 
der  E<'ke  dos  ebengenannten  Dreiecks  aus  aufsteigt  und  auf  der  theoretischen 
Isotherme  des  Salzens  mündet.  Ijotzterer  Punkt  hat  dieselbe  Druckcoordinate 
wie  die  Punkte  desjenigen  Teils  der  empirischen  Isotherme  des  Hydrats, 
welcher  labil-flüssigen  und  festen  Zuständen  entspricht.  Er  ist  zwei  wei- 
teren Teilen  der  empirischen  Fläche  gemeinsam,  nämlich  zwei  Dreiecken, 
deren  Spitzen  einerseits  der  ebengenannte  Punkt  der  Curve  voUendetoj 
homogenei"  Verflüssigung  ist ,  andererseits  ein  auf  gleicher  Höhe  gelegener 
Punkt   des  anderen  Astes    derselben  Curve.      Beide  Dreiecke   entsprecheu 

8 


114  in.  Abteilung. 

labil-flüssigen  and  festen  Zuständen;    sie  vermitteln  den  Übergang   auf  die 
stabilen  Teile  der  empirischen  Fläche. 

Im  Modell  sind  von  der  theoretischen  Fläche  nur  die  Isothermen  des 
Salzes,  des  Wassers  und  diejenigen  Teile  der  Isotherme  des  Hydrats  an- 
gegeben, welche  flüssigen  und  festen  Zuständen  des  fertigen  Hydrats  ent- 
sprechen. Das  labil-flüssigen  und  gasförmigen  Zuständen  entsprechende 
Dreieck  der  empirischen  Fläche  ist  besonders  hervorgehoben. 

10,  System    van  Isothermenflächen  für  die  Lösungen  zweier  Salze   in 

Wasser,    wenn  die  Bildung  eines  Doppelsalzes  möglich  ist,  welches  ebenso 

wie    Salz   ein  Hydrat   bilden   kann  für    Temperaturen^    bei   welchen   die 

Salze,   das  Doppelsalz  und  ihre  Hydrate  nur   fest  und  dampfförmig  sein 

können^  das  Wasser  nur  flüssig  und  dampfförmig  sein  kann. 

In  einem  Cr/ordinatensystem,    wie  bei  Fall  5  und  6    halK?n  die  Flächen 
des  Systems  die  theoretische  und  empirische  Isotherme  des  Wassers  in  der 
Ebene  Z  =  l  gemeinsam;    die  Schnittcurven  der  Flächen    des  Systems  mit 
der  Ebene  Z  =  0  werden  wieder  erhalten,  indem  man  die  Isothermen  eines 
Gemenges    zweier  Salze,    welche    ein  Doppelsalz  bilden    können,    auf  diese 
Ebene  projicirt.      Die    im  Modell   angegebene    Isotherme    eines    Gemisches 
zweier  solcher  Salze  besteht  von  rechts  nach  links  gerechnet  aus  folgenden 
stabilen  Teilen  (die  labilen  sind  alle  weggelassen).     Der  erste  hg  entspricht 
einem  homogenen  gasförmigen  Gemenge  beider  Salze,  der  zweite  gf  parallel 
zni  ZV-Ebene  festem  zweiten  Salz  und  dem  Dampf  beider  (das  zweite  Salz 
soll  bei  schwächerem  Druck  fester  werden  als  das  erste),  der  dritte  fe  festem 
zweiten  Salz    und    dem  Dampf  des  ereten,    der  vierte  ed    parallel  zur  Z-V 
Ebene  Doppelsalz  und  Dampf  des  ersten,  der  fünfte  de  denselben  Zuständen, 
der  sechste  cb  parallel  zur  ZV-Ebene  Doppelsalz,    festem  erstem  Salz  und 
Dampf  des  erfcten,    der  siebente  bia  festern  Doppelsalz    und    festem   erstem 
Salz.     Dementsprechend  haben  wir  auf  den  angrenzenden  Teilen  (Conoi'den 
und  Dreiecken)    der   betr.    empirischen    Isothermenfläche    des  Systems    die 
gleichen  Zustände  in  Berührung  mit  Wasserdampf;  auf  dem  siebenten  Teile 
jedoch  nur  bis  zu  einem  bestimmten  Druck    (dem  Punkte  i    entsprechend). 
A^on  der  diesem  Druck    entsprechenden  Erzeugenden    an    gerechnet  besteht 
die  empirische  Fläche    noch   aus  zwölf  Teilen.      Unter   der  Voraussetzung, 
dass  das  Hydrat  des  DoppeUalzes  sich  bei  niedrigerem  Dnicke  bildet,  als  das 
Hydrat  des  ersten  Salzes,  ist  der  erste  dieser  zwölf  Teile  ein  Dreieck  (seine 
Ebene  ist  wie  diejenige  aller  übrigen  Dreiecke  parallel  zur  ZV-Ebene)  ikC; 
es   entspricht    festem  Doppelsalz,    dessen  Hydrat,    festem    ersten  Salz    und 
Wasserdampf.      An  seine  zwei    noch  freien    Seiten   schliessen   sich  Conoi'de 
au,  das  eine  links  gelegene  ai kl  entspricht  festem  Doppelsalz,  seinem  Hydrat 
und  festem  ersten  Salz,  das  andere  IkCs  dem  Hydrat  des  Doppelsalzes,  festem 
ersten  Salz  und  Wasserdampf.      An  das    letztere  schliesst    sich  wieder  ein 
Dreieck  lern,  es  entspricht  dem  Hydrat  das  Doppelsalzes,  dem  Hydrat  des 
ereten  Salzes,    erstem  Salz  und  Wasserdampl.      An  die  linksgelegene  Seite 
schliesst  sich  ein  Conoid  rlmnu  an  entsprechend  beiden  Hydraten,  an  die 
andere  Seite  ein  Conoid  n  m  6  S  entsprechend  beiden  Hydriden  und  Wasser- 
dampf.    Au  letzteres  setzt  sich  wieder  ein  Dreieck  no8   an;   es  entspricht 
beideu   Hydraten,    flüssiger   Lösung    des    Hydrats    des    Doppelsalzes    und 
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hang  ztoischefi  empirischen  und  theoretischen  Isothermen  eines  Gemenges 
zweier  Stoff e''\  ^^Ueber  die  Amderung  der  empirischen  und  theoretischen 
Isothermen  von  Gemengen  zweier  Stoße  mit  der  Temperatur''*,  ,^XJber  die 
geometrische  Darstellung  der  Isothermenflächen  von  mehr  als  zwei  Stoffen'*^ 
und  ,,Übir  die  IsoHiermcnfiäclicn  von  Salzlösungen''''.  Zeitschrift  für  pliysi- 
kalisclK»  Chemie  Bd.  VI,  2,  Bd.  VKI,  o  und  Bd.  IX,   1  und  6,  Bd.  XI,  2 

(Blümcke.) 


X.  Modelle  und  Apparate  zur  mechanischen  Ver- 
sinnlichung  elektrodynamischer  Vorgänge. 

395a«  Modell  zur  Vcrsinnlichuug  der  dielektrischen  Yerschiebnngr  nach 
MaxwellN  Anschauung,     Von  Prof.  0.  Lodge,   Univ.  College,  Livcipool. 

Der  zur  Ausstellung  gelangte  Apparat  unterscheidet  sich  in  einigen 
Punkten  von  den  im  Haupt- Kataloge  auf  Seite  401  und  402  (Fig  1  u.  2) 
beschriebenen  Modellen.  Auf  eine  in  einen  rechteckigen  Holzrahmen  ge- 
spannte, über  4  Rollen  laufende  Schnur  sind  8  Elfenbeinkugeln  perlschnur- 
artig aneinandergereiht  und  durch  je  zwei  Oummi.schuüre  an  den  Rahmen 
befestigt.  Jede  Kugel  ist  mit  einer  Schraube  versehen,  die  es  gestattet, 
die  Friction,  welche  die  Schnur  beim  Hindurchgleiten  durch  die  Kugeln 
erfährt,  beliebig  zu  variiren.  Das  Durchgleiten  der  Schnur  durch  die  Kugeln 
(der  elektrische  Strom)  ist  stets  gleichzeitig  mit  einer  Vei-schiebung  der 
Kugeln  aus  ihrer  (jleichgewichtslage  (der  diele ktri.schen  Polarisation  des 
Mediums)  verbunden.  Klemmt  man  die  Kugeln  so  fest,  dass  ein  Durch- 
gh}iten  der  Schnur  nicht  mehr  möglich  ist,  so  ropräsentirt  das  Modell  einen 
vollkommenen  Isolator.  Bleikugeln ,  welche  man  an  die  verticalen  Teile 
der  Schnni  anklemmen  kann,  erzeugen  eine  Verschiebung  der  Elfonbein- 
kugcln,  die  soweit  fortschreitet,  bis  die  elastische  Kraft  der  Gimunischuüre 
(entsprechend  der  durch  die  dielektrische  Polarisation  geweckten  Gegen- 
kraft) dem  Gewichte  der  Bleikugeln  (der  olekti*omotorischen  Kraft)  das 
Gleichgewicht  hält.  (Schütz.) 

297a.  Apparat  lur  mechanischen  Versinnlichung  der  elektrodynamischen 
Inductionswlrkung  von  Dr.  H.  Ebert.  Ausgestellt  von  .'lorrn  Universitats- 
Mechaniker  BÖhner  in  Erlangen. 

Der  Apparat  lehnt  sich  an  die  auf  Seite  405  and  fl.  des  Hauptkata- 
loges  beschriebenen  Modelle  Maxwell's  und  Boltzmann's  an  und  nimmt 
eine  Zwischenstelinng  zwischen  beiden  ein. 

Man  denke  sich  das  Maxwell  sehe  Modell  (Fig.  auf  flg.  S.)  mit  einer 
Vorrichtung  versehen ,  welche  e«  gestattet ,  das  an  dem  Querarme  der 
Axe  2  befindliche  Gewicht  während  der  Rotation  vom  Ende  des  Quer- 
stabes  gegen  die  Axe  zu  treiben;  dann  wird  das  Modell  befähigt  sein, 
das  bei  Verkleinerung  des  wechselseitigen  luductions-Coeflficieuten  zweier 
Strom  bahnen  ointri'tende  Inductionsphnnomen    (etwa    das  Entstehen  eines 


Mathematiocho  Physik.    X. 


117 


gleichsinnigeu  elektrischen  Stromes  in  einem  Leiter  bei  seiner  Entfernung 
von  einem  zweiten  elektrischen  Strome)  darzustellen. 

Diese  Vorritrhtung  realisirt  Herr  Ebert  dadurch ,  dasa  er  auf  den 
Querurm  zunächst  das  Gewicht,  danach  eine  Spiralfeder  und  eudlich  einen 
Gummipolster  schiebt.  Vor  dem  Experimente  bringt  man,  die  Feder  zu- 
sammendrückend, das  Gewicht  möglichst  an  das  Ende  des  Querarmes  hin. 
Um  es  in  dieser  Lage  festzuhalten,  stemmt  mau  ein  Holzst«^bchen  schräge 
zwischen  eine  Kinfräsung,  die  an  dorn  Gewichte  gemacht  ist,  und  einen  auf 
einem  kleinen  Hebel  sitzenden  ^>tift.  Ist  der  Apparat  in  Rotation,  dann  wird 
im  geeigneten  Momente  eine  Nase  vorgeschoben,  welche,  wenn  der  Hebel 
während  der  Rotation  an  sie  stösst,  das  Stäbchen  zum  Ausspringen 
uud  hiedurch  die  Federspannung  zur  Auslösung  bringt ;  das  Gewicht 
schnellt  gegen  die  Axe  und  der  secundäre  Cykel  macht  eine  der  des  pri- 
mären gleichgerichtete  Rotationsbewegung. 

Will  man  aber  das  bei  Vergrössernng  des  wechselseitigen  Inductions- 
«•oeflficienten  auftretende  Phänomen  demonstriren ,  so  schiebt  man  zuerst 
die  Spiralfeder,  dann  das  Gewicht  möglichst  nahe  an  die  Axe  hin.  Hier 
läi>st  man  es  durch  einen  Faden  festhalten,  dessen  Endschleife  um  den 
auf  dem  kleinen  Hebel  sitzenden  Stift  geschoben  ist.  Dreht  sich  der 
Hebel  um,  so  rutscht  die  Schleife  ab,  das  Gewicht  schnellt  gegen  das 
Ende  des  Querarmes,  und  eine  Gegcn-Rotation  des  sekundären  Cykels  ist 
die  Folge  der  hiedurch  bewirkten  Vergrössernng  de^  wechselseitigen  In- 
dnctionscoefflcienten.  Das  Umdrehen  des  Hebels  aberwird  wiederum  durch 
das  Vorschieben  der  Nase  bewirkt. 

Natürlich  gestattet  der  Apparat  ausserdem  auch  alle  jene  Experi- 
mente auszuführen,  die  schon  mit  dem  Maxicell' sehen  möglich  sind,  doch 
ist  er  nicht  befähigt,  die  mit  dem  Boltzmann  sehen  liicycle-Modelle  demon- 
strirbaren  ponderomotorischen  Wirkungen    zu  zeigen. 

(Näheres  vergl.   Wiedeniami's  Annalen,  August  Heft  1893.) 

Preis  des  Apparates  100  Mark.  (Schütz.) 
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298a.    Sichtbare   Darstellung     der    aeqaipotentialen    Linien    auf  darch- 
strouiten  Platten.    Von  Prof.  E.  v.  Lommel.  ÜDiversitat  München. 

Eine  einfache  Ueberlegung  lässt  erkennen  ^  dass  die  zu  den  Strom- 
linien einer  leitenden  dünnen  Platte  senkrechten  Linien  gleichen  PotentiaU 
zugleich  die  zu  der  Strömung  gehörigen  magnetischen  Kraftlinien  «ind. 
Streut  man  daher  Eisen feilspäne  auf  die  vom  Strom  durchflossene  Platte, 
so  ordnen  sich  dieselben  bei  genügender  Stromstärke  zu  einem  schonen 
Bilde  der  Aequipotentiallinien. 

Die  benutzten  Metallplatten  haben  einen  grössten  Durchmesser  von 
4 — 5  cm  und  sind  etwa  */«  mm  dick;  die  Zuleitungsdrähte  sind  in  der 
Regel  an  den  Rand  der  Platte  angelötet  und  liegen  in  ihrer  Eliene.  Die 
angewendete  Stromstärke  beträgt  20 — 35  Amp/'re.  Um  die  entstiudeoen 
Bilder  festzuhalten,  wird  über  die  Platte  (Ijei  roter  Beleuchtung)  photo- 
grajdiisches  Papier  gebreitet  und  auf  dieses  die  Eisenfeile  gesiebt;  die 
Figuren  bilden  »sich  auf  der  Papierfläche  ebenso  vollkommen  au»,  wie  auf 
der  Platte  selbst,  und  eine  kurzdauernde  Belichtung  mit  wjiksanien 
Strahlen,  etwa  das  Anftlammen  eines  Zündhölzchens,  genügt,  um  das 
Bild  dem  lichtempfindlichen  Papierblatt  einzuprägen.  Damit  das  photo- 
graphische  Papier  sich  möglichst  innig  an  die  Platte  und  deren  nicht- 
leitende Umgebung  anschmiege,  wird  die  Platte  samt  ihren  Zuleitnugs- 
drähteu  in  einen  Gypsguss  eingelassen,  dessen  Vorderfläche  mit  der  Platte 
in  derselben  Ebene  liegt.  Um  die  Trägheit  und  den  Reibnngswiderstau«! 
der  Feilspäne  zu  überwinden ,  wird  die  an  einem  Stativ  horizont;il  ein- 
gespannte Gypsplatte  kleineu  regelmässigen  Ei-schütterungen  ausgesetzt; 
dies  geschieht  durch  eine  vibrirendc  iStimmgabel  aus  Messing;  eine 
stählerne  Stimmgabel  nämlich  würde  durch  dcu  Magnetismus,  den  sie  in 
der  Nähe  eines  so  starken  Stromes  annimmt,  das  Magnetfeld  der  Ström- 
ung stören.    Die  Herstellung  einer  Figur  erfordert  nur  wenige  Augenblicke. 

Die  Feilspäne  gruppiren  sich  immer  so,  wie  es  die  Theorie  für  die 
Aoquipoteutiallinien  verlangt;  die  Cnrven  stehen  namentlich  stets  senk- 
recht zu  den  Begrenzungslinien  der  Platte ,  die  ja  immer  Stromlinien 
sind;  hier  biegen  sie  um  den  Rand  der  Platte  um ,  indem  jede  auf  der 
Rückseite  der  Platte  congruent  mit  ihrem  Verlaufe  auf  der  Vorderseite 
weitergeht  und  in  sich  zurücklautt.  Da  hienach  diese  Linien  nur  auf 
der  Platte  selbst,  nicht  aber  auf  ihrer  nichtleitenden  Umgebung  entstehen, 
so  erhält  man  auf  dem  Papier  ein  durch  ihre  Aequipotential- 
linien schraffirtes  Bild  der  Platte  selbst:  auch  die  Znleitnugs- 
drähte  bilden  sich  ab,  quergestrichelt  vermöge  der  zu  ihnen  senkrechten 
Aequipotentialen.  Auf  diese  Weise  erscheinen  im  photographischen  Bild 
auch  die  Umrisse  der  Platte  in  natürlicher  Grösse. 

Als  Beispiele  mögen  einige  der  zahlreichen  nach  dieser  Methode  her- 
gestellten Bilder  mitgeteilt  werden ,  in  unmittelbaren  Cliches  nach  den 
Original  Photogrammen  (deren  Schärfe  sie  freilich  nicht  erreichen),  zu- 
sammengestellt mit  den  Bildern  der  Aequipotentiallinien,  wie  sie  sich  aus 
Theorie  und  Erfahrung  für  dieselben  Platten  ergeben. 

Die  Fig.  la  entsteht  auf  einer  kreisförmigen  Platte  mit  an  zwei 
Stellen  ihres  Um fanges  augelöteten  Zuleitungsdrähteu,  welche  in  der  Ebene 
der  Platte  verlaufen    und    sich  in  der  Figur  querschraffirt  mit  abgebildet 
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haben.  Fig.  Ib  zeigt  die  allbekannten  Aequipotentialen  derselben  Platte 
samt  den  zugehörigen  Stromlinien.  Letztere,  zn  welchen  auch  der  Um- 
fang der  Platte  selbst  gehört,  sind  nämlich  Kreise,  weiche  durch  die 
beiden  Elektrodenpnnkte  gehen,  erstere  die  zu  ihnen  senkrechten  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  u\  der  Verbindungsgeraden  der  Elektroden  liegen  und 
diese  Gerade  in  Punkten  schneiden  ,  die  zn  den  Elektroden  punkten  har- 
monisch liegen. 

Besonderes  Interesse  beansprucht  die  Fig.  2a,  welche  sich  anf  einer 
kreisförmigen  Platte  bildet,  deren  eine  (in  der  Fig.  obere)  Hälfte  ans 
Knpfer,  die  andere  (untere)  Hälfte  aus  Blei  besieht;  die  beiden  Hälften 
sind  längs  dem  (horizontalen)  Durchmesser  znsammengelötet.  Am  Rande 
der  Bleihälfte,  in  den  Endpunkten  einer  znm  Trenn nngsdnrchmesser 
parallelen  Sehne,  befinden  sich  die  Elektroden.  Die  Fignr  2b  ist  der 
Abhandlung  von  Quincke*)  •  „Ueber  die  Verbreitung  eines  elektrischen 
Stromes  in  Metallplatten^^  entnommen;  sie  stellt  die  theoretisch  abge- 
leiteten und  experimentell  bestätigten  Aequipotentiallinien  einer  el)en 
solchen  Kupfer- Bleiplatte  samt  den  zugehörigen  (pnnktirten)  Stromlinien 
dar.  Man  erkennt,  dass  die  Curven  der  Fig.  2a  denselben  Verlauf  nehmen 
wie  diese  Aequipotentialen.  Namentlich  zeigt  sich  längs  der  Trennung»- 
liuie  die  (bekanntlich  nach  dem  Tangen tengesetz  erfolgende)  Brechung 
der  Linien  beim  Uebergang  aus  Blei  in  Kupfer.  Vermöge  dieses  disconti- 
nuirlichen  Uebergangs  bildet  sich  daher  auch  der  Durchmesser,  der  das 
Blei  vom  Kupfer  scheidet,  deutlich  ab.  Auch  der  Umstand,  dass  die 
Stromdichte  anf  die  Gruppirnng  der  Eisenteilchen  Einfloss  übt,  indem 
sich  dieselben  an  Stellen  grösserer  Stromdichte  enger  zusammenschaaren, 
trägt  dazu  bei,  die  Grenzlinie  scharf  hervortreten  zu  lassen.  Denn  ein 
Blick  auf  die  Stromlinien  der  Quincke^schen  Fig.  2b  zeigt,  dass  iu  dem 
mittlereu  Teil  der  Doppelplatte  die  Stromdichte  auf  der  Kupferhälfte 
grösser  ist,  als  auf  der  angrenzenden  Bleihälfbe.  Es  werden  daher  dort  die 
Eisenteile  dichter  ziisammengerafit,  als  hier,  wie  ans  Fig.  2a  ersichtlich  ist. 

Die  Figuren  3a  und  3b  beziehen  sich  ebenfalls  auf  einen  von  Quincke 
in  der  vorhin  citirten  Abhandlung  untersuchten  Fall,  nämlich  den  der 
Strömung  in  einer  quadratischen  Platte,  wenn  eine  Elektrode  in  der  Ecke, 
die  andere  auf  der  von  dieser  Ecke  ausgehenden  Diagonale  angebracht 
ist,  in  einer  Entfernung,  welche  klein,  ist  gegen  die  Seiten  des  Quadrats. 
In  diesem  Falle  ist  der  Zuleitungsdraht  zur  Diagonalen-Elektrode  senk- 
recht durch  die  Platte  geführt,  während  der  zur  Ecke  gehende  wie  sonst 
iu  der  Ebene  der  Platte  liegt.  Auch  hier  ist  die  Uebereinstimmung  der 
Maguetkrafllinien  Fig.  3a  mit  den  von  Quincke  theoretisch  und  experi- 
mentell bestimmten  Aequipotentialen  Fig.  3b  augenfällig. 

Diese  Methode,  die  aequipotentialen  Linien  rasch  und  vollständig 
sichtbar  zu  machen ,  erscheint  besonders  willkommen  in  den  Fällen ,  in 
welchen  die  Form  der  Platte  der  theoretischen  Behandlung  grosse,  meist 
unübersteigliche  Hindernisse  entgegensetzt.  Sie  liefert  sozusagen  eine 
empirische  Integration  der  entsprechenden  partiellen  Differentialgleich- 
ungen. Als  Beispiele  mö^en  noch  die  Aequipotentialen  zweier  minder 
gewöhnlichen  Plattenformen    angeführt  werden.  . 

•[  Quincke,  Pogg.  Ann.  XCVIII.  S.  382.  1856. 


Kg.  6. 
Der  obere  der  beiden  KupferatreifeD  üt  in  eine  enteprechencle  üacbe  Ein- 
biegung des  unteren  mitlela  Schellack  eingekittet,  ao  dass  die  freieu  Obei- 
flUchen  mit  der  Gjpeflttche,  in  »eiche  das  Flattenpoar  samt  Zuleitnngs- 
drftbt«n  eingebettet  ist,  in  einer  Ebeue  liegen;  die  ZnleitnogsdrUiLe  Hind 
Iftngs  den  knmn  Seilen  der  Rechtecke  angelStet.  Gebt  ein  Strom  dnrcb 
die  beiden  mittels  des  Scbellatka  von  einander  isolirten  Platten,  so  □rdnen 
sieb  die  Elsenfeil Späne  auf  dem  Quadrat,  in  welchem  sich  die  beiden 
Platten  überdeckcu,  diagonal,  und  iwar  in  Linien  parallel  der  Diagonale, 
welche  die  Ecken  des  Quadrates  verbindet,  wo  die  Stromrichtung  in  der 
einen  Platte  anf  die  Ecke  in,  in  der  anderen  Platte  von  ibr  weggeht. 
Kehrt  mtm  den  Strom  in  der  einen  Platte  um,  so  ordnen  sieb  die  Feil- 
späne  parallel  zur  anderen  Diagonale.  Die  Magnetkrnftliuien  anl'  dem 
gemeinachaniicben  Quadrat  stellen  sieb  sonach  dar  als  die  Resnltanteo 
aus  den  Hagnet krafllinien  jeder  Platte  fOr  sieb,  welche  anf  den  freilie- 
genden Enden  der  Platten  als  tu  den  Qnadrat«eiten  parallele  Linien  her- 
(E.  T.  Lommel.) 


DUDfCäreriiisl  und   Belastung  eines  Leitungsnetzes  anf  nciliuBischeni 
Wcfce  von  H.  Helberger,  Ingenieur  in  MüDclien. 

1'^  sei  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  folgeiufi-i   l'.irin  ge- 

"'■..  '^i +■■■■+  c.„x„  =  l,.  a..  +  .  ...  +  1,„  8,„=B, 


Dieses    Gleieliungssyatoin   1 
UL'Utungen  t.u: 


».,  +  ■■■■+>..«..=". 

.  u.  A,    folgende   r.ivei   physikitlinrlie 
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1.  Man  betrachte  ein  Netz  von  n  elektrischen  Kabeln,  tline  be- 
liebige Masche  desselben,  die  wir  mit  dem  Index  k  bezeichnen  wollen, 
wird  im  allgemeinen  aus  n  Leiterstücken  besteben.  Ik'zeichnet  man 
nun  mit  l^.  ^  die  Längen  dieser  I^eiterstücke ,  mit  a^^  die  Ampere-Be- 
lastungen «ierselben,  mit    Xj  ihre  Querschnitte  und  mit    o^^    die    durch 

ihre  elektrischea  Widerstände  bedingten  Spannung^verluste,  dann  stellt 
die  Produkt-Summe  L .  a^.  4- l     a^    ,    die   wir    kurz    mit    B^  be- 

kl       kl     ■  ku       kn    '  k 

zeichnen  wollen,  die  elektrische  Inanspruchnahme  der  Kabelmasche, 
ausgedrückt  in  Ampere-Längen  dar,  nnd  es  werden  die  obigen  Gleich- 
ungen zu  Recht  bestehen. 

2.  Man  betrachte  n  einander  kreuzende  Schnüre,  deren  jede  zwischen 
zwei  Ständern  so  gespannt  ist,  dass  sie  an  dem  einen  derselben  be- 
festigt ist,  während  sie  an  dem  andern  durch  irgend  welche  Vor- 
richtung einer  willküriicheLi ,  durch  Gewichte  messbaren  8]>u,Qnung  x 
unterworfen  werden  kann.  An  bestimmton  Stellen  seien  die  Schnüre 
duroh  Gewichtchen  belastet.  Die  Länge  eines  beliebigen,  zwischen  zwei 
Knoten  liegenden  Schnurstückes  sei  mit  I^^^  ,  seine  Belastung  mit  a^,  , 
der  durch  diese  Belastung  bewirkte  Durchhang  (Abweichung  von  der 
Lage,  welche  die  Schnur  vor  der  Belastung  einnahm)  mit    c^^  und  end« 

licli  das  Gewicht,  das  seiner  elastischen  Spannung  proportional 
ist,  mit  x^  bezeichnet.  Dann  würde  mit  grosser  Annäherung  wiederum 
das  obige  Gleichungssystem  anwendbar  sein ,  sofern  es  gestattet  wäre, 
für  die  Durchhänge  das  Superpositionsprincip  in  Anspruch  zu  nehmen. 
Bemerkt  sei,  dass  dieses  Superpositionsprincip  dann  nicht  engagirt  ist, 
wenn  es  sich  um  die  in  der  Praxis  zumeist  auftretende  Aufgabe  han- 
delt, bei  gegebenem  zulässigen  Spannungs verlast  und  gegebener  ge- 
ometrischer Configuration  und  Belastung  des  Kabelnetzes  die  Leiter- 
Querschnitte  zu  ermitteln,  da  ja  dann  immer  ein  bestimmt  gegebener 
Durchhang  austarirt  wird;  wohl  aber  bei  allen  Aufgaben,  wo  sich  der 
Spannnngsverlust  unter  den  gesuchten  Grössen  befindet,  sowie  bei  der 
Be.«>timumng  der  Energiebelastung  der  Speisequelle. 

Damit  sei  nur  die  theoretische  Grundlage  des  lielberger'schen 
Verfahrens,  das,  wenn  man  gerade  will,  man  ja  auch  dazu  verwenden 
könnte,  um  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
mechanisch  aufzulösen,  kurz  skizzirt.  Im  Uebrigen  sei  auf  die  Patent- 
schrift (D.  R.  P.  Nr.  Ö8918)  verwiesen. 

(Schütz.) 
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trischen  Glühlampe  von  50  N.  K.,  welche  die  SoDoe  vorstellt,  kräftig  er- 
leuchtet und  zeigt  sr>  die  Tag-  und  N'a'jihtgrenze  auf  der  Erde  an ,  welche 
durch  ein  mit  einem  Zeiger  versehonL»s  Zifferhiatt  in  Zeit  ausgedrückt  wer- 
den kann.  Der  Erdglobu^  ist  umgel)en  von  der  Mondbahn  und  ergeben  sich 
Un  der  elektrischen  Meuchtung  «üe  verschiedenen  Mondphasen.  Hi»'bei 
kaim  die  Rückläufigkeit  der  Knotenlinie  der  Mondbahn  zur  Darst»dlung  ge- 
biar^ht  werden. 

l>as  System  2)  wird  nun  so  gedreht,  dass  es  mit  dem  beweglichen 
Horizont  und  Meridian  des  kleinen  Erdglobus  zusammenfällt,  o<ler  —  weil 
8i<:h  d'uifi  wegen  der  53/HX)  mal  zu  gn)söen  PaialJelaxe  des  Apparates  nicht 
immer  erreichen  lii^st  —  in  zu  den  genannten  Ebenen  parallele  Eb»nien 
fällt,  wodurch  man  die  Uel>erführung  der  scheinbaren  Bewegung  in  die 
wirkliche  erreicht  und  zugleich  sieht,  dass  dasselbe  Resultat  erhalten  wird 
ob  man  von  einer  feststehenden  Erde  und  einem  sich  drohenden  Himmels- 
gewölbe ausgellt,  oder  ob  man  ein  feststehendes  Himmelsgewölbe  und  eine 
sich  drehende  Erde  als  Ausgangspunkt  aimimmt. 

Um  die  Präcessiou  darzuthun ,  ist  ein  eigf*ner  Hilfskreis  beigegeben, 
längs  weichem  si'-h  der  Rekt.  Punkt  90^  bewegt,  wenn  die  Schnittpunkte 
des  Himmelsäquators  und  der  Ekliptik  sich  so  bewegen,  dass  di.^  I-änge  der 
Gestirne  zunimmt,  während  ihre  Breite  constant  bleibt.  Ein  ausserdem  no«h 
beige i'ügter  Kr«^is  zeigt  dit*  Bewegung  des  Aeqaatorpoles  unter  den  Sternen 
im  Verlaufe  von  ca.  25,000  Jahren. 

Ausführlichere  Beschreibungen  finden  sich:  Ausland  iSj2  und  Zeit- 
schrift für  naturwissenschaftlichen  Unterricht  von  Dr.  Poske,  Dezemb^^r- 
heft  1892.  lAdanii.) 

• 

800b.    Praeeessiuns-tilobus  augegeben  und  ausgestellt  von  Professor  Dr.  K.  Haas 
in  Wien. 

Der  Globus  bezweckt  eine  anschauliche  Darstellung  der  Veränderungen 
des  Sternenhimmels,    welche    di«»    Präcession  der  Tag-    und   Nachtgleichen 
und   die  Variation   der  Schiefe   der  Ekliptik   für  irgend  einen  Ort  der  Enle 
bewirken,   sowie  eine  (annäherungsweise)  Berechnung  dieser  Veränderungen. 
Zu  diesem  Zwecke  ist  der  Globus  in  drei  Ringen,  einem  inneren,  mittleren 
und  äusseren,  angebracht.     Im  inneren  Ringe  kann  der  Globus  um  eine  Axc 
gedreht  werden,  welch»«  durch  die  Pole  der  Ekliptik  geht.     Der  Betrag  der 
Drehung  kann  auf  dem  Ekliptikk reise  des  Globus  unmittelbar  abgelesen  werden 
und    zwar   entspricht  eine  Drehung  um    einen  <inid    in    der  Richtung    von 
0**  nach  10"  einem  Rückgänge   um   circa  72  Jahre.     Der  innere  Ring  kann 
gegen  dtjn  mittleren  eine  Neigung  erhidten,  welche  der  Schiefe  der  Ekliptik 
für  die  betreffende  Zeit  entspricht.     Der  mittlere  Ring  endlich  kann  in  «i«Mn 
äusseren  um  ein«;  Axc  gedreht  werden,  welche  der    jeweiligen  ilimmelsaxc 
entspricht.      Die    Stellungen    der    Ringe    gegen    einander    können    mittelst 
Klemmschrauben    lixirt    werden.      Der   äussere  Ring    ist    in    dem  G«stelle 
des  (ilobus    um  eine    horizontale  Axe    drohbar,    so    dass    der   Globus    für 
jede  Polhöhe  eingestellt  werden  kann.     Der  äussere  Ring  trägt  eine  Teilung 
an    welcher   die    Schiefe    der  Ekliptik   (mittelst  eines  Zeigers,  der  auf  dem 
inneren  Ringe  aufgeschraubt  werden  kann) ,    die  Polhöhe  des    betreffenden 
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Ortes  und  dii'  Declinntion  der  Gestirn«  abRelnsfii  werben  kann.  Der  hori- 
Kontale,  ciboru  Itanii  dPM  Gesti^lloa  Iriigt  eine  Teilung,  wolclu-  dos  Azimiit 
mit  Hilfe  lAnur  ilioptriHclioii  Vorrichtung  abxulE^xQD  );eNfftttet.  lio  unter 
diosoni  horizoDtaluD  UamW.  ist  ein  lioif  zur  Markirung  des  SehuDgs- 
bogens  für  WteniH  erster  (irössii  angebracht.  Das  (Uobusgestel!  ist  mit 
sanftor  licibuii^  um  eine  vcrtiualo  A^cit  drehbar,  damit  die  Erscheinangen 
ciaem  grüsH';r<'u  Zuh'ircrli  reise  deitionatrirt  worden  ki'mnen.  (Zu  diettem 
Zwts^ko  könnte  bui  frrüssorer  und  kostejiiiiligercr  Ausführung  cles  OlohiLs  im 
O^ütrum  desMclbtrn  eine  Glühlampe  angebracht  wenlen  und  könnten  die 
l'unkto,  au  wulelieu  sicti  Storni'  erster  Grüsso  belindeu,  durchlöchert  wer< 
den.  DieF»?  OetTiiniijjen  wiSreu  für  gewöhnlich  durch  Motallstilto  zu  Hcblierraen, 
für  die  Demonstratio c  aber  für  da.s  betreffende  Gestirn  zu  öffnen.) 

Mit  diesem  Globus  Imscd  sich  eine  Beilto  von  Tatsachen,  die  rUr  die 
Geschiebte  der  Astronomie  von  höcbstem  Interesse  sind,  demonatriren :  So 
die    in    depi     Abhandlungen    über    Tom|>e[oriL>utiniDg    von     Prof.    Nissen 
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(Bonn)*)  angeführten  Erscheinungen,  die  von  Prof.  Ilommol  (München)  aus 
der  assyrischen  Astronomie')  und  von  Schlegel  aus  der  chinesischen  Astro- 
nomie*) angeführten  Dfiton,  die  von  Lo<*kyor*)  und  Penrose*)  besprochenen 
Vorgänge;  endlich,  wenn  der  Stand  der  Sonne  auf  dem  Ekliptikkreise  [der 
den  Schram'schon  Tafeln'^)  entnommen  worden  kann]  markirt  wird,  aucli 
die  in  den  Tafeln  von  Wislic«'nu.s^)  angeführten  s«-hönen  Beispiele  aus  Con- 
sorinus,  Geminas  und  Ptolemaeus.  Diesen  Tafeln  lasst  sich  auch  am  be- 
quemsten die  Schiefe  der  Ekliptik  für  das  botreffende  Jahr  entnehmen. 

Historisches.  Der  ei'ste  Praecessionsglobus  wunie  von  Biet  erfunden 
mid  in  seinem  Traito  elcmentaire  d'astronomie  physique.  3.  Auflage.  Band 
IV.  S.  641  ff.  beschrieben.  Dieser  Globus  ist  in  einem  Ringe  am  eine 
durch  die  Ekliptikpole  geliendo  Axo  drehbar.  Der  Ring  trägt  einen  Fort- 
satz mit  Schraube ,  mittelst  welcher  der  Globus  in  Schraubenmuttern ,  die 
in  Distanzen  von  10  zu  10  Grad  auf  der  Ekliptik  angebracht  sind,  befestigt 
wei-den  kann.  Dieser  Ring  rotirt  in  einem  zweiten  um  eine  Axe,  welche 
mit  der  durch  die  Ekliptikpole  gehenden  einen  constanten  Winkel 
gleich  der  Schiefe  der  Ekliptik,  bildet. 

Eine  rohe,  aber  sehr  einfache  und  billige  Vorrichtung,  die  jeder  Flascrh- 
ner  anfertigen  kann,  beschreibt  Gustav  Schlegel  in  seiner  Uranographie 
chinoise.  La  Haye  1875.  I.  Band  Seite  13  ff.  Zuerst  wird  der  (ilobus  in 
ein«Mn  genau  anschliessenden  Aequatorialringe  so  befestigt,  dass  doiselbe  die 
Ekliptik  in  jeaen  Punkten  schneidet,  wel(?he  für  die  gewünschte  Zeit  dem 
Frühlings-,  resp.  dem  llerbst-Aequinoctium  cntspn?chen  (und  möchte  ich 
zusetzen,  dass  die  Ekliptik  und  die  Ring-Ebene  einen  Neigungswinkel  bilden 
welche  der  Schiefe  der  Ekliptik  zur  betreffenden  Zeit  gleichkommt),  flierauf 
wirtl  der  Aoquatorialring  sammt  Globus  in  einem  Gehäuse  von  2  sich  recht- 
winklig s(^hneidenden  Kupferringen  b(?fcstigt,  die  an  ihrem  Kreuzungspunkte 
Foi^tsätzo  (im  Abstand  von  90®  vom  Aequatoiialringe)  trageu,  mit  deneu  das 
Gehäuse  in  gewöhnlicher  Weise  in  einem  Veiücalringe  moutirt  wird. 

Unabhängig  von  Biot  hat  der  englische  Astronom  Lockyn-  1891  einen 
Pmecessionsglobus  ersonnen,  der  in  I^ern  gedrt;ht  wird,  die  sic^h  in  Ab- 
ständen von  je  15  (irad  auf  Kreisen  befinden,  welche  von  den  Ekliptikpolen 
«jinen  Abstand  gleich  der  Schiefe  der  Ekliptik  haben.  Er  hat  mit  diesem 
Globus  S(jhr  S(;höne  Untersuchungen  angestellt  und  denselben  in  der  „Xa- 
ture**  (Vol.  44  pag.  108)  beschrieben. 

Der  von    mir  unabhängig   von   der  genannten  Vorrichtung  angegebene 


*)  Nissen.     Ueber  Tempelorientirung.     (RheiuLsches  Museum.  XX. VI II 
513.    XXIX,  3()9.    LX  38,  329,  480.     LXII  28.) 

«)  Ausland.     1891,  92. 

')  Schlegel.     Uranographie  chinoise. 

*)  Nature.     Band  XLIV.  i)ag.  108. 

*)  Nature  Nr.  1165  und  Nr.  1228. 

^)  R.  Schräm.  Hilfscafeln  für  Chronologie.  45.  Band  der  Denk- 
schriften der  kaiserlichen  Akademie  zu  Wien. 

^)  Wislicenus.  Taf<>ln  zur  Bestimmung  der  jährlichen  Auf-  und  Unter- 
gänge der  Gestirne.  Publication  der  Astronomischen  Gesellschaft.  XX 
Leipzig,  Eugelmann.     1892. 
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Globus  ist  oino  ModificatioQ  der  cardauischea  Aufhäagung  und  gestattet 
die  Hiinmelskugcl  um  jeden  beliebigen  Durchmesser  zu  drehen.  Er  wurde 
von  der  Firma  Alois  Tichlei-s  Witwe  und  Sohn  (Wien)  angefertigt. 

(Haas.) 

300c,  lllppareh*s  Astrolabium,  construii-t  und  ausgestellt  von  Oln^trlehi-or  M.  Koppe 
in  Berlin. 

Der  Apparat  gestattet,  alle  Aufgaben  über  die  tägliche  Drehung  dos 
liimmels  für  die  Polhöhe  von  B(^rlin  zu  lösen.  Zwei  auf  einander  liegende 
Kreisscheiben,  von  denen  die  obere  transparent  ist,  können  gegen  einander 
gedreht  werden.  Die  untere  trägt  ein  sphärisches  Netz,  dessen  Kreise  teils 
dem  Horizont  parallel  sind,  teils  vom  Zenit  zum  Nadir  gehen.  Die  obere 
ist  mit  dem  Netz  der  Linien  gleicher  Kectascension  und  gleicher  Declination 
versehen,  in  welches  die  Sternbilder  eingezoichnet  sind.  Der  Rand  ist  hier 
in  24*' ,  doi*t  in  365  Tage  eingeteilt  I^gt  man  die  Scheiben  so  aufeinander, 
dnss  die  dem  augenbli(;klichen  Datum  und  der  Stunde  entsprechenden  Kand- 
jjunkte  sich  decken,  so  erscheinen  innerhalb  des  durchschimmernden  Hori- 
zontes die  gerade  sichtbaren  Sternbilder,  und  man  kann  Höhe  und  Azimut 
jedes  Sternes  ablesen.  Ausserdem  ergibt  sich  aus  der  in  das  untere  Netz 
gezeichneten  Erdkarte  der  Erdort,  wo  dir  Stern  gerade  im  Zenit  steht. 
In  den  ehemaligen  Astrolabien  war  die  obere  Scheibe  eine  netzartig  durch- 
brochene, an  sich  undurchsichtige  Platte  (rete,  aranea),  in  der  nur  die  Sterne 
Cluster  Grösse  von  schmalen  Ausläufern  des  Netzes  getragen  wuixien.  Ferner 
war  zur  Eiustellung  für  Tag  und  8tund(^  die  Benutzung  einer  auf  der  Rück- 
seite (doreum)  angebrachten  Tabelle  nötig,  weil  vor  Einführung  der  mittlem 
Zeit  die  Einteilung  nach  Tagen  ungleiche  Teile  erfordert  hätte,  also  selbst 
nur  nach  einer  Tabelle  herzustellen  gewesen  wäre.  Die  Karten  sind  nach 
stcreogiaphischer  l*rojection  gozeic^hnot,  wobei  das  Auge  im  Südpol  des 
Uinunelsgewölbcs  gedacht  wurde. 

(M.  Koppe.) 

UOOd,  Die  helioeeutriseheu  und  geoccntrisehen  Bahnen  des  Mars  (I  a,  I  b), 
des  Jupiter  (II),  des  Saturn  (III)  und  des  Neptun  (IV),  construirt  und 
ausgestellt  von  Oberlehrer  M.  Koppe  in  Berlin. 

Die  Karte  la  enthält  die  heliocentrische  Bewegung  der  Eixlo  und  des 
Mars  unter  Bemcksichtigung  der  Excentricität ,  für  1890—1900.  Die  ge- 
wählten Zeitpunkte  sind  abkürzend  durch  Zahlen  bezeichnet,  deren  Bedeut- 
ung nach  Tag  und  Jalireszahl  eine  Tabelle  angibt.  Verschiebt  man,  ohne 
zu  drehen,  einen  Bogen  Pauspapier  (I  b)  so  über  die  Karte  la  hin,  dass 
ein  fester  Punkt  0  derselben  durch  die  aufeinandei-folgenden  Punkte  der 
Erdbahn  geführt  wird,  und  überträgt  man  immer  die  gleichzeitigen  üerter 
des  Mai"s  aus  der  unttnen  Karte  in  die  obere,  so  erhält  man  die  geoccntrische 
Bahn  des  Mars,  deren  Gestalt  an  eine  Epicykloide  erinnert.  Dass  die  Ver- 
schiebung ohne  Drehung  geschieht,  erkennt  man  an  den  beiden  Systemen 
aequidistanter  Horizontal-Linien,  mit  denen  die  obere  und  die  untere  Karte 
vei-sehen  sind  Da  die  Abstände  der  Parallelen  in  I  a  und  I  b  ein  wenig 
verschieden  sind,  so  fallen  nach  dem  Princip  dos  Nonius  bei  parallele!-  Lage 
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dor  beiden  Systeme  gewisse  Linien  genau  aufeinander.  —  Auf  den  übrigen 
Karton  ist  nebon  den  helioccntrischen  Oertern  der  Erde  und  des  Planeten 
zugleich  der  goocentrische  Ort  dargestellt.  Zu  bemerken  ist,  dass  in  der 
Karte  des  Neptun  bonauhbarlo  Schleifen  der  Bahn  in  einander  greifen. 

(M.  Koppe.) 


SOOe.    Finsternistafd  nach  Lambert,  construirt  und  ausgestellt  von  Oberlehrer 
M.  Koppe  in  Berlin. 

Die  29  wagerechton  Linien  stellen  aufeinanderfolgende  julianische  Jahre 
dar,  a«isgohcnd  von  einem  beliebigen  Tage,  an  dem  Sonne  und  Mond  in 
einem  Knoten  dor  Mondbahn  zusammentrafen.  Ein  solches  Ereignis  wieder- 
holt sich  fast  genau  nach  der  Zeit  Pj  =  28  Jahr  345  Tage,*  weniger  genau 
schon  nach  P2  =  18  Jahr  11  Tagen,  eine  ganz  genaue  Wiederkehr  erfolgt 
erst  nach  der  Zeit  11  P^ -}- P2.  Auf  den  wenig(»n  wagerechten  Hilfs-Linien 
oberhalb  dor  Tafel  ist  angegeben,  in  welchen  Punkt  der  ersten  Linie  für 
jede  neue  Periode  von  18  oder  29  Jahren  zum  ci*sten  Male  ein  erster 
Januar  fällt  und  welches  Kalenderjahr  mit  ihm  bogiimt.  Mittelst  des  bei- 
gegebenen Papiernjasstab(?s,  auf  welchem  ein  Jahr  in  365  Tage  geteilt  ist, 
kann  man  dann  Tag  und  Jahr  für  jeden  Punkt  der  29  Linien  bestimmeu 
Es  sind  nun  die  Zeitpunkte  wiederkehrender  Neumonde  mit  kleinen  roten 
Kreisen,  die  Zeitpunkte  der  Durchgänge  der  Sonne  durch  einen  Knoten  der 
Mondbahn  mit  grossen  roten  Kreisen  bezeichnet.  Eine  centrale  oder 
eine  beliebige  Sonnenfinsternis  tritt  ein,  wenn  ein  klein»?r  roter  Kreis  einen 
benachbarten  grossen  Kreis  trifft  oder  ganz  in  ihm  liegt  Der  Mittelpunkt 
des  kleinen  Kreises  gibt  das  julianische  Datum  an.  In  derselben  Weise 
lassen  die  blauen  Kreise  die  Mondfinsternisse  für  alle  hi.storiscben  Zeiten 
erkennen.  Dii»  Tafel  ist  von  dem  Lambert'schen  Original  (Beiträge  zum 
Gi^brauohe  dor  Mathematik  und  deren  Anwendungen,  Berlin  1765)  nur 
durch  Einführung  neuerer  Zahlenwei*te  verschieden. 

(M.  Koppe.) 


:)04a,  Bi^richtifuufstufel  zur  Lux'sehen  tiaswage,  1890  entworfen  und  bo- 
rechnet  von  Prof.  Mehmke,  techn.  Hochschule  Darmstadt.  Verlag  von  Fr.  Lvx, 
Friedrichshafen  a.  Rh. 

Durch  blosses  Abgreifen  und  Auftragen  einer  Strecke  mit  einem  Zirkel 
liclert  diese  Tafel  zu  jedem  Wertsystem  der  drei  Veiiinderlichen  x,  y,  z 
den  zugehürigeu  Weii  der  Function 
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wobei  u  das  wirkliche  spezifische  Gewicht  eines  Gases  bedeutet,  für  welches 
die  Lux'sche  Gaswago  bei  x"  C  und  ym»"  Barometerstand  das  specifische 
Gewicht  z  ergeben  hat.  (Gebrauchsanweisung  auf  der  Tafel  selbst  und  in 
den  beiliegenden  Begleitwoiten.)  (Mehmke.) 
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:)04b,    Qaecksilber-Compensatlonspendely  (D.  R.  P.)  von  S.  Riefler,  Ingenieur 
München. 

Neu  an  diesem  Qaecksilber-Compenjuitionspendel  ist,  dass  dns  Qaeck- 
silher  sich  in  der  Höhlang  der  aus  einem  Mannesmannstahlrohr  bestehenden 
Pendelstaoge  befindet,  wodurch  einerseits  zufolge  der  Verteilung  der 
Qnecksilbermasse  anf  einen  namhaften  Teil  der  Pendellftnge  die  Zuver- 
lässigkeit der  Compensation  erhöht  wird,  während  andererseits  die  durch 
diese  Anordnung  geschafl'ene  Einfachheit  der  geometriscli-mcchanischen 
Bedingungen  es  nach  empirischer  Ermittlung  des  Ausdehnungscoefificienten 
des  Pendelrohres  leicht  gestattet,  die  zur  Herstellung  der  Compensation 
erforderlichen  Dimensionen  der  Quecksilbersäule  genau  vorher  zu  berechnen. 

Die  Hegnlirnn<j;  der  Schwingungsdauer  geschieht  durch  Variation  tou 
Lage  und  Gewicht  der  PendelHuse. 


lOd.     Vlafmmm  snr  Umrechnnair  Ton  MHnxsorten,  von  A.  G.  Gresahill,  Ar- 

tiUory  College  Woolwich. 

77a.    Plaiiiiiiet«r  von  Hine  uml  Robertson,  Nowyurk,  ausgestellt  von  A-  G.  firesn- 

hill,  Artilllttry  College  Woolwich. 

tSOa.  Die  gerairegnlilreii  Polfeder   uucli  Catalan,    Universität  I.ütticli.     De|a- 
grave,  Paiis. 

3811b.  Zwei  Hodelle  zor  Erklärung  des  W.  Hera'üchen  Falles  der  BawegniiK 
eines  starreu  Körpers  Dm  einen  festen  Pnnkt.     Von  Prof.  N.  Joukoviky, 

Universität  Moskau. 


Fig.  1.  Fig.  2. 

aSVl.     Balllstiko»  vou  Major  J.  v.  Kriiiisky,  Wii-ii. 
245b.  Zwei  klitomatlscbo  Hodelle.    Von  lV>f.  H.  Joakovsky,  Universität  Moskau. 
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